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Tabla 1.6 FACTORES DE CONVERSION ENTRE UNIDADES SI Y DEL U.S. CUSTOMARY SYSTEM

Magnitud US.CSaSl SlaUS.CS.
Longitud lin. =2540 mm 1m =3937in.
; 1ft =0,3048 m Im =3,281ft
1mi =1,609 km 1km =0,6214 mi
Superficie 1in2 = 6452 mm? 1m? =1550in.?
12 =0,0929 m? 1m? =10,76 ft2
Volumen 1in3 =16,39(10*)mm? 1 mm?® =61,02(107)in2
1 =0,02832 m® 1m® =3531f8
1gal =3785L° 1L =0,2646 gal
Velocidad lin./s =0,0254m/s 1m/s =3937in./s
1ft/s =0,3048 m/s 1m/s =3281ft/s
1mi/h =1,609 km/h 1km/h =0,6214 mi/h
Aceleracién 1in./s? =0,0254 m/s? 1m/s? =39,37in./s?
= 1ft/s?* =0,3048 m/s? 1m/s? =3281 ft/s?
Masa 1slug =14,59 kg 1kg =0,06854 slug
Momento segundo de superficie 1in# =0,4162(10%) mm* 1mm?* =2402(10%)in4
Fuerza 11b =4,448 N 1N =022481b
Carga distribuida 11b/ft =1459N/m 1kN/m =68541b/ft
Presi6n o esfuerzo 1psi =6,895kPa 1kPa =0,1450 psi
1ksi =6,895MPa 1MPa =145, psi
Momento (flector, de una fuerza o un par) 1ft-1b =1356N-m IN-m =0,7376 ft - Ib
Trabajo o energia 1ft-1b. =1.3567] 1] =0,7376 ft - 1b
Potencia 1ft-lb/s =1356 W 1W =0,7376ft-1b/s
1hp =7457 W 1kW =1,341 hp

“Para el litro de usan los simbolos L y 1. Como "I" puede confundirse con el niimero "1", el National Institute of Standards and Technology
recomienda para los Estados Unidos el simbolo "L" (v. NIST special publication 811, sept.1991).




La utilizacién de cuatro colores (cuatricromias) en las ilustraciones hace que éstas sean més coloridas'y agradables a la vista, pero
ademds hace que la informacién contenida en ellas sea més fécil de entender. Por ejemplo, las fuerzas y los'momentos pueden dis-
fnguirse fécilmente del resto de la informacién del dibujo porque siempre se indican con una flecha roja grande. Andlogamente,
los vectores de posicién siempre se indican con una flecha azul de tamafio medio; los vectores velocidad y aceleracién, mediante
una flecha verde normal; y los vectores unitarios con una flecha negra pequefia. Los ejes de coordenadas y las acotaciones de las
dimensiones (lineales y angulares) se dibujan con lineas negras finas. Esto permite que atin queden muchos colores para describir
ias diferentes partes de los objetos. '
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ISTA DE SIMBOLOS

Vectores unitarios

i.j.k Vectores unitarios segtin las direcciones x, y, z (coordenadas rectangu-
lares)

e,.e  Vectores unitarios segn las direcciones n, t (coordenadas normal y
tangencial)

e.e, Vectores unitarios segin las direcciones . 6 (coordenadas polares)

Diversas constantes fisicas

m Masa de un punto material o de un cuerpo rigido

W Peso de un punto material o de un cuerpo rigido
s Constante eldstica de un resorte

U Coeficiente de rozamiento estdtico

Uy Coeficiente de rozamiento cinético

L I, Ly, - Momentos y productos de inercia

k Radio de giro

G Constante de la gravitacién universal

M, Masa de la Tierra

R, Radio de la Tierra
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PRINCIPIOS GENERALES

1.1 INTRODUCCION A LA MECANICA

La Mecénica es la rama de la Fisica que trata de la respuesta de los cuerpos a
la accién de las fuerzas. La materia sujeto de este campo constituye gran parte
de nuestro conocimiento de las leyes que rigen el comportamiento de gases y
liquidos, asi como el comportamiento de los cuerpos sélidos. Las leyes de la
Mecénica encuentran aplicacién en Astronomia y en Fisica, asi como en el es-
tudio de las maquinas y las estructuras que entrafia la practica de la ingenieria.-
Por conveniencia, el estudio de la Mecénica se divide en tres partes: Mecanica
de cuerpos rigidos, Mecénica de cuerpos deformables y Mecdnica de fluidos.

El estudio de la Mecénica de cuerpos rigidos se puede subdividir, a su vez,
en tres secciones principales: Estéatica, Cinematica y Cinética. La Estdtica se
ocupa de los cuerpos sometidos a fuerzas equilibradas, es decir, cuerpos que
estdn en reposo o en movimiento rectilineo y uniforme. Se dice entonces que
dichos cuerpos estan en equilibrio. La Estatica constituye una parte importante
del estudio de la Mecénica porque proporciona métodos para la determinacién
de las reacciones de los apoyos, y de las relaciones entre las distribuciones de
fuerzas interiores y las cargas exteriores en las estructuras estacionarias. Mu-
chos problemas practicos de ingenieria que comportan cargas soportadas por
componentes estructurales se pueden resolver utilizando las relaciones que se
desarrollan en Estatica. Las relaciones entre distribuciones de fuerzas interio-
res y cargas exteriores que se desarrollan en Estética desempefian un papel im-
portante en el desarrollo subsiguiente de la Mecénica de cuerpos deformables.

La Cinematica se ocupa del movimiento de los cuerpos sin considerar las
causas que originan dicho movimiento. La Cinematica, a veces llamada Geo-
metria del movimiento, constituye una parte importante del estudio de la Me-
cénica, no sélo a causa de su aplicacién a problemas en los que intervienen
fuerzas, sino también por su aplicacién a problemas en los que s6lo intervienen
movimientos de partes de una maquina. En muchos problemas de movimien-
to, los principios de la Cinematica son suficientes, por si solos, para resolver el
problema. Este tipo de problemas se estudian en los textos de "Cinematica de
maquinas’, en los cuales se considera el movimiento de elementos de maqui-
naria tales como arboles de levas, engranajes, bielas y mecanismos de retorno
rapido.

La Cinética se ocupa de los cuerpos sometidos a fuerzas no equilibradas;
por tanto, tendran mevimientos no uniformes, o sea, acelerados. El estudio de
la Cinética constituye una parte importante del estudio de la Mecénica porque
proporciona relaciones entre el movimiento de un cuerpo y las fuerzas y mo-
mentos que sobre él acttian. Las relaciones de la Cinética se pueden obtener
por aplicacién directa de las leyes de Newton del movimiento o bien utilizan-
do las formas integradas de las ecuaciones del movimiento que dan lugar a los
principios del trabajo y la energia, del impulso y la cantidad de movimiento o
del teorema del momento cinético. En la literatura técnica es frecuente utilizar
el término Dindmica para referirse a las subdivisiones de la Mecdnica a las que
se asocia mas estrechamente la idea de movimiento, cuales son la Cinematica
y la Cinética. '

La rama de la Mecanica que se ocupa de las distribuciones de fuerzas inte-
riores y de las deformaciones que tienen lugar en las estructuras de ingenieria
reales y en los componentes de maquinaria, cuando estdn sometidos a sistemas
de fuerzas, se conoce con el nombre de Mecénica de cuerpos deformables. Los



libros que tratan esta parte de la Mecdnica tienen titulos tales como "Mecénica
de materiales” 0 "Mecénica de cuerpos deformables”.

La rama de la Mecénica que se ocupa de los liquidos y gases en reposo o en
movimiento se denomina Mecénica de fluidos. Los fluidos pueden clasificarse
en compresibles e incompresibles. Se dice que un fluido es compresible cuando
su densidad varfa con la temperatura y la presion. Si el volumen de un fluido
se mantiene constante durante un cambio de presi6n, se dice que se trata de un
fluido incompresible. En la mayoria de las aplicaciones técnicas, los liquidos se
consideran incompresibles. La parte de la Mecénica de fluidos que trata de los
fluidos incompresibles recibe frecuentemente el nombre de Hidraulica.

En este libro de Estética, y en el tomo de Dindmica que le acompaiia, s6lo
consideraremos cuerpos rigidos. Los dos tomos proporcionan el fundamento
necesario para seguir cursos de muchas cuestiones tecnolégicas. '

1.2 ANTECEDENTES HISTORICOS

La parte de la Mec4nica llamada Estdtica fue la que primero se desarrolld, se-
gtin nos dice la Historia, debido a que muchos de sus principios resultan nece-
sarios para la construccién de edificios. Los antiguos monumentos egipcios y
asirios contienen representaciones pictéricas de muchos tipos de utensilios
mecénicos. Los constructores de las pirdmides de Egipto probablemente com-
prendieron y utilizaron dispositivos tales como la palanca, la narria y el plano
inclinado. El Dr. Ernst Mach de la Universidad de Viena publicé en 1893 una
Historia de la Mecénica.! Los acontecimientos mds importantes en cuanto a las
contribuciones a la Mecénica que presentamos en este breve repaso se han ob-
tenido de esta fuente. _

Archytas de Tarento (~400 a.C.) fundo la teorfa de las poleas. Los escritos
de Arquimedes (287-212 a.C.) demuestran que é1 habfa comprendido las con-
diciones de equilibrio de una palanca y el principio de la flotacién. Leonardo
da Vinci (1452-1519) afiadi6 a los trabajos de Arquimedes sobre las palancas el
concepto de momento y lo aplicé al equilibrio de los cuerpos rigidos. Copérni-
co (1473-1543) propuso que la Tierra y demés planetas del sistema solar gira-
ban alrededor del Sol. Desde los tiempos de Ptolomeo (siglo Il a.C.) se suponia
que la Tierra era el centro del universo. Stevin (1548-1620) fue el primero en
describir el comportamiento de un cuerpo en un plano inclinado liso y utilizé
laley del paralelogramo de adici6n de fuerzas. Varignon (1654-1722) establecié
la igualdad entre el momento de una fuerza y la suma de los momentos de sus
componentes. Al parecer, tanto Stevin como Galileo (1564-1642) entendieron el
principio de los desplazamientos virtuales (trabajos virtuales), aunque fue Jean
Bernoulli (1667-1748) quien percibié su aplicaci6n a todos los casos de equili-
brio y comunicé su descubrimiento a Varignon en una carta escrita en 1717.

La parte de la Mecénica llamada Dindmica se desarroll6 mucho después
porque la determinaci6n de la velocidad y de la aceleraci6n exige una medida
precisa del tiempo. Galileo experiment6 con bloques situados sobre planos in-
clinados, péndulos y cuerpos en caida; sin embargo, tropez6 con la dificultad

I Dr. Ernst Mach,"Die Mechanik in ihrer Entwickelung historish-kritisch dargestellt,” Professor
an der Universitat zu Wien. Mit 257 Abbildungen, Leipzig, 1893. Traducida al inglés en 1902 por
Thomas J. McCormack.The Science of Mechanics, 9°ed. The Open Court Publishing Company, La-
Salle, T11.,1942.
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PRINCIPIOS GENERALES

de medir con precisién los cortos intervalos de tiempo que comportaban sus
experimentos. Huygens (1629-1695) continué los trabajos de Galileo con pén-
dulos e invent6 el reloj de péndulo; también estudi6 el movimiento del péndu-
lo c6nico y realiz6 una determinacién precisa de la aceleracién de la gravedad.
A Sir Isaac Newton (1642-1727) se le atribuye el haber levantado los cimientos
de la Mecénica con su descubrimiento de la ley de la gravitacién universal y su
enunciado de las leyes del movimiento. El trabajo que Newton realizé con el
punto material, basado en la Geometria, fue ampliado por Euler (1707-1793) a

los sistemas de cuerpos rigidos. Euler fue quien primero utiliz6 el término mo- ‘

mento de inercia y quien desarroll6 el teorema de los ejes paralelos para los mo-
mentos de inercia, conocido por el nombre de teorema de Steiner.
Contribuciones mds recientes a la Mecénica son la formulacién de la Mecénica
cudntica por parte de Max Planck (1858-1947) y la formulacién de la teorfa de
la Relatividad (1905) por parte de Albert Einstein (1879-1955). Estas dos ulti-
mas teorfas no rechazan la Mecénica de Newton, sino que tienen mayor gene-
ralidad. La Mecénica de Newton es aplicable a la prediccién del movimiento
de cuerpos cuyas celeridades sean pequerias frente a la de la luz.

1.3 MAGNITUDES FUNDAMENTALES DE LA MECANICA

Las magnitudes fundamentales de la Mecénica son el espacio, el tiempo, la
masa y la fuerza. Tres de ellas —espacio, tiempo y masa— son magnitudes ab-
solutas. Ello significa que son independientes entre s{ y no pueden expresarse
en funcién de las otras o de manera mds sencilla. La magnitud llamada fuerza
no es independiente de las otras tres, sino que estd relacionada con la masa del
cuerpo y con la manera cémo varfa la velocidad del cuerpo con el tiempo. Da-
mos a continuacién una breve descripcién de éste y otros conceptos importan-
tes.

El espacio es la regién geométrica en donde tienen lugar los sucesos fisicos
de interés en Mecénica. Dicha regién se extiende sin limite en todas direccio-
nes. La medida que se utiliza para describir el tamario de un sistema fisico se
denomina longitud. La posicién de un punto en el espacio puede determinarse
con relacién a un cierto punto de referencia utilizando medidas lineales y an-
gulares respecto a un sistema de coordenadas cuyo origen esté en dicho punto
de referencia. El sistema de referencia basico que se utiliza como ayuda para la
resolucién de problemas de Mecanica se considera fijo en el espacio. Las medi-
das relativas a este sistema reciben el nombre de absolutas. %

El tiempo puede definirse diciendo que es el intervalo que transcurre entre
dos sucesos. Las medidas de dicho intervalo se efecttian mediante comparacio-
nes con algtin suceso reproducible, tal como el tiempo que tarda la Tierra en
dar una vuelta alrededor del Sol o el que tarda en dar una vuelta en torno a su
eje. El tiempo solar es el tiempo de rotacién de la Tierra medido respecto al Sol
y se utiliza para la navegacion terrestre y para fines de la vida cotidiana.

Todo dispositivo que se utilice para indicar el paso del tiempo recibe el
nombre de reloj. De los sucesos reproducibles que se utilizan cominmente
como mecanismos sensibles de relojes citaremos: la oscilacién de un péndulo,
la oscilacién de un resorte espiral y un volante regulador y la oscilacién de un
cristal piezoeléctrico. El tiempo que tarda cada uno de estos dispositivos en
realizar un ciclo de movimiento se denomina periodo. La frecuencia del movi-
miento es el niimero de ciclos que se realizan en una unidad de tiempo dada.



Llamamos materia a toda sustancia que ocupe espacio. Un cuerpo es mate-
ria limitada por una superficie cerrada. La propiedad de un cuerpo que hace
que éste se resista a cualquier cambio de movimiento se denomina inercia. La
masa es una medida cuantitativa de la inercia. La resistencia que un cuerpo
opone a la variacién de su movimiento de traslacién es independiente de la for-
ma y tamario del cuerpo; s6lo depende de su masa. La resistencia que un cuer-
po opone a la variacién de su movimiento de rotacién depende de como esté
distribuida la masa del cuerpo. La masa es también un factor de la atraccién
gravitatoria entre dos cuerpos.

La fuerza se puede definir diciendo que es la accién de un cuerpo sobre
otro. El concepto que tenemos acerca de la fuerza proviene principalmente de
nuestra experiencia personal, en la cual nosotros somos uno de los cuerpos y
percibimos c6mo nuestros misculos se contraen cuando intentamos “empu-
jar” a un segundo cuerpo o “tirar” de él. Esto es un ejemplo de fuerza que re-
sulta del contacto directo entre cuerpos. Las fuerzas también se pueden ejercer
entre cuerpos que estén separados fisicamente. Las fuerzas gravitatorias que
la Tierra ejerce sobre la Luna y sobre los satélites artificiales para mantenerlos
en Grbita terrestre son ejemplos claros. Como un cuerpo no puede ejercer una
fuerza sobre otro a menos que éste oponga resistencia, una fuerza nunca exis-
tird sola. Las fuerzas siempre se producen por parejas y las dos fuerzas tendrdn
el mismo médulo y direccién pero sentidos opuestos. Aun cuando una fuerza
nunca existe sola, en el estudio del movimiento de un cuerpo conviene pensar
solamente en las acciones de otros cuerpos sobre el primero sin tener en cuenta
las reacciones de éste sobre los segundos. El efecto exterior de una fuerza sobre
un cuerpo es o la aceleracién de éste o el desarrollo de fuerzas resistentes (re-
acciones) en él.

Un punto material tiene masa pero no tiene ni forma ni tamafio. Cuando,
en un problema de Mecénica, podamos tratar como punto material un cuerpo
(grande o pequefio), el andlisis se simplificard mucho, ya que podremos consi-
derar que la masa se halla concentrada en un punto y, por tanto, en la solucién
del problema no intervendra el concepto de rotacion.

Un cuerpo rigido se puede representar por un conjunto de puntos materia-
les. La forma y tamafio del cuerpo se mantiene constante en todo momento y
en todas las condiciones de carga. El concepto de cuerpo rigido representa una
idealizacién de la situaci6n real, ya que todos los cuerpos reales cambian de
forma, hasta cierto punto, cuando se someten a un sistema de fuerzas. Tal cam-
bio es pequefio en la mayoria de los elementos estructurales y partes de maqui-

‘naria que se encuentran en la préctica; por tanto, tendrdn un efecto muy
pequeio sobre la aceleracién que origina el sistema de fuerzas o sobre las reac-
ciones que hacen falta para mantener el equilibrio del cuerpo. Los cuerpos que
se tratarén en este libro, exceptuando los resortes deformables, podran consi-
derarse cuerpos rigidos.

133 Leyes de Newton

El estudio de la Mecénica técnica se fundamenta en las leyes que formul6 y pu-
blic6 en 1687 Sir Isaac Newton. En un tratado llamado Principia, Newton esta-
bleci6 las leyes fundamentales que rigen el movimiento de un punto material
de la manera siguientelz

! Segiin se indica en Dr. Ernst Mach, The Science of Mechanics, 9°ed. The Open Court Publishing
Company, LaSalle, I1., 1942.
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Estas leyes, que se conocen por el nombre de "Leyes de Newton del movimien-
to", se suelen expresar hoy en dia en la forma siguiente:

Primera ley: En ausencia de fuerzas exteriores, un punto que estuviera ini-
cialmente en reposo o moviéndose con velocidad constante,
seguird en reposo o moviéndose con velocidad constante en li-
nea recta.

Segundaley: ~ Sisobre un punto material se ejerce una fuerza exterior, dicho
punto se acelerard en la direccién y sentido de la fuerza y el
modulo de la aceleracién serd directamente proporcional a la
fuerza e inversamente proporcional a la masa del punto.

Tercera ley: La reaccién es siempre igual y opuesta a la accién; es decir, las
acciones que se ejercen dos cuerpos, uno sobre otro, son siem-
pre iguales y directamente opuestas.

Las tres leyes de Newton se desarrollaron a partir de un estudio del movimien-
to planetario (movimiento de puntos materiales); por tanto, sélo son aplicables
al movimiento de puntos materiales. Durante el siglo XVIII, Leonhard Euler
(1707-1783) extendi6 el trabajo de Newton para puntos materiales al caso de
sistemas de cuerpos rigidos.

La primera ley del movimiento constituye un caso particular de la segunda
y contiene el caso en que el punto esté en equilibrio. Asf pues, la primera ley
nos da la base del estudio de la Estética. La segunda ley del movimiento nos .
da la base del estudio de la Dindmica. La expresién matematica de la segunda
ley, que tan ampliamente se utiliza en Dindmica, es

F=ma (1-1)
donde
F es la fuerza exterior que se ejerce sobre el punto,
m es la masa del punto y

a es la aceleracién del punto y tiene la direccién de la fuerza.

La tercera ley del movimiento nos da la base para la comprensién del concepto
de fuerza ya que, en las aplicaciones précticas, con la palabra "accién" se quiere



significar fuerza. Asi pues, si un cuerpo ejerce una fuerza sobre otro, éste ejerce
sobre el primero una fuerza igual y opuesta.

La ley que rige la atraccién mutua entre dos cuerpos aislados también la
formulé Newton y se conoce por el nombre de "Ley de la Gravitacién". Esta ley
se puede expresar matematicamente en la forma

mn,

F=G (1-2)

r2

donde

F es el médulo de la fuerza mutua de atraccion entre los dos cuerpos,
G es la constante de la gravitacién universal,

my es la masa de uno de los cuerpos,

m, es la masa del otro y

r es la distancia entre los centros de masa de los dos cuerpos.

Los valores aproximados de la constante de la gravitacién universal que son
adecuados para la mayoria de los célculos técnicos son

G =3,439(10°®) ft*/ (slug - s?) en el U.S. Customary system
G =6,673(10"") m?/ (kg - ?) en el sistema SI de unidades

Las fuerzas mutuas de atraccién de dos cuerpos representan la accién de un
cuerpo sobre el otro; por tanto, obedecen a la tercera ley de Newton que exige
tengan igual médulo, igual recta soporte (estén sobre la recta que une los cen-
tros de masa de los dos cuerpos) y tengan sentidos opuestos. La ley de la gra-
vitacién es muy importante en todos los estudios referentes al movimiento de
planetas o de satélites artificiales.

En la tabla 1-1 se consignan algunas de las magnitudes y constantes que
pueden ser de interés en la aplicacién de la ley de la gravitacién universal.

Tabla 1.1  MASAS Y DISTANCIAS DEL SISTEMA SOLAR

Masa:
de la Tierra = 4,095(10%) slug =5976(10%*) kg
delaLuna =5,037(10%) slug =7,350(10%) kg
del Sol - =1,364(10%) slug =1.990(10*) kg
Radio medio:
de la Tierra” =2,090(107) ft =6,371(10°) m
de la Luna = 5,702(10°) ft =1,738(10%) m
del Sol =2,284(10°) ft = 6,960(10%) m
Distancia media de la Tierra:
alaLuna =1,261(10°) ft =3,844(10%) m
al Sol =4,908(10™) ft =1,496(10") m
?Radio de una esfera de igual volumen.
Radio polar =12,0856(107) ft =6,357(10%) m
Radio ecuatorial =2,0925(107) ft =6,378(10°) m

i
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1.3.2 Masa y peso

La masa m de un cuerpo es una magnitud absoluta que no depende de la posi-
cién del cuerpo ni de lo que lo rodea. El peso W de un cuerpo es la atraccién
gravitatoria que sobre €l ejerce el planeta Tierra o cualquier otro cuerpo masivo
como la Luna. Por tanto, el peso de un cuerpo depende de la posicién de éste
relativa a otro cuerpo. Asi pues, segtin la ecuacién 1-2, en la superficie terrestre:

W =G—— = mg (1-3)

donde b

m, es la masa de la Tierra,
r. es el radio medio de la Tierra y
g = Gm /r? esla aceleraci6n de la gravedad.

Los valores aproximados de la aceleracién de la gravedad, adecuados parala
mayoria de los cdlculos técnicos son

g = 32,17 f/s? = 9,807 m/s2

Una cierta confusién puede producirse cuando se utilice la libra como unidad
de masa o el kilogramo como unidad de fuerza. En los comercios europeos, los
pesos de los bultos suelen marcarse en kilogramos. En los Estados Unidos se
marcan tanto en libras como en kilogramos. Andlogamente, a veces se usa una
unidad de masa llamada la libra-masa, que es la masa cuyo peso es de una libra
en las condiciones gravitatorias normales.

En todo el libro de Estdtica y en el tomo de Dindmica que lo acompana, sin
excepcion, se utilizard el newton (N) como unidad de fuerza y el kilogramo
(kg) como unidad de masa, pues en los problemas s6lo se utilizara el sistema
internacional (SI) de unidades.

Un cuerpo pesa 2000 N en la superficie terrestre. Determinar

* a. Lamasa del cuerpo. '
b. El peso del cuerpo 1000 km por encima de la superficie terrestre. .
c. El peso del cuerpo en la superficie de la Luna.

SOLUCION

a. Elpeso de un cuerpo en la superficie terrestre viene dado por la ecuacién 1-3
W= mg
Asi pues,

m=— = —— = 204kg Resp.



b. La fuerza de atraccién entre dos cuerpos viene dada ;;or la ecuacién 1-2

mlmz

W=F=0G
r2

0O sea,

Wr? = Gmym, = constante
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El radio medio de la Tierra (v. tabla 1-1) es r, = 6,371(10°) m = 6371 km. As{

pues, para las dos posiciones del cuerpo

Wr?2

Wr2
Wi = ————
1000 (r, +1000)2

2000(6371)2

= 1494 N
(6731 + 1000)2

W 000(re + 1000)2 = Gm m, = constante

Resp.

c. Enlasuperficie de la Luna el peso del cuerpo viene dado por la ecuacién 1-2

mm
W.=6—2Z

2
T

El radio medio y la masa de la Luna (v. tabla 1-1) son r,, = 1,738(10°) m y m,,

=7350(10?) kg. Ademds, G = 6,673(10""") m®/ (kg - s?).
Asi pues,

= - 11y 204(7,350)(10%2) _
RN [1,738(106)] 2

331N Resp.

PROBLEMAS

1-1*  Calcular la masa de un cuerpo que pesa 2500 N en la su-
perficie terrestre.

1-2*  Calcular el peso W de un cuerpo en la superficie terres-
tre si su masa es m = 575 kg.

1-3*  Siunhombre pesa 900 N al nivel del mar, determinar su
peso W

a. Enla cumbre del Monte McKinley (6198 m sobre el
nivel del mar).

b. En la cumbre del Everest (8854 m sobre el nivel del
mar).

1-4*  Calcular el peso W de un satélite de navegacién a una
distancia de 20 200 km sobre la superficie terrestre si dicho sa-
télite pesa 9750 N en dicha superficie.

1-5  Calcular la fuerza gravitatoria que se ejercen dos esfe-
ras tangentes si cada una pesa 5000 N y tiene un didmetro de
0,50 m.

1-6  Dos cuerpos esféricos tienen masas de 60 kg y 80 kg,
respectivamente. Determinar la fuerza gravitatoria que se ejer-
cen si la distancia entre sus centros es de 500 mm.

1-7 (A qué distancia, en km, de la superficie terrestre, el
peso de un cuerpo es igual a la mitad de su valor en la superfi-
cie de la Tierra?

1-8  Calcular la constanté de la gravedad g para un lugar de

la superficie de la Luna.

1-9* Si una mujer pesa 560 N en la superficie terrestre,
(cudnto pesaria en la superficie de la Luna?



1-10* La aceleracién de la gravedad en la superficie de Marte
es 3,73 m/s? y la masa de Marte es 6,39(10%) kg. Determinar el
radio de Marte.

1-11* El planeta Venus tiene un didmetro de 12 390 km y una
masa de 4,87(10**) kg. Determinar la aceleracién de la grave-
dad en la superficie del planeta.

1-12* Calcular la fuerza gravitatoria, en kilonewton, que la
Tierra ejerce sobre la Luna.

1-13 (A qué distancia, en km, de la superficie terrestre, en
una recta de centro a centro, estaria la fuerza gravitatoria de la
Tierra sobre un cuerpo equilibrada por la fuerza gravitatoria
que la Luna ejerceria sobre é1?

1-14 A qué distancia, en km, de la superficie terrestre, en
una recta de centro a centro, la fuerza gravitatoria terrestre que
se ejerce sobre un cuerpo seria el triple que la fuerza gravitato-
ria que sobre él ejerceria la Luna?

e S i S A S B ey Ry ) P

1.4 UNIDADES DE MEDIDA

Los sillares de la Mecénica son las magnitudes fisicas que se utilizan para ex-
presar sus leyes. Entre dichas magnitudes podemos citar masa, longitud, fuer-
za, tiempo, velocidad y aceleracién. Las magnitudes fisicas se dividen en
fundamentales y derivadas. Las magnitudes fundamentales no pueden defi-
nirse en funcién de otras magnitudes fisicas. El nimero de magnitudes que se
consideran fundamentales es el niimero minimo necesario para dar una des-
cripcién coherente y completa de todas las magnitudes fisicas que se encuen-
tran ordinariamente en el drea del tema. Ejemplos de magnitudes que se
consideran fundamentales en Mecénica son la longitud y el tiempo. Magnitu-
des derivadas son aquellas cuyas operaciones de definicién se basan en medi-
das de otras magnitudes fisicas. Ejemplos de magnitudes derivadas en
Mecénica son el 4rea de una superficie, el volumen, la velocidad y la acelera-
ci6n. Algunas magnitudes pueden considerarse o bien fundamentales o bien
derivadas. Como ejemplo de ellas podemos citar la masa y la fuerza. En el sis-
tema internacional (SI) de unidades, la masa se considera magnitud funda-
mental y la fuerza magnitud derivada. En el U.S. Customary System of units,
la fuerza se considera magnitud fundamental y la masa magnitud derivada.

El valor de cada magnitud fundamental se define por medio de una unidad
o "patrén” que se elige arbitrariamente. La yarda, el pie y la pulgada, por ejem-
plo, provienen de la practica de utilizar el brazo, el pie o el pulgar como patro-
nes de longitud. No obstante, para cualquier tipo de célculo de precision, estas
unidades de longitud no resultan satisfactorias. El primer verdadero patrén in-
ternacional de longitud fue una barra de platino iridiado conocida por el nom-
bre de metro patrénl, que se conserva en la Oficina Internacional de Pesas y
Medidas en Sevres, Francia. La distancia entre dos muescas finas grabadas cer-
ca de los extremos de la barra era, por definicién, el metro. Histéricamente, se
pretendi6 que el metro fuese la diezmillonésima parte de la distancia entre el
Polo y el ecuador medida a lo largo del meridiano de Paris. Medidas de preci-
si6n efectuadas después de haber construido el metro patrén demostraron que
la diferencia entre éste y el valor que se pretendia era de un 0,023%.

1 Los Estados Unidos han adoptado el metro como patrén de longitud a partir de 1893.



En 1961 se adopt6 por acuerdo internacional un patrén de longitud at6mi-
co. Se eligi6 la longitud de onda en el vacio de la raya rojo-anaranjada del es-
pectro del isétopo kriptén 86. Ahora, un metro se define ser 1 650 763,73
longitudes de onda de dicha luz. La eleccién de un patrén atémico ofrece otras
ventajas ademds de una mayor precisién en las medidas de longitud. El krip-
t6n 86 se encuentra en todas partes, el material puede obtenerse con relativa
facilidad y economia y todos sus 4tomos son iguales y emiten luz de la misma
longitud de onda. La longitud de onda elegida es caracteristica dnicamente del
kriptén 86 y estd definida muy nitidamente. La definicién de la yarda, por
acuerdo internacional, es 1 yarda = 0,9144 m, exactamente!. Asf pues, 1in. =
25.4 mm, exactamente; y 1 ft = 0,3048 m, exactamente.

Anslogamente, el tiempo se puede medir de varias maneras. Desde tiem-
pos remotos, se acepté como patrén de medida del tiempo la duraci6én de un
dfa. La unidad patrén de tiempo, universalmente aceptada, el segundo (s), se
defini6 en el pasado diciendo que era 1/86400 de un dfa solar medio o sea
1/31557700 de un afio solar medio. El tiempo definido en funcién de la rota-
cién de la Tierra debe determinarse mediante observaciones astronémicas.
Como tales observaciones exigen al menos varias semanas, se utiliza una bue-
na medida terrestre secundaria calibrada mediante observaciones astron6mi-
cas. Como patrones secundarios de tiempo se utilizan relojes de cristal de
cuarzo que basan su funcionamiento en las vibraciones periédicas propias,
mantenidas eléctricamente, de una ldmina de cuarzo. Los mejores relojes de
cuarzo han marcado el tiempo con un error maximo de 0,02 s por afio.

Para optimizar el patrén de tiempo, se ha desarrollado un reloj atémico que
utiliza las vibraciones atémicas periédicas del isétopo cesio 133. El segundo
basado en este reloj de cesio ha sido adoptado como patrén de tiempo por la
XIII Conferencia General de Pesas y Medidas en 1967. La definicién del segun-
do es la duracién de 9 192 631 770 ciclos de vibracién del isétopo cesio 133. El
reloj de cesio introduce una mejora en la precisi6n asociada a los métodos as-
tronémicos que puede cifrarse en un factor 200. Dos relojes de cesio no diferi-
ran mas de un segundo después de funcionar 3000 afos.

La unidad de masa, el kilogramo (kg) estd definida por un cilindro de pla-
tino iridiado (el kilogramo patrén) que se conserva en la Oficina Internacional
de Pesas y Medidas en Sevres, Francia.

1.4.1 Sistema de unidades U. S. Customary System

Hasta hace poco, casi todos los ingenieros de los Estados Unidos utilizaban el
sistema de unidades U.S. Customary System (a veces llamado sistema gravita-
torio britdnico) en el que las unidades fundamentales son el pie (ft) para longi-
tud, la libra (Ib) para fuerza y el segundo (s) para tiempo. En este sistema, se
define el pie diciendo que es 0,3048 m, exactamente. La definicién de la libra
es: el peso al nivel del mar y a 45° de latitud de un patrén de platino, que se
conserva en el Bureau of Standards en Washington D.C. Este patrén de platino
tiene una masa de 0,45359243 kg. El segundo se define de igual manera que en
el sistema SI.

1 Guide for the Use of the International System of Units. National Institute of Standards and Techno-
logy (NIST) Special Publication 811, sept.1991.
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En el U.S. Customary System, la unidad de masa es una unidad derivada y
se denomina slug. Un slug es la masa que se acelera un pie por segundo al cua-
drado al aplicarle una fuerza de una libra, o sea, 1 slug = 1 Ib - s2/ft. Como el
peso del patrén de platino depende de la atraccién gravitatoria de la Tierra, el
U.S. Customary System es un sistema de unidades gravitatorio y no un sistema
de unidades absoluto.

1.4.2 Sistema internacional de unidades (SI)

El sistema métrico original proporcionaba un conjunto de unidades de medida
de la longitud, la superficie, el volumen, la capacidad y la masa basado en dos
unidades fundamentales: el metro y el kilogramo. Al afiadir una unidad de
tiempo, las medidas précticas comenzaron a basarse en el sistema de unidades
metro-kilogramo-segundo (MKS). En 1960, 1a XI Conferencia General de Pesas
y Medidas adopt6 formalmente el Systeme International d'Unités (Sistema In-
ternacional de Unidades), cuya abreviatura en todos los idiomas es SI, como
norma internacional. En dicha conferencia participaron treinta y seis paises,
entre ellos los Estados Unidos.

El Sistema Internacional de Unidades adoptado por la mencionada confe-
rencia contiene tres clases de unidades: (1) unidades de base, (2) unidades
complementarias y (3) unidades derivadas. El sistema se fundamenta en siete
unidades de base que se consignan en la tabla 1-2.

Ciertas unidades del Sistema Internacional no se han clasificado ni como
unidades de base ni como unidades derivadas. Dichas unidades, consignadas
en la tabla 1-3, se denominan unidades complementarias y se pueden conside-
rar como unidades de base 0 como unidades derivadas.

Magnitud Nombre de la unidad Simbolo
Longitud metro m
Masa kilogramo kg
Tiempo segundo s
Intensidad de corriente ampere A
Temperatura termodindmica kelvin K
Cantidad de sustancia mol mol
Intensidad luminosa candela cod

UNIDADES COMPLEMENTARIAS Y SUS SIMBOLOS

Tabla 1.3
Magnitud Nombre de la unidad Simbolo

Angulo plano radidn rad
Angulo sélido estereorradidn sr




Tabla 1.4

UNIDADES DERIVADAS, SUS SIMBOLOS Y NOMBRES PARTICULARES
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Nombre
Magnitud Unidad SI derivada Simbolo | particular
Area metro cuadrado m? —
Volumen metro ctibico m? —
Velocidad lineal metro por segundo m/s —
Velocidad angular radidn por segundo rad/s —
Aceleraci6n lineal metro por segundo al cuadrado | m/s? —
Frecuencia (ciclo) por segundo Hz hertz
Densidad kilogramo por metro ctibico kg/m® |—
Fuerza kilogramo- metro por segundo al | N newton

2 cuadrado
Momento de una newton - metro N-m -
fuerza

Presién newton por metro cuadrado Pa pascal
Esfuerzo newton por metro cuadrado Pa pascal
Trabajo newton - metro ] joule
Energia newton - metro ] joule
Potencia joule por segundo w watt

Las unidades derivadas se expresan algebraicamente en funcién de las uni-
dades de base y /0 de unidades complementarias. Sus simbolos se obtienen por
medio de los signos matematicos de multiplicacién y divisién. Por ejemplo, la
unidad SI de velocidad es el metro por segundo (m/s) y la unidad SI de velo-
cidad angular es el radidn por segundo (rad/s). En el sistema SI, la unidad de
fuerza es una unidad derivada y se denomina newton. El newton es la fuerza
necesaria para dar a una masa de un kilogramo una aceleracién de un metro
por segundo al cuadrado. Asi pues, 1N =1kg-m/ s%. Algunas unidades deri-
vadas tienen nombres y simbolos particulares; en la tabla 1-4 se consignan las
que son de interés en Mecénica.

Para formar los nombres y simbolos de multiplos (mdltiplos y submultiplos
decimales) de nombres SI se utilizan ciertos prefijos. La eleccién del multiplo
apropiado viene regida por la conveniencia y deberd tomarse de manera que
el valor numérico esté comprendido entre 0,1 y 1000. Para formar un multiplo
0 una unidad compuesta deberd utilizarse un solo prefijo y convendrd evitar
prefijos en el denominador. En la tabla 1-5 se consignan los prefijos aprobados
junto con sus nombres y simbolos.

Como el uso del sistema SI es cada vez més corriente en los Estados Unidos,
sus ingenieros deberdn familiarizarse con el sistema SI igual que con el US.
Customary System que atin se utiliza. Con el fin de ayudarles a interpretar la
significacion fisica de las respuestas en unidades SI a los que estdn mds acos-
tumbrados al U.S. Customary System, en la tabla 1-6 se dan algunos de los fac-
tores de conversién de las magnitudes que normalmente se encuentran en
Mecénica.

1.4 UNIDADES DE MEDIDA



. Tabla1.5 MULTIPLOS DE UNIDADES SI
PRINCIPIOS GENERALES

Factor por el cual se

multiplica la unidad Nombre Simbolo
1018 exa E
1015 peta P
1012 tera 4
10° giga G
106 mega M
103 kilo s
10? hecto? h
10 deca” da
10! deci® d
102 centi” e
103 mili m
1076 micro M
1072 nano n
102 pico P
10-15 femto f
1018 atto a

@ A evitar cuando sea posible.

Tabla 1.6 FACTORES DE CONVERSION ENTRE UNIDADES SI Y DEL U.S. CUSTOMARY SYSTEM

Magnitud US.CSaSI SIausces.
Longitud lin. =2540 mm 1m =39,37 in.
1ft =0,3048 m 1m =3,281ft
1mi =1,609 km 1km =0,6214 mi
Area . 1in2 =6452 mm? 1 m?- = 1550 in.?
1f2 =0,0929 m? 1m? =10,76 ft2
Volumen 1in2 =16,39(10*)mm? 1mm? =61,02(10°) in.?
12 =0,02832 m? 1m® =3531 8
1gal =3,785 o 1L =0,2646 gal
Velocidad lin./s =0,0254 m/s 1m/s =39,37in./s
1ft/s =0,3048 m/s 1m/s =3.281ft/s
1mi/h =1,609 km/h 1km/h =0,6214 mi/h
Aceleracién 1in./s? =0,0254 m/s? 1m/s? =39,37in./s?
1ft/s* =0,3048 m/s? 1m/s* =3,281 ft/s?
Masa 1slug =14,59 kg 1kg =0,06854 slug
Momento segundo de superficie 1in? =0,4162(10%) mm* 1 mm?* =2402(10°) in.*
Fuerza - 11b =4448N AN =0,22481b
Carga distribuida 11b/ft =1459N/m 1kN/m =68541b/ft
Presién o esfuerzo 1psi =6,895kPa 1kPa =0,1450 psi
1ksi =6,895 MPa 1MPa =1450 psi
Momento (flector, de una fuerza o un par) 1ft-1b =1356 N -m I1N-m =0,7376 ft- b
Trabajo o energia ' 1ft-1b =1356] 1] =0,7376 ft - Ib
Potencia 1ft-1b/s =1356 W 1W =0,7376 ft-Ib/s
1hp =7457 W 1kW =1341 hp

“Para el litro de usan los simbolos Ly 1. Como "I" puede confundirse con el niimero "1", el National Institute of Standards and Technology
recomienda para los Estados Unidos el simbolo "L" (v. NIST special publication 811, sept.1991).




PROBLEMA EJEMPLO 1.2 — ———— 2
1.4 UNIDADES DE MEDIDA

Un fabricante europeo dice que el consumo de combustible de un nuevo tipo de
automévil es 15 kilémetros por litro (km/L). Determinar el consumo de com-
bustible en millas por gal6n.

SOLUCION

Un método aceptado para convertir las unidades es escribirlas en forma abrevia-
da con cada uno de los valores numéricos utilizados en la conversién. Entonces
se pueden tachar los simbolos iguales de las unidades de igual manera que los
simbolos algebraicos. Los factores de conversién (v. tabla 1-6) que se necesitan
en este ejercicio son:

1 km = 0,6214 mi
1gal=3,785L
Asi pues,
km mi L :
IST X 0.62l4kTn x 3’785-g§ = 35,3 mi/gal Resp.

El valor G (constante de la gravitacién universal) utilizado en c4l icos
con el U.S.Customary System de unidades es G =3 439(10%¥65/ (slug - ?). Uti-
lizar los factores de conversion de la tabla 1-6 para determinar el valor de G en
unidades m®/ (kg - s?) adecuadas para efectuar los célculos en el sistema SI de
unidades.

SOLUCION

Los factores de conversién (v. tabla 1-6) necesarios para este ejemplo son:

12 =0,02832 m?
1kg =0,06854 slug

Asf pues,

(9]
]

3 3
3.439108)—1 % 0,02832™ x 0,0685451U8
slug - s2 ft3 kg

3
6,675(10-11) 2 Resp.
ao-thers

PROBLEMAS

\1-15* Determinar el peso W, en unidades del U.S. Customary \1 -16* )Determmar la masa m, en unidades SI, de una viga de
System, de una barra de acero de 75 kg en condiciones norma- acero de 500 Ib en condiciones normales (nivel del mar y lati-
les (nivel del mar y latitud 45°) = ferkon de plahno yes tud 45°)

\4ual a 45359243% = A\b



Tabla 1.7 DIMENSIONES DE LAS MAGNITUDES FiSICAS DE LA MECANICA

Unidades corrientes
1.5
Customary
Magnitud fisica Dimensiones Sistema SI System
Longitud L3 m, mm in,, ft
a £ m?, mm? e
Volumen - i m®, mm? in3, ft3
Angulo 1(L/L) rad, grado rad, grado
Tiempo : T s gy
Velocidad lineal L/T m/s ft/s
Aceleracién lineal L/T? m/s? ft/s?
Velocidad angular LAT rad/s rad/s
Aceleracién angular 1/T2 rad /s? rad/s?
Masa M kg slug
Fuerza ML/T? N b
Momento de una fuerza ML?/T? N-m ft-1b
| Presién g M/LT? Pa, kPa psi, ksi
| Esfuerzo M/LT? Pa, MPa psi, ksi
| Energfa ML2/T2 ] ft-1b
| Trabajo ML?/T? ] ft-1b
Potencia ML?/T? w hp
Impulso ML/T N-s Ib-s
Cantidad de movimiento ML/T N-s Ib-s
Peso especifico M/L2T? N/m? b/ ft
Densidad M/L? kg/m3 slug/ft3
Momento segundo de
superficie Tt m?* mm* in4, ft*
Momento de inercia ML? kg - m? slug - f?

Si en la ecuacién anterior hacemos g = 32,2 ft/s?, quedara en la forma h =
16,1¢* ft/s”. Esta ecuaci6n no es dimensionalmente homogénea ya que la ecua-
cién s6lo es aplicable si se mide la longitud en pies y el tiempo en segundos.
Las ecuaciones dimensionalmente homogéneas suelen preferirse a causa de la
confusién que puede generar el hecho de desconocer las unidades de las cons-
tantes que aparecen en las ecuaciones que no son dimensionalmente homogé-
neas. Las ecuaciones que sf lo son eliminan también el uso explicito de los
factores de conversi6n de unidades.

Todas las dimensiones iguales en una ecuacién dada deben medirse con la
misma unidad. Por ejemplo, si la longitud de una viga se mide en pies y las di-
mensiones de su seccién recta se miden en pulgadas, habra que convertir todas
las medidas a pies o a pulgadas antes de utilizarlas en una ecuacién. Si asf se
hace, podrén combinarse los términos de la ecuacién una vez sustituidas las
variables por sus valores numéricos.
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1-17 Comprobar los factores de conversién consignados en
la tabla 1-6 para pasar del U.S. Customary System al SI las si-
guientes magnitudes, utilizando como valores definidos los
que se consignan para longitud y fuerza:

b. Aceleracién
Carga distribuida

a. Volumen
c. Masa d.

Utilizar 1galén =231in2 y 1 litro =0,001 m’.

1-18  Comprobear los factores de conversién consignados en
la tabla 1-6 para pasar del U.S. Customary System al SI las si-
guientes magnitudes, utilizando como valores definidos los
que se consignan para longitud y masa:

a. Area b. Velocidad
c. Momento segundo de superficie
d. Presién o esfuerzo

(L-lng*\' Expresar, en unidades SI, la densidad de una muestra

de material cuyo peso especifico es 0,025 1b/in.3.

(1-20*) Expresar, en unidades del U.S. Customary System, el
peso especifico de un material cuya densidad es 8,86 Mg/ m’.

(1-21) Lavelocidad de la luz en el vacio es, aproximadamente,
186000 mi/s. ;Cudl es la velocidad de la luz en unidades SI?

(1-22") La viscosidad del petréleo en condiciones normales de
temperatura y presién es 7,13(10%) N - s/m? ;Cual serd esta
viscosidad expresada en unidades del U.S.Customary?

1-23% El motor de un automévil tiene una cilindrada de 440
pulgadas ctibicas. ;Cudl es su cilindrada en litros?

d ',24; | El consumo de combustible de un automoévil es 10 kil6-
metros por litro. Expresar este consumo en millas por galén.

325 Un acre és igual a 43 560 ft2. Un gal6n es igual a 231 in.?.
Determinar el niimero de litros de agua en 2000 acre - ft de

agua.

1-26  ;Cudntos barriles de petréleo estdn contenidos en 84 ki-
lolitros de petréleo? Un barril (de petréleo) es igual a 42,0 gal.
(1-27* ) Expresar lo siguiente en las unidades SI apropiadas:

80 millas terrestres
20 millas marinas (1 milla marina = 6076 ft)
40 fathoms (1 fathom = 6 ft)

oo

( 1-2!5D El calor especifico del aire a la presién atmosférica nor-
mal, en unidades SI, es 1003 N - m/kg - K. Expresar este calor
especifico en unidades de U.S. Customary System (ft - Ib/slug
- °R).

1.5 CONSIDERACIONES DIMENSIONALES

Todas las magnitudes fisicas que aparecen en Mecanica se pueden expresar di-
mensionalmente en funcién de las tres magnitudes fundamentales: masa, lon-
gitud y tiempo, representadas, respectivamente, por M, Ly T. Las dimensiones
de las magnitudes que no sean las fundamentales se deducen de las definicio-
nes o de leyes fisicas. Por ejemplo, las dimensiones de la velocidad, L/T, se de-
ducen de la definicién de velocidad (variacién de posicién por unidad de
tiempo). Andlogamente, la aceleraci6n es, por definicién, la variacién de velo-
cidad por unidad de tiempo y tiene por dimensiones L/T* La segunda ley de
Newton define la fuerza como el producto de la masa por la aceleracién; por
tanto, las dimensiones de la fuerza son ML/T? En la tabla 1-7 pueden verse las
dimensiones de otras magnitudes fisicas que aparecen corrientemente en Me-

cdnica.

1.5.1

Homogeneidad dimensional

Se dice que una ecuacién es dimensionalmente homogénea cuando su forma
no depende de las unidades de medida. Por ejemplo, la ecuacién que describe
el recorrido h de un cuerpo en caida libre que se suelta partiendo del reposo es
h = gt?/2, donde h es la distancia recorrida, t el tiempo transcurrido desde que
se solt6 y g es la aceleracién de la gravedad. Esta ecuaci6n es vélida tanto si la
longitud se mide en pies, metros o pulgadas y el tiempo en horas, afios o se-
gundos, siempre y cuando g se mida en las mismas unidades de longitud y
tiempo que h y t. Por tanto, segtin la definicién dada, la ecuacién es dimensio-
nalmente homogénea.

16



- S P — PROBLEMA EJEMPLO 1.4
PRINCIPIOS GENERALES

Determinar las dimensiones de I, R, w, My Cen la ecuacién dimensionalmente

homogénea

Ely = Rx® - P(x —a)f —wx* + Mx® + C

en donde x e y son longitudes, P es una fuerza y E es una fuerza por unidad de

superficie.

SOLUCION

La ecuacién se puede escribir dimensionalmente en la forma

L%(I)(L) = RIL3)— F(L - a)® —w(L*) + M(L?) + C

Para que esta ecuacién sea dimensionalmente homogénea, a debe ser una longi-
tud; luego todos los términos deben tener por dimensiones FL. As{ pues,

(1){ = (R)L} = (w)L*= (M)L? = C = FL?

Las dimensiones de cada una de las magnitudes desconocidas se obtendrdn de
la manera siguiente:

1= (LY = L4 Resp.
R = Ll3(1:L3) p Resp.
w= Li4(FL3) =1 Resp.
M = il—z(FL3) = FL Resp.
Ge=iFL2 Resp.

PROBLEMAS

1-29* El dangulo de torsién de un drbol de seccion circular so-
metido a un momento torsor viene dado por la ecuacién 6 =
TL/GJ. ;{Cuaéles son las dimensiones de | si 8 es un dngulo dado
en radianes, T es el momento de una fuerza, L es una longitud
y G es una fuerza por unidad de superficie?

1-30* El alargamiento de una barra de seccién uniforme so-
metida a una fuerza axial viene dado por la ecuacién 8 =
PL/AE. ;Cuales son las dimensiones de E si 8 y L son longitu-
des, P es una fuerza y A es una drea?

1-31) El periodo de oscilacién de un péndulo simple viene
dado por la ecuacién T = k(L/g)'/?, donde T se da en segundos,
L en pies, g es la aceleracién de la gravedad y k es una constan-

te. Si hay homogeneidad dimensional, ;qué dimensiones ten-
drd k?

(1-32_"'La ecuacién x = Ae " sen(at+ o) es dimensionalmente
homoggénea. Si A es una longitud y t el tiempo, determinar las
dimensiones de x, a, by o.

1-33*) En la-ecuacién dimensionalmente homogénea w = x° +
ax* + bx + a?b/x, si x es una longitud, ;cuales son las dimensio-
nesdea, by w?

a 34 En la ecuacién dimensionalmente homogénea d° =
Ad* + Bd® + Cd? + D/d?, si d es una longitud, ;cuales son las di-
mensiones de A, B, Cy D?



1.6  METODO DE RESOLUCION DE PROBLEMAS

Los principios de la Mecdnica son pocos y relativamente sencillos; ahora bien,
sus aplicaciones son infinitas en su niimero, variedad y complejidad. En inge-
nieria mecdnica, el éxito depende en gran nianera de seguir un método disci-
plinado en la resolucién de problemas. La experiencia indica que el desarrollo
de la habilidad y de buenos métodos de resolucién de problemas se logra re-
solviendo una gran variedad de problemas. La resolucién de problemas profe-
sionales consta de tres fases: definicién e identificacién del problema, desarro-
llo y simplificacién del modelo y solucién matemdtica e interpretacién del re-
sultado. El método para la resolucién de problemas que se esboza en este apar-
tado resultard dtil en los cursos de Mecdnica técnica posteriores y en la
mayoria de los casos que aparecerdn mds adelante en la préctica.

Los problemas de Mecénica técnica (Estdtica, Dindmica y Mecdnica de cuer-
pos deformables) tratan de los efectos exteriores de un sistema de fuerzas so-
bre un cuerpo fisico. El método que se suele seguir para resolver un problema
de Mecdnica técnica exige identificar todas las fuerzas exteriores que se ejercen
sobre el "cuerpo de interés". Un dibujo adecuadamente preparado, que mues-
tre el "cuerpo de interés" aislado de todos los otros cuerpos que interactiian y
que muestre también todas las fuerzas aplicadas sobre €I, recibe el nombre de
diagrama de sélido libre (DSL).

La mayorfa de los ingenieros consideran que el diagrama de sélido libre apro-
piado es la herramienta mds importante para la solucién de problemas de Me-
cédnica.

Como las relaciones entre las fuerzas exteriores que se aplican a un cuerpo y
los movimientos o deformaciones que le originan se expresan en forma mate-
matica, la situacién fisica real deberd representarse mediante un modelo mate-
matico para obtener la solucién buscada. A menudo, al establecer este modelo,
serd necesario formular hip6tesis o aproximaciones que simplifiquen la solu-
cién. La aproximacién mds corriente, en los problemas de Estdtica y de Diné-
mica, consiste en tratar a la mayoria,de los cuerpos como si fuesen rigidos.
Ningtin cuerpo real es absolutamente. rigido; sin embargo, las variaciones de
forma de un cuerpo real suelen tener un efecto despreciable sobre la acelera-
cién que origina un sistema de fuerzas o sobre las reacciones que mantienen al
cuerpo en equilibrio. En estas circunstancias, las consideraciones acerca de las
variaciones de forma constituirfan una complicacién innecesaria del problema.
Andlogamente, los pesos de muchos miembros se podran despreciar, ya que
son pequefios frente a las cargas aplicadas, y una fuerza distribuida, que actie
sobre una drea pequefia, se podrd considerar concentrada en un punto.

Corrientemente, un problema fisico real no se puede resolver de manera
exacta o completa. No obstante, incluso en el caso de un problema complicado,
con un modelo simplificado se pueden obtener buenos resultados cualitativos.
La interpretacién adecuada de tales resultados puede llevarnos a hacer predic-
ciones aproximadas del comportamiento fisico o puede utilizarse para com-
probar la “sensatez” de resultados analiticos, numéricos o experimentales mds
elaborados. El ingeniero debe ser stempre consciente del problema fisico real
que considera y de las limitaciones asociadas al modelo matematico que utili-
za. Ha de evaluar continuamente las hip6tesis formuladas para asegurarse de
que el problema matemdtico proporcione una representacién adecuada del
proceso fisico o del dispositivo en cuestién. -
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PRINCIPIOS GENERALES

Ya se ha dicho antes que la manera mds eficaz de aprender la materia con-
tenida en los cursos de Mecénica técnica es resolver una gran variedad de pro-
blemas. Para llegar a ser un ingeniero eficaz, el estudiante debe desarrollar la
capacidad de reducir los problemas complicados a partes sencillas que se pue-
dan analizar facilmente y presentar los resultados de manera clara, l6gica y
limpia. Ello puede lograrse siguiendo los pasos que se citan a continuacién:

Leer el problema atentamente.

Identificar el resultado requerido.

Identificar los principios necesarios para obtener el resultado.

Preparar un croquis a escala y tabular la informacién que se proporciona.
Dibujar los diagramas de sélido libre adecuados.

Aplicar los principios y ecuaciones que proceda.

Dar la respuesta con el niimero de cifras significativas adecuado y las uni-
dades apropiadas.

8. Estudiar la respuesta y determinar si es razonable.

Ne U R wN

El desarrollo de la capacidad de aplicar un método ordenado a la resolucién de
problemas constituye una parte importante de la educacién técnica. Ademds,
las fases de identificacién del problema, simplificacién del modelo e interpre-
tacién del resultado en la resolucién del problema son a menudo mds impor-
tantes que la fase de resolucién matemadtica.

1.7  SIGNIFICACION DE LOS RESULTADOS NUMERICOS

La precisién de las soluciones de los problemas técnicos reales depende de tres
factores:

1. Precisién de los datos fisicos conocidos
2. Precisién del modelo fisico
3. Precisiéon de los cédlculos efectuados

En los problemas practicos de ingenieria, rara vez es posible una precisién
superior al 0,2% ya que los datos fisicos dificilmente se conocen con mayor pre-
cisién. Una regla préctica de "redondeo” de los valores finales que se obtienen
en los cdlculos de los andlisis técnicos, que da respuestas de aproximadamente
este grado de precision, consiste en retener cuatro cifras significativas en los
nimeros que comienzan con la cifra "1" y tres cifras significativas cuando la
primera cifra esté comprendida entre "2"y "9".

En la resolucién de problemas de ingenieria se utilizan mucho las calcula-
doras de bolsillo. De todas maneras, el niimero de cifras significativas que dan
las calculadoras no debe tomarse como indicativo de la precisién de la solu-
cién. Ya se ha dicho que los datos técnicos rara vez se conocen con un error in-
ferior al 0,2% y en consecuencia, los resultados deberdn "redondearse” al
numero de cifras significativas que corresponda a la precisién de los datos en
que se basen. En la mayoria de los datos correspondientes a los problemas que
se dan en este libro, se tomaran tres cifras significativas.

Las predicciones analiticas en forma cerrada, la precisién de los datos y la
adecuacién del modelo determinan la precisién de los resultados. En las pre-
dicciones numéricas, la precisién de los célculos de los algoritmos que se utili-
cen también influye en la precisién de los resultados.



Podemos definir el error diciendo que es la diferencia entre dos cantidades.
Esta diferencia podria ser, por ejemplo, entre un valor medido experimental-
mente y un valor teérico calculado. El error podria también ser el resultado del
redondeo de nimeros durante el cdlculo. Una manera de describir un error es
dar una diferencia porcentual (%D). Asf, en el caso de dos niimeros A y B, si se
quiere comparar el niimero A con el nimero B, la diferencia porcentual entre
dichos nimeros se define en la forma

%D = A—g—B(loo)

En esta ecuacion, B es el valor de referencia con el que se compara A. En el
ejemplo siguiente se ilustra la diferencia porcentual resultante del error de re-
dondeo.

PROBLEMA EJEMPLO 1.5

Redondear el niimero 12345 a dos, tres y cuatro cifras significativas. Hallar la di-
ferencia porcentual entre los niimeros redondeados y el niimero original toman-
do como referencia el nimero original.

SOLUCION

El redondeo del niimero 12345 a dos, tres y cuatro cifras significativas nos da 12
000, 12300 y 12350. La diferencia porcentual de cada uno de estos nimeros es

%D = ﬁ‘l;—B(loO)

Para 12 000:
12 000 — 12 345
Para 12 300:
o 2010308 0
%D = Tm—(lOO) = -0,36% Resp
Para 12350:
1250~ 1348 o1

Los signos menos asociados a las primeras diferencias porcentuales indican que
los niimeros redondeados son inferiores al niimero de referencia. Andlogamen-
te, la diferencia porcentual positiva indica que el nimero redondeado es mayor
que el de referencia.
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PROBLEMAS

Redondear a dos cifras significativas los niimeros de los pro-
blemas siguientes. Hallar la diferencia porcentual entre cada
nimero redondeado y el niimero original tomando éste como
referencia.

0,015362 (b) 0,034739 (c) 0,056623
0,837482 (b) 0,472916 () 0,664473
1,839462 (b) 3,462948 (c) 6,752389

Redondear a tres cifras significativas los niimeros de los pro-
blemas siguientes. Hallar la diferencia porcentual entre el nu-
mero redondeado y el original tomando éste como referencia.

1-38* (a) 26,39473
1-39 (a) 374,9371
1-40 (a) 6471,907

(b) 74,82917 (c) 55,33682
(b) 826,4836 (c) 349,3378
(b) 3628,729 (c) 7738,273

Redondear a cuatro cifras significativas los nimeros de los
problemas siguientes. Hallar la diferencia porcentual entre el
ntimero redondeado y el original tomando éste como referen-
cia.

1-41* (a) 63746,27 (b) 2738284 (c) 55129,92
1-42 (a) 9372849 (b) 2749182 (c) 3398728
1-43 (a) 91827364 (b) 28473992 (c) 34269174

RESUMEN

Los fundamentos de los estudios de Mecénica son las leyes que formul6 Sir
Isaac Newton en 1687. La primera ley trata de las condiciones de equilibrio de
un punto material; por tanto, constituye la base del estudio de la Estdtica. La
segunda ley, que establece una relacién entre la fuerza que se ejerce sobre un
punto material y el movimiento de éste, proporciona la base del estudio de la
Dindmica. La tercera ley proporciona el fundamento para la comprensién del
concepto de fuerza. Ademds de estas leyes fundamentales del movimiento,
Newton formul6 también la ley de la gravitacién que rige la atraccién mutua
entre dos cuerpos aislados.

Las magnitudes fisicas que se utilizan para expresar las leyes de la Mecani-
ca se pueden clasificar en magnitudes fundamentales y magnitudes derivadas.
El valor de cada magnitud fundamental se define mediante una unidad arbi-
trariamente elegida o "patrén”. Las unidades que se utilizan en el sistema SI
son el metro (m) para la longitud, el kilogramo (kg) para la masa y el segundo
(s) para el tiempo. La unidad de fuerza es una unidad derivada llamada
newton (N). En el U.S. Customary System, las unidades utilizadas son el pie
(ft) para la longitud, la libra (Ib) para la fuerza y el segundo (s) para el tiempo.
La unidad de masa es una unidad derivada llamada slug. El U.S. Customary
System es un sistema gravitatorio, no un sistema absoluto.

Los términos de una ecuacién utilizada para describir un proceso fisico no
deben depender de las unidades de medida (deben ser dimensionalmente ho-
mogéneos). Si una ecuacién es dimensionalmente homogénea, ésta serd vélida
para cualquier sistema de unidades siempre y cuando todas las magnitudes de
la ecuacién se midan en un mismo sistema. El empleo de ecuaciones dimensio-
nalmente homogéneas elimina la necesidad de los factores de conversién de
unidades.

El éxito en ingenierfa depende en gran manera de seguir un método disci-
plinado de resolucién de problemas. La resolucién profesional de problemas
consta de tres fases:



N

Definicién e identificacién del problema
2. Desarrollo y simplificacién del modelo
Solucién matemdtica e interpretacién del resultado

RESUMEN

Los problemas de Mecdnica se ocupan principalmente de los efectos de un sis-
tema de fuerzas sobre un cuerpo fisico. A consecuencia de ello, una parte muy
importante de la resolucién de todo problema entrafia la identificacién de las
fuerzas exteriores que se ejercen sobre dicho cuerpo. Ello se logra de manera
eficaz y precisa utilizando un diagrama de sélido libre. Para obtener la solu-
cién en la mayoria de los casos, la situacién fisica real deberd representarse me-
diante un modelo matematico. Para establecer este modelo, es corriente
efectuar la aproximacion de tratar el cuerpo como cuerpo rigido. Aun cuando
no hay ningtin cuerpo real que sea absolutamente rigido, sus variaciones de
forma suelen tener un efecto despreciable sobre las aceleraciones que origina
un sistema de fuerzas o sobre las reacciones necesarias para mantener el cuer-
po en equilibrio; por tanto, la consideracién de las variaciones de forma suelen
dar como resultado complicaciones innecesarias del problema. Siempre que se
utilice un modelo matemadtico para resolver un problema, debe tenerse la pre-
caucién de asegurarse que el modelo y el problema matematico asociado que
se resuelve proporcionen una representacion adecuada del proceso o disposi-
tivo fisico que representen.

La precisién de las soluciones de los problemas técnicos reales dependen de
tres factores:

Precision de los datos fisicos conocidos
Precision del modelo fisico
Precisién de los célculos efectuados

Rara vez es posible una precisién que dé un error inferior al 0,2%. Los resulta-
dos calculados deben siempre "redondearse" al niimero de cifras significativas
que den el mismo grado de precisién que los datos en que se basan.

PROBLEMAS DE REPASO

1-48* Un fluido tiene una viscosidad dinamica de 1,2(1073)
N - s/m? Expresar su viscosidad dindmica en unidades del
U.S. Customary System.

14* Determinar, en unidades SI, la fuerza de atraccién entre
(a) la Tierra y la Luna, (b) la Tierra y el Sol.

15* En la superficie de la Tierra, el peso de un.cuerpo es de

750 N. ;A qué distancia del centro de la Tierra el peso de ese
cuerpo serd de (a) 500 N? (b) 250 N?

16 ;A qué distancia del centro de la Tierra la fuerza de
atraccién entre dos esferas de 1 m de didmetro, puestas en con-
tacto, serd igual a la fuerza de atraccién de la Tierra sobre una
de dichas esferas? La masa de cada esfera es de 100 kg.

47 El peso de un satélite en la superficie de la Tierra, antes
de ser lanzado, es de 1250 N. Cuando el satélite estd en 6rbita
a 5600 km de la superficie de la Tierra, determinar la fuerza de
atraccién entre la Tierra y el satélite.

1-49* Convertir 640 acres (1 milla cuadrada) en hectareas si 1
acre es igual a 4840 yd? y 1 hectérea son 10* m%

1-50 La ecuaci6n del esfuerzo para una carga excéntrica de
una columna corta es

9

CTTAT

Si P es una fuerza, A una drea y e e y son longitudes, ;cudles son
las dimensiones del esfuerzo ¢ y del momento segundo de su-

perficie I?
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SISTEMAS DE FUERZAS

CONCURRENTES

(b)
Figura 2-1

(b)

Figura 2-2

2.1 INTRODUCCION

En el apartado 1.3 se ha definido la fuerza diciendo que es la accién de un cuer-
po sobre otro. La accién puede ser debida al contacto fisico entre los cuerpos o
puede deberse a un efecto gravitatorio, eléctrico 0 magnético entre cuerpos se-
parados.

La fuerza que se ejerce sobre un cuerpo tiene sobre él dos efectos: (1) uno
exterior, que es la tendencia a cambiar su movimiento o a desarrollar fuerzas
resistentes (reacciones) en el cuerpo y (2) un efecto interior, que es la tendencia
a deformarlo. En muchos problemas, el efecto exterior es importante y el inte-
rior no. Este es el caso en muchos problemas de Estatica y de Dindmica, en los
que el cuerpo se supone rigido. En otros problemas, cuando no puede conside-
rarse rigido el cuerpo, los efectos interiores son importantes. Los problemas de
este tipo se tratan en los libros de Mecanica de materiales o de Mecdnica de
cuerpos deformables.

Cuando se tratan varias fuerzas en conjunto, se dice que constituyen un sis-
tema de fuerzas. Si el sistema de fuerzas aplicado a un cuerpo no da lugar a
ningun efecto exterior, se dice que estd equilibrado y que el cuerpo que no ex-
perimenta cambio alguno de su movimiento estd en equilibrio. Si sobre un
cuerpo actiia un sistema de fuerzas no equilibrado, su movimiento deberd ex-
perimentar un cambio. De un tal sistema de fuerzas se dice que estd desequili-
brado o que tiene una resultante.

Dos sistemas de fuerzas se dice que son equivalentes si producen el mismo
efecto exterior cuando se apliquen, uno u otro, a un cuerpo dado. La resultante
de un sistema de fuerzas es el sistema equivalente més sencillo al que se puede
reducir el sistema original. El proceso de reducir un sistema de fuerzas a un sis-
tema equivalente més sencillo recibe el nombre de composicién. El proceso de
desarrollar una fuerza o un sistema de fuerzas dando otro equivalente menos
sencillo se denomina resolucién o descomposicién. Llamaremos componente
de una fuerza a una de las dos o mds fuerzas en las que puede descomponerse
la fuerza dada.

2.2 LAS FUERZAS Y SUS CARACTERISTICAS

Las propiedades que se necesitan para describir una fuerza las llamaremos ca-
racteristicas de la fuerza. Las caracteristicas de una fuerza son las siguientes:

1. Médulo
2. Direccién y sentido
3. Punto de aplicaciéon

El médulo (valor numérico positivo) de una fuerza es la intensidad de la mis-
ma. En este libro, el médulo de una fuerza se expresard en newton (N) o en ki-
lonewton (kN), que son unidades del sistema internacional de unidades (SI).
Las unidades de fuerza del U.S. Customary System mds utilizadas son la libra
(Ib) y la kilolibra (kip).

La direccién y sentido de una fuerza son la direccién y el sentido del seg-
mento orientado que se utiliza para representarla. En un problema bidimen-
sional, se pueden especificar dando un dngulo, como se indica en la figura
2-1a, o dando dos dimensiones, como se indica en la figura 2-1b. En un proble-
ma tridimensional, la direccién y sentido se pueden especificar dando tres dn-



zulos, como se indica en la figura 2-2a o dando tres dimensiones, como se
indica en la figura 2-2b. Para especificar el sentido de la fuerza se coloca una
punta de flecha en el extremo apropiado del segmento rectilineo que represen-
:a la mencionada fuerza. También puede asignarse un signo positivo o negati-
vo al médulo de la fuerza para indicar su sentido.

El punto de aplicacién de la fuerza es el punto de contacto entre los dos
cuerpos. La recta que pasa por el punto de aplicacién y tiene la direccién de la
fuerza es la llamada recta soporte o linea de accién.

En el esquema de la figura 2-3 se ilustran las tres caracteristicas de una fuer-
za. En este caso, puede decirse que la fuerza aplicada al bloque es una fuerza
de 100 N (m6dulo) dirigida hacia la derecha del bloque y que forma con la ho-
rizontal un dngulo de 30° hacia arriba (direccién y sentido) y que pasa por el
punto A (punto de aplicacién). El estudio de cémo influyen estas caracteristi-
cas en las reacciones que se desarrollan al mantener un cuerpo en reposo cons-
fituye una parte importante de la Estatica. De manera andloga, el estudio de
o6mo influyen estas caracteristicas en la variacién del movimiento de un cuer-
po constituye una parte importante de la Cinética.

2.2.1 Magnitudes escalares y vectoriales

Las magnitudes escalares son las que quedan completamente descritas por un
ntmero. Ejemplos de magnitudes escalares en Mecanica son la masa, la densi-
dad. la longitud, el drea de una superficie, el volumen, la celeridad, la energfa,
el tiempo y la temperatura. En las operaciones matematicas, los escalares si-
zuen las reglas del Algebra elemental.

Las magnitudes vectoriales tienen médulo, direccién y sentido (recta so-
porte y sentido) y obedecen a la regla de adicién del paralelogramo. Ejemplos
de magnitudes vectoriales en Mecénica son la fuerza, el momento, el desplaza-
miento, la velocidad, la aceleracién, el impulso, la cantidad de movimiento,
etc. Los vectores pueden clasificarse en tres tipos: libres, deslizantes y fijos.

Un vector libre tiene médulo, direccién y sentido especificos pero su recta

soporte no pasa por un punto definido del espacio.
2. Un vector deslizante tiene médulo, direccién y sentido especificos y su
recta soporte pasa por un punto definido del espacio. El punto de aplica-
cién de un vector deslizante puede ser uno cualquiera de su recta soporte.
Un vector fijo tiene médulo, direccién y sentido especificos y su recta so-
porte pasa por un punto definido del espacio. El punto de aplicacién de
un vector fijo estd confinado a un punto fijo de su recta soporte.

w

Las magnitudes vectoriales se representan, en tipografia, en letras negritas (A).
Como no es posible escribir negritas con lapiz o tiza, en tales circunstancias se
suelen representar las magnitudes vectoriales poniendo una flecha sobre el
simbolo representativo de la magnitud vectorial (A). Cuando se prepara el
texto mediante una méquina de escribir, es frecuente indicar las magnitudes
vectoriales subrayando el simbolo que las represente (A).

La utilizacién de escalares y vectores para representar magnitudes fisicas
constituye un ejemplo sencillo de modelado de magnitudes ffsicas mediante
métodos matematicos. Un ingeniero debe ser capaz de construir buenos mode-
los matematicos e interpretar correctamente su significado fisico.
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Piso de hormigén

Carga distribuida uniformemente
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F
Cargas
[
1 1 concentradas

Figura 2-6

Recta soporte

Empuje E \ e Traccion

Figura 2-4

222 Principio de transmisibilidad

En la mayoria de los problemas de Estética y de Dindmica, se supone que el
cuerpo es rigido. A consecuencia de ello, s6lo interesard conocer los efectos ex-
teriores de cualquier fuerza aplicada al cuerpo. En tal caso, la fuerza se puede
aplicar a cualquier punto de su recta soporte sin que cambien los efectos exte-
riores de dicha fuerza. Por ejemplo, podemos mover un automévil estacionado
(v. fig. 2-4) empujandolo por su parachoques trasero o tirando de su paracho-
ques delantero. Si el m6dulo, direccién y recta soporte de las dos fuerzas coin-
ciden, el efecto exterior serd el mismo. Queda claro en este caso que el punto
de aplicacién de la fuerza no tiene ningtin efecto sobre el efecto exterior (mo-
vimiento del automévil).

Este hecho lo expresa formalmente el principio de transmisibilidad que di-
ce: "El efecto exterior de una fuerza sobre un cuerpo rigido es el mismo para
todos los puntos de aplicacién de la fuerza a lo largo de su recta soporte.” Hay
que notar que solamente queda invariado el efecto exterior. El efecto interior
de una fuerza (esfuerzo y deformacién) puede verse muy influido si varia el
punto de aplicacién de la fuerza a lo largo de su recta soporte. En los casos en
que pueda aplicarse el principio de transmisibilidad (Mecdnica de cuerpos ri-
gidos), las fuerzas pueden tratarse como vectores deslizantes.

2213 Clasificacion de las fuerzas

Se ha definido la fuerza diciendo que es la accién de un cuerpo fisico sobre
otro. Como la interaccién puede tener lugar estando los cuerpos en contacto o
estando fisicamente separados, las fuerzas se pueden clasificar segin dos
grandes epigrafes: (1) fuerzas de contacto o de superficie, tales como el empuje
o la traccién efectuados por medios mecanicos y (2) fuerzas mésicas o de accién
a distancia, tales como la atraccién gravitatoria que la Tierra ejerce sobre todos
los cuerpos fisicos.

Las fuerzas también se pueden clasificar atendiendo a la zona sobre la cual
actian. Una fuerza aplicada a lo largo de una longitud o sobre una superficie
se dice que es una fuerza distribuida. La distribucién puede ser uniforme o no.
Como ejemplo de fuerza distribuida podemos citar el peso del piso, de grosor
uniforme, de un puente de hormigoén (v. fig. 2-5). Toda fuerza aplicada a una
4rea relativamente pequefia frente al tamafio del miembro cargado puede con-
siderarse fuerza concentrada. Por ejemplo, la fuerza que aplica la rueda de un
coche a los miembros longitudinales de un puente (v. fig. 2-6) puede conside-
rarse que es una carga concentrada.

Un ndmero cualquiera de fuerzas que se traten en conjunto constituye un
sistema de fuerzas. Los sistemas de fuerzas pueden ser mono- bi- o tri-dimen-
sionales. Se dice que un sistema de fuerzas es concurrente cuando las rectas so-
porte de todas las fuerzas se corten en un punto comun (v. fig. 2-7a) y se dice

LN oY
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que es coplanario cuando todas las fuerzas estén en un mismo plano (v. fig. 2-7b).
Un sistema de fuerzas paralelas es aquel en el cual las rectas soporte de las
fuerzas son paralelas (fig. 2-7c). En un sistema de fuerzas paralelas, los sentidos
de las mismas no tienen por qué ser los mismos. Si las fuerzas de un sistema
tienen una recta soporte comdn, se dice que el sistema es colineal (v. fig. 2-7d).

224 Diagramas de sélido libre

Un concepto que resulta fundamental para la resolucién de problemas de Me-
cénica es el diagrama de sélido libre. Un diagrama de sélido libre (DSL) es un
dibujo cuidadosamente preparado que muestre el "cuerpo de interés" separa-
do de los demés cuerpos que interactéian con €l y en el cual figuren todas las
fuerzas aplicadas exteriormente a dicho cuerpo. Como una fuerza es la accién
de un cuerpo sobre otro, el niimero de fuerzas de un diagrama de sélido libre
se determina teniendo en cuenta el niimero de cuerpos que ejercen fuerzas so-
bre el "cuerpo de interés". Es importante notar que estas fuerzas pueden ser su-
perficiales 0 madsicas. El procedimiento para el trazado de un diagrama de
solido libre consta de dos etapas esenciales:

Decidir qué cuerpo (o qué parte de un cuerpo o grupo de cuerpos) hay que
aislar y analizar. Preparar un esquema del contorno exterior del cuerpo se-
leccionado.

2. Representar todas las fuerzas, conocidas y desconocidas, aplicadas por
otros cuerpos al cuerpo aislado, mediante vectores en sus posiciones co-
rrectas.

Cada fuerza de un diagrama de sélido libre completo deberd rotularse o con su

| médulo conocido o con un simbolo que la identifique cuando sea desconocida.
| Debers indicarse la pendiente o el dngulo de inclinacién de todas las fuerzas.

Se puede suponer el sentido de una fuerza desconocida cuando no se conozca

' aquél. Una vez finalizados los cdlculos, un signo positivo en la respuesta indi-

|

|
|
l
|
|
|

|

caria que la fuerza tiene el sentido que se le supuso, mientras que un signo ne-

| gativo indicarfa que el sentido de la fuerza es opuesto al que se le supuso.

En los capitulos 3 y 5, cuando se estudie el equilibrio de un punto (cap. 3)y

| e equilibrio de un cuerpo rigido (cap. 5), veremos algo mds acerca de los
| diagramas de sélido libre.

2.3 RESULTANTE DE DOS FUERZAS CONCURRENTES

Dos fuerzas concurrentes cualesquiera F; y F, que acttien sobre un cuerpo se
pueden sustituir por una sola fuerza R, llamada resultante, que producird so-
bre el cuerpo el mismo efecto que las dos fuerzas originales. La resultante de
Ias dos fuerzas se puede determinar suméndolas vectorialmente mediante la
regla del paralelogramo. Matematicamente, la suma de las dos fuerzas viene
dada por la ecuacién vectorial

F1+F2=R

En la figura 2-8 puede verse el proceso mediante el cual se suman graficamente
dos fuerzas empleando la regla del paralelogramo.

La resultante R de dos fuerzas también puede determinarse graficamente
atilizando la mitad del paralelogramo. Como dicha mitad es un tridngulo, a
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(a)

(b)

Fuerzas paralelas
(e}

Fuerzas colineales
(@ '

Figura 2-7

Figura 2-8
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este método se le llama regla del tridngulo para la adicién de vectores. Cuando
se use la regla del tridngulo para determinar la resultante R de dos fuerzas F,
y F,, se dibuja primeramente a escala la fuerza F,; después, se dibuja a escala
la fuerza F, con su direccién y sentido y colocando su origen en el extremo de
la fuerza F,. El lado de cierre del tridngulo, trazado desde el origen O de F, has-
ta el extremo de la fuerza F,, determina la resultante R. En la figura 2-9 se ilus-
tra el proceso mediante el cual se suman dos fuerzas utilizando la regla del
trigngulo. Al tridngulo asf construido se le da el nombre de tridngulo de fuer-
zas.

Alternativamente, se puede dibujar primero la fuerza F,; luego se dibuja la
fuerza F; con su direcciénn y sentido y colocando su origen en el extremo de
la fuerza F,. De nuevo, la resultante R de las dos fuerzas estd determinada por
el lado de cierre del tridngulo. Segtin se ve en la figura 2-9,

F1+F2=F2+F1=R

Los resultados indicados en la figura 2-9 demuestran que la resultante R no de-
pende del orden en que se tomen las fuerzas F, y F,. La figura 2-9 es una ilus-
traci6n gréfica de la ley conmutativa para la adicién vectorial.

Los métodos gréficos para la determinacién de la resultante de dos fuerzas
exigen un dibujo a escala preciso si se quieren obtener resultados precisos. En
la practica, se obtienen resultados numéricos utilizando métodos trigonomé-
tricos basados en el teorema del seno y el teorema del coseno junto con esque-
mas del sistema de fuerzas. Por ejemplo, consideremos el tridngulo de la figura
2-10, que es analogo al tridgngulo de fuerzas que se ilustra en las figuras 2-8 y
2-9. Para este tridgngulo genérico, el teorema del seno dice

m- 13hrep c

sena senf  seny

y el del coseno dice
2=a*+b*-2ab cos y

El procedimiento para la determinacién de la resultante R de un sistema de
fuerzas utilizando los teoremas del seno y del coseno se pone de manifiesto en
el ejemplo siguiente.

Figura 2-10



PROBLEMA EJEMPLO 2.1

A un anclaje estdn ‘aplicadas dos fuerzas como se indica en la figura 2-11a. De-
terminar el médulo de la resultante R de las dos fuerzas y el 4ngulo 6 que forma
con el eje x la recta soporte de dicha resultante.

Figura 2-11

SOLUCION

Las dos fuerzas, su resultante R y el 4ngulo 8 se han representado en la figura 2-
11b. Podemos aplicar la regla del tridngulo para la adici6én de vectores, tal como
se indica en la figura 2-11c. Aplicando al tridngulo el teorema del coseno, tene-
mos 7
a b A b A~
R? = 9002 + 6007 - 2(900)(600) cos (180° - 40°)

donde R es el m6dulo de la fuerza resultante. Asf pues,

R = |R| = 1413,3 = 1413 N Resp.
Aplicando al tridangulo el teorema del seno tenemos, A
o0 gl
sen @ = ———— sen (180°-40°) = 0, 2729 -
e A Sl g
de donde ¢ (@) 2 .

a=15,84°
Asi pues,

6=15,84 + 35 = 50,84 = 50,8° Resp.
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PROBLEMAS

Utilizar los teoremas del seno y del coseno, junto con esquemas
de los tridngulos de fuerzas, para resolver los problemas si-
guientes. Determinar el médulo de la resultante R y el angulo
6 que forman la recta soporte de la resultante yelejex enlo
que sigue:

2-1*  Las dos fuerzas representadas en la figura P2-1.

) 90 N

120 N

—X

Figura
gu

N
N

Las dos fuerzas representadas en la figura P2-2.

y
54 N
60° 60 N
< —X
Figura |
2-3  Las dos fuerzas representadas en la figura P2-3
/
Y
400 N
29°
S 480 N

Ea . P9
rigura

2-4”  Las dos fuerzas representadas en la figura P2-4.

Las dos fuerzas representadas en la figura P2-5.

90 N

3 110N

i

Las dos fuerzas representadas en la figura P2-6.
\)

Las dos fuerzas representadas en la figura P2-7.

800 N
= 600 N
\ 45%%-60°

Las dos fuerzas representadas en la figura P2-8.




2.4  RESULTANTE DE TRES O MAS FUERZAS CONCURRENTES

En el apartado anterior, se ha estudiado la aplicacién de las reglas del parale-
logramo y del tridngulo para determinar la resultante R de dos fuerzas concu-
rrentes F; y F,. El método se puede extender facilmente a los casos de tres o
mads fuerzas. Por ejemplo, consideremos el caso de tres fuerzas coplanarias
concurrentes en un anclaje como el de la figura 2-12. La aplicacién de la regla
del paralelogramo a las fuerzas F, y F,, segtin se representa graficamente en la
figura 2-13, da la resultante Ry,. Combinando después la resultante R;, con la
fuerza F;, mediante una nueva aplicacién gréfica de la regla del paralelogra-
mo, nos da la resultante R;,3, que es la suma vectorial de las tres fuerzas.

En la préctica, los resultados numéricos de problemas concretos en los que
intervienen tres o mds fuerzas se obtienen algebraicamente utilizando los teo-
remas del seno y del coseno, junto con esquemas del sistema de fuerzas seme-
jantes a los representados en la figura 2-14. Los esquemas de la figura 2-14 se
denominan poligonos de fuerzas. El orden en que se sumen las fuerzas es ar-
bitrario, segtin se ve en las figuras 2-14a y 2-14b, donde las fuerzas se suman en
el orden Fy, F,, F; en la figura 2-14a y en el orden Fs, F;, F, en la figura 2-14b.
Aunque varie la forma del poligono, la fuerza resultante es la misma. El hecho
de que la suma de tres vectores sea la misma, independientemente de cual sea
el orden de suma, ilustra la ley conmutativa de la adicién vectorial.

Si hubiera més de tres fuerzas (p.ej., en la figura 2-15 tenemos el anclaje de
la figura 2-12 con cuatro fuerzas), se puede iterar el proceso de sumar fuerzas
adicionales, como se indica en la figura 2-16, hasta haber colocado todas las
fuerzas una a continuacién de otra con sus direcciones y sentidos respectivos.
El lado de cierre del poligono, trazado desde el origen del primer vector su-
mando hasta el extremo del tiltimo, es la resultante del sistema de fuerzas.

La aplicaci6n de la regla del paralelogramo a mds de tres fuerzas exige un
laborioso célculo geométrico y trigonométrico. Por tanto, los problemas de este
tipo se suelen resolver mediante el método de las componentes rectangulares
que se desarrolla en el apartado 2-7 de este texto.

Figura 2-14

Figura 2-15 B Figura 2-16
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PROBLEMAS

Utilizar los teoremas del seno y del coseno, junto con esquemas
de los poligonos de fuerzas, para resolver los problemas si-
guientes. Determinar el médulo de la resultante R y el angulo
6 que forman la recta de accién de la resultante y el eje x en lo
que sigue:

2-9*  Las tres fuerzas representadas en la figura P2-9.

Figura P2-9

2-10" Las tres fuerzas representadas en la figura P2-10.

Figura P2-10

2-11  Las tres fuerzas representadas en la figura P2-11.

y
60 kN
50 kN /95 80°
—— \
X
¥
75°
25 kN

Figura P2-11
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N
~N

Las tres fuerzas representadas en la figura P2-12.

750 N

- 500 N

30°

90°

Vv 100N

Figura P2-12

2-13* Las tres fuerzas representadas en la figura P2-13.

7

20 kN 15 kN

45°]

40°

|
10°

Figura P2-13

X

2:14* Las tres fuerzas representadas en la figura P2-14.

'y

50 kN
A

40 kN

Figura P2-14



2-15  Las cuatro fuerzas representadas en la figura P2-15. 2-16  Las cuatro fuerzas representadas en la figura P2-16.

y

80 kN

400 N 60 kN

Figura P2-15 Figura P2-16

2.5 DESCOMPOSICION DE UNA FUERZA EN COMPONENTES

En los dos apartados anteriores, se ha estudiado la aplicacién de las reglas del
paralelogramo y del tridngulo a la determinacién de la resultante R de dos
fuerzas concurrentes F; y F, o de tres o mds fuerzas concurrentes Fy, F,, ...,F,,.
De igual manera, una fuerza F se puede sustituir por un sistema de dos o0 més
fuerzas F,, F, ... \F,. Estas tltimas reciben el nombre de componentes de la
fuerza original. En el caso mds general, las componentes de una fuerza pueden
constituir un sistema cualquiera de fuerzas que se puedan combinar mediante
la regla del paralelogramo para dar la fuerza original. Tales componentes no
tienen por qué ser concurrentes o coplanarias. Sin embargo, el término compo-
nente se utiliza normalmente para designar una de dos fuerzas coplanarias
concurrentes o una de tres fuerzas concurrentes no coplanarias que se pueden
combinar vectorialmente para reproducir la fuerza original. El punto de con-
curso debe hallarse en la recta soporte de la fuerza original. El proceso de sus-
tituir una fuerza por dos o més fuerzas recibe el nombre de descomposicién o
resolucién.

El proceso de descomposicién no da un conjunto tnico de componentes
vectoriales. Por ejemplo, consideremos los cuatro esquemas coplanarios repre-
sentados en la figura 2-17. En ellos resulta evidente que

A+B=R E+F=R
C+D=R G+H+I=R

donde R es el mismo vector en todas las expresiones. Asi pues, para todo vec-
tor existird una infinidad de sistemas de componentes.

En los ejemplos siguientes se ilustra el uso de las reglas del paralelogramo
y del tridngulo para descomponer una fuerza en componentes segtin dos rec-
tas soporte oblicuas. : : ; Figura 2-1
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PROBLEMA EJEMPLO

Determinar las magnitudes de las componentes u y v de la fuerza de 900 N re-
presentada en la figura 2-18a.

(a)

Figura 2-18

SOLUCION

En la figura 2-18b podemos ver el médulo, direccién y sentido de la fuerza de
900 N. Las componentes F, y F, segiin los ejes u y v se pueden determinar tra-
zando rectas paralelas a los ejes u y v por el extremo y el origen del vector que
representa la fuerza de 900 N. Al paralelogramo asi construido se le puede apli-
car el teorema del seno para determinar las fuerzas F, y F, ya que se conocen los
4ngulos de los dos tridngulos que forman el paralelogramo. As{ pues,

Fo z.g¥y 900
sen 45°  sen 25°  sen 110°
de donde
900 sen 45°
Pu=| “|=W=677N Resp.
900 sen 25°
Fv = |Fv' = W = 405N Resp.
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Se aplican dos fuerzas a un anclaje en la forma que se indica en la figura 2-19a. FUERZA EN. COMPONENTES
La resultante R de las dos fuerzas tiene por médulo 1000 N y su recta soporte
esté dirigida segtin el eje x. Si la fuerza F, tiene por médulo 250 N, determinar:

a. Elmédulo de la fuerza F,. ’
b. El4ngulo & que forma la recta soporte de la fuerza F, con el eje x.

X
ac 250
y b '
2 5 ):‘ 13 {, '"
S 33 . g
. QV\ S ) TS t U
P IGOON - e PR ;
o i o C
/// I .
F 5 ceYyart bé-2ab (o S¥
- i
(b) c=N 663,496 22
Figura 2-19 C= §1EN
SOLUCION Sendt Lo
En la figura 2-19b se indican las dos fuerzas, F; y F, la resultante R y el dngulo ' .2
a. El tridngulo de fuerzas se ha trazado utilizando F;, R y el dngulo de 38°. Com- P -
pletando el paralelogramo se identifican la fuerza F, y el dngulo o : . ol T =
a. Aplicando el teorema del coseno al tridngulo superior de la figura 2-19b, v, ' : "
tenemos - )
F2 = 2502 + 10002 - 2(250)(1000) cos 38° :
de donde .

F, = |F2] = 817,6 = 818 N Resp.

b.  Aplicando el teorema del seno al tridngulo superior tenemos,

250 5 817,6
sen @  sen 38°
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= — Asf pues,
SISTEMAS DE FUERZAS 250
CONCURRENTES sen @ = oo sen 38° = 0,18825
de donde
o =10,85° Resp.
PROBLEMAS
Utilizar los teoremas del seno y del coseno, junto con esquemas 2-19 La fuerza de 650 N representada en la figura P2-19.
de los tridngulos de fuerzas, para resolver los problemas si-
guientes. Determinar las magnitudes de las componentes u y v
de -
2-17* La fuerza de 1000 N representada en la figura P2-17. )
C \\
\/ \
\
\ u
s s
1% \ i
/ \ &
’ \ P
7 ; ‘\ L2 3P
Z A= 1 ik
P4 = 650 N
AR Figura P2-19
/35 1000 N
o
s W
i 45°
™ 2-20 La fuerza de 25 kN representada en la figura P2-20.
g
Figura P2-17
2-18* La fuerza de 750 N representada en la figura P2-18. , /
fiee 3
Vi
\
\ 750 N
\\/_800 25 kN
% Figura P2-20
\\
\\ 50° ' ‘&j
\ r l ’ \
Ty 2-21* Dos cables soportan un seméforo como se indica en la

Figura P2-18 figura P2-21. La resultante R de las‘fuerzas del cable F, y F, tie-



2.6 COMPONENTES RECTANGULARES DE UNA FUERZA

En la solucién de lamayoria de los problemas técnicos précticos no es corriente
la utilizacién de componentes oblicuas de fuerzas. En cambio, sf es muy co-
rriente el empleo de componentes mutuamente ortogonales (rectangulares) El
proceso de obtencién de componentes rectangulares es més sencillo ya que el
paralelogramo que se utilice para representar la fuerza y sus componentes es
un rectdngulo y el teorema del coseno que se utiliza para hallar los valores nu-
méricos de las componentes se reduce entonces al teorema de Pitdgoras.

Una fuerza F se puede descomponer en una componente rectangular F, di-
rigida segtn el eje x y otra componente rectangular F, dirigida segtin el eje y,
como se indica en la figura 2-20a. Las fuerzas F, y F, son las componentes vec-
toriales de la fuerza F. Los ejes x e y suelen tomarse ilorlzontal y vertical, como
se indica en la figura 2-20a; no obstante, se pueden tomar en dos direcciones
perpendiculares cualesqlulera Estas direcciones suelen venir indicadas por la
geometria del problema".

La fuerza F y sus componentes vectoriales bidimensionales F, y F, se pue-
den escribir en forma vectorial cartesiana utilizando los vectores umtanos iyj
dirigidos segtin los sentidos positivos de los ejes x e y, como se indica en la fi-
gura 2-20b. Asi,

F=F, +F,=Fi+Fj : (2-1)

donde los escalares F, y F, son las compon\entes escalares x e y de la fuerza F.
Las componentes escalares F,y F, estan relacionadas con el médulo F = [F| y
con el dngulo de inclinacién 6 (direccién) de la fuerza F a través de las expre-
siones siguientes:

. =Fcos® F= /Ff-J—F;

F. =
. ; _15! (2-2)
‘ y—FsenO 6 = tan P

Las co Eonentes escalares F, y F, de la fuerza F pueden ser positivas o nega-

tivas, segtin cudl sea el : senhdo de las componentes vectoriales F, y F,. La com-

ponente escalar ser4 positiva si la componente vectorial correspondiente tiene -

el mismo sentido que el vector unitario asociado y negativa en caso contrario.
Anélogamente en los problemas en que sea necesario un analisis tridimen-
sional, una fuerza F en el espacio se puede descomponer en tres componentes
‘rectangulares mutuamente ortogonales F,, F, y F, dirigidas segun los ejes de
coordenadas x, y, z, tal como se indica en la ﬁgura 2-21. La fuerza F y sus com-
ponentes vectoriales tridimensionales F,, F vy F, se pueden también escribir en
forma vectorial cartesiana utilizando los vectores unitarios i, j y k dirigidos en

los sentidos positivos de los ejes de cooredenadas X% tal como se indica en
la figura 2-22. Asi,
@ OV (¢iirn

! Los sistemas y ejes de coordenadas son herramientas que puede el analista utilizar a su gusto.
Las piezas de maquinaria y los elementos estructurales no llevan inscritos los ejes x-y; por tanto,
el analista puede elegir las direcciones que le resulten mds cémodas para su trabajo.
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(a)

-n¥

>

(b)
Figura 2-20

L g
Figura 2-21

\ !
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2-25* Una barra y una riostra resisten una fuerza de 25 kN en 2-27 A un anclaje se aplican tres fuerzas en la forma que se

la forma que se indica en la figura P2-25. Determinar la compo- indica en la figura P2-27. El médulo de la resultante R de las
nente F, de la fuerza segiin el eje AB de la barra y la componen- tres fuerzas es 50 kN. Si la fuerza F, tiene por médulo 30 kN,
te F, de la fuerza segtin el eje BC de la riostra. determinar los médulos de las fuerzas F, y Fs.

—%-28° F)
24°

)4 i
*20 X
e F3

Figura P2-27

25 kN

Figura P2-25

2-28  Se utiliza una placa de nudo para transmitir a una viga
fuerzas de tres barras en la forma que se indica en la figura
P2-28. El médulo de la resultante R de las tres fuerzas es 100
kN. Si la fuerza F; tiene por médulo 20 kN, determinar los m6-
dulos de las fuerzas F, y F;.

2-26* Una barra y una riostra resisten una fuerza de 100 kN
en la forma que se indica en la figura P2-26. Determinar la com-
ponente F, de la fuerza segtin el eje AB de la barra y la compo-
nente F, de la fuerza segtn el eje AC de la riostra.

6m |

Figura P2-26 Figura P2-28
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2.6 COMPONENTES RECTANGULARES DE UNA FUERZA

En la solucién de lamayoria de los problemas técnicos précticos no es corriente
la utilizacién de componentes oblicuas de fuerzas. En cambio, sf es muy co-
rriente el empleo de componentes mutuamente ortogonales (rectangulares) El
proceso de obtencién de componentes rectangulares es més sencillo ya que el
paralelogramo que se utilice para representar la fuerza y sus componentes es
un rectdngulo y el teorema del coseno que se utiliza para hallar los valores nu-
méricos de las componentes se reduce entonces al teorema de Pitdgoras.

Una fuerza F se puede descomponer en una componente rectangular F, di-
rigida segtn el eje x y otra componente rectangular F, dirigida segtin el eje y,
como se indica en la figura 2-20a. Las fuerzas F, y F, son las componentes vec-
toriales de la fuerza F. Los ejes x e y suelen tomarse ilorlzontal y vertical, como
se indica en la figura 2-20a; no obstante, se pueden tomar en dos direcciones
perpendiculares cualesqlulera Estas direcciones suelen venir indicadas por la
geometria del problema".

La fuerza F y sus componentes vectoriales bidimensionales F, y F, se pue-
den escribir en forma vectorial cartesiana utilizando los vectores umtanos iyj
dirigidos segtin los sentidos positivos de los ejes x e y, como se indica en la fi-
gura 2-20b. Asi,

F=F, +F,=Fi+Fj : (2-1)

donde los escalares F, y F, son las compon\entes escalares x e y de la fuerza F.
Las componentes escalares F,y F, estan relacionadas con el médulo F = [F| y
con el dngulo de inclinacién 6 (dlrecaén) de la fuerza F a través de las expre-
siones siguientes:

. =Fcos® F= /Ff-J—F;

F. =
. ; _15! (2-2)
‘ y—FsenO 6 = tan P

Las co Eonentes escalares F, y F, de la fuerza F pueden ser positivas o nega-

tivas, segtin cudl sea el : senhdo de las componentes vectoriales F, y F,.La com-

ponente escalar ser4 positiva si la componente vectorial corréspondlente tiene -

€l mismo sentido que el vector unitario asociado y negativa en caso contrario.
Anédlogamente, en los problemas en que sea necesario un anélisis tridimen-
sional, una fuerza F en el espacio se puede descomponer en tres componentes

‘rectangulares mutuamente ortogonales F,, F, y F, dirigidas segtn los ejes de
coordenadas x, y, z, tal como se indica en la ﬁgura 2-21. La fuerza F y sus com-
ponentes vectoriales tridimensionales F. F, y F, se pueden también escribir en

forma vectorial cartesiana utilizando los vectores unitarios i, j y k dirigidos en
los sentidos positivos de los ejes de cooredenadas X% tal como se indica en

la figura 2-22. Asi,
o @OYYI(CNM

! Los sistemas y ejes de coordenadas son herramientas que puede el analista utilizar a su gusto.
Las piezas de maquinaria y los elementos estructurales no llevan inscritos los ejes x-y; por tanto,
el analista puede elegir las direcciones que le resulten mds cémodas para su trabajo.
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(a)
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x
I
%
x

(b)
Figura 2-20

Figura 2-21
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(b)
Figura 2-22

Figura 2-23

F=F +F +F,
=Fi+Fj+Fk
= Fcos 0,i+F cos 6,j +F cos 6,k (2-3)

Asf pues, las componentes escalares F,, F, y F, estdn relacionadas con el m6du-

IoFyconla dxrecc16n y sentido de la fuerza mediante las expresiones siguien-
tes:

F, = Fcos 0, y = Fcos 6, F, = Fcos 6,

v x z
E E F
= 5 il = -1_Y = -1_2
6, = cos 7 6, = cos 7 6, = cos 3 (2-4)

1
]

g /F§+F§+F}

Los dngulos 6,, 6,y 6, son los dngulos (0 < 6<180°) que forma la fuerza F con
los semiejes de coordenadas positivos. Los cosenos de estos dngulos, llamados
cosenos directores, deben cumplir la relacién 1

cos? 6, + cos? 6, + cos? 6, = 1

Si un dngulo es mayor que 90°, su coséno es negativo, lo que indica que el sen-
tido de la componente es opuesto al sentido positivo del eje de coordenadas co-
rrespondlente Asf pues, las ecuaciones 2-4 dan el signo y el valor absoluto de
las componentes escalares de la fuerza y son validas para todo valor del angu-
lo S

" La componente rectangular de una fuerza F segtin una direccién arbitraria
n se puede obtener utilizando la operacién vectorial conocida por el nombre de
producto escalar (v. apéndice A). Por ejemplo, la componente escalar F,de una

fuerza F se obtiene en la forma
N

F,=F-i=(Fi+Fj+Fk) i
"=F(i+i)+ F,(j+i) + F,(k+i) = F,

ya que
iri=jrj=k-k=1.

irj=jri=ik=k-i=j-k=k-j=0

De manera mds general, si es e, un vector unitario asociado a una direccién -
concreta 1, la componente rectangular F,, de la fuerza F serd

F,,=F-e,,=(F,1+P)+Fk) e,
Como los dngulos que forma la direccién 7 con los ejes x, y, z son, respecti\}é- 3
mente, ¢,, &,y 6, segtin se indica en la figura 2-23, los cosenos directores del
vector unitario e, serdn cos &, cos &,y cos &; por tanto, el vector unitario e,
se podré escribir en forma vectorial cartesiana asf:

e, = cos &,i + cos &j + cos €k



Asi pues, para la fuerza F,, podemos escribir

(I—‘xi+I-‘yj +F k) - (cos &i+cos O'yj +cos 6',k)
F, cos 9’x+chos 9’y+l~'zcos e, (2-5) ¢

o
I
-
)
i

I

Sustituyendo en la ecuacién 2-5 las ecuaciones 2-4 tendremos una expresién de
la componente escalar F, en funcién de F y de los cosenos directores asociados
aFyn. Asi,

F,=F-e,=F (cos 6, cos &, + cos §, cos &, + cos 6, cos ¢,) (2-6)

La componente rectangular F, de la fuerza F se puede expresar en forma vec-
torial cartesiana multiplicando la componente escalar F,, por el vector unitario
e,. Asi,

F

n

(F-e)e, = F,e,
F,(cos &,i +cos & j + cos & k) (2-7)

El dngulo a que forma la recta soporte de la fuerza F con la direccién n se puede
determinar aprovechando lo que se sabe del producto escalar y la definicién
de componente rectangular de una fuerza.-Asf,

F,=Fcosa=F-e,
y por tanto '
F-e
F F

o = tos]

La ecuaci6n 2-8 se puede utilizar para la determinacién del dngulo a que for-
man dos vectores cualesquiera A y B o dos rectas cualesquiera utilizando los
vectores unitarios e; y e, a.ellas asociados. Asi,

A-B
- g f 2 =
a = cos B (2-9)
o bien

a=cos™ (e; - e,) (2-10)

Las relaciones de producto escalar representadas en las ecuaciones 2-8,2-9 y
2-10 son aplicables tanto a vectores que se corten como a vectores que no lo ha-
gan.

PROBLEMA EJEMPLO
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L = cos1-2 (2-8) .
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.

Figura 2-24

F=1500N

8, =31,6°

0, =72°

Figura 2-25

SOLUCION

"a. Elmédulo F de la fuerza es 450 N. El dngulo 6, que forma la recta soporte
de la fuerza con el eje x es

6,=90"-28" =62 i

Asi pues : :
F, =F cos 6, =450 cos 62°=+211N Resp.
F, = Fsen , =450 sen 62 = +397 N Resp.

b. El médulo F de la fuerza es 450 N. El dngulo 6, que forma la recta soporte
de la fuerza con el eje x" es '

6, = 0,—30° = 62" -30" = 32"
Asf pues,

F, = F cos 6,- =450 cos 32° = +382 N Resp.
Fy-=F sen 6, =450 sen 32°=+238 N Resp.

Como comprobacién, podemos notar que

F= [FE+F2 = [F24F2 = 21174397 = [3822 42382 = 450N

¢. LafuerzaF expresada en forma vectorial cartesiana para los ejes xy y x 'y ‘se-
ré ' ¢

F=211i + 397j N F =382, +238e, N Resp.

PROBLEMA EJEMPLO

Se aplica una fuerza F a un punto de un cﬁerpo, tal como se indica en la ﬁgui‘a
2-25.

a. Determinar las componenteé escalares x, y, z de la fuerza.
b. Expresar la fuerza en forma vectorial cartesiana.

X y,,
SOLUCION "‘?f
a.  Elmédulo F de la fuerza es 1500 N. Asf pues,

F,=Fcos 6,=1500cos 72.0°= +464N - Resp.
F,=F cos 6, = 1500 cos 31,6" = +1278 N Resp.

F, = F cos 6, = 1500 cos 65,0° = +634 N Resp.



\

Como comprobacién, observemos que

F = [F2+F2+F2 = /4642 + 12782 + 6342 = 1500 N

b. La fuerza F expresada en forma vectorial cartesianaes
F=F,i+Fj+Fk=464i + 1278 + 634k N ~ Resp.

PROBLEMA EJEMPLO 2.6

Seaphcaunafuelzal-'aunpunmdeuncuerpoenlaformamdlmdaenlaﬁgura
* 2-26. Determinar :

a. Loséangulos @, 6,y 6,.
b. Las componentes escalares , y, z de la fuerza.

c. La componente rectangular F, de la fuerza segtin la recta OA.
SOLUCION .

a. Loséngulos 6,, 6, y 6,se pueden determinar a partir de la geome.&fa del pa-
: ralelepfpedo de la figura 2-26. La longitud de una de sus diagonales es

d=Jx2+y2+22 = 32442432 = 5831 m

Asf pues,
0, = cos“; = cos“vs,—:a—l- = 590" Resp.
?y = oos"z =.cos 5831 = 46,7° Resp.
0, = cos“% = cos"583] = 59,0° Resp.

b. El modu]o F de la fuerza es 25 kN. Asf pues,

3
F = Fcos 6, -25(5831)-+12,86kN Resp.
o = ’13’ A ‘
F, = Fcos 6, = 25(5831) = +17,15kN : Resp.
F,=Fcos 6, = 25(5831) = + 12,86 kN Resp.

c. Loséngulos 8", 8,y 6’,que forma la direccién n (segiin OA) con los ejes x,
Y y z se puede también determinar a partir de la geometria del paralelepi-
pedo de la figura 2-26. La longitud del segmento OA es :

d' = J(x)2+ (y)2+ ()2 = 32412432 = 4359m

Asf pues, :
\ o 2T 4 i 3 = .
CoTg » ot 4359 w
= ‘IL' = R °
¢ y = o8 = cos i35 359 76,7
- @, = cos'% = cos~!-——— g 46,5°

z " 1359
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El vector unitario e, segtin la recta OA es
e, = cos 6;i + cos 6 + cos Gk = 0,6882i + 0,2294j + 0,6882k
La fuerza F expresada en forma vectorial cartesiana es : -
F = 12,861 + 17,15] + 12,86k
Por tanto,
La=FEie.
(12,86i + 17,15 + 12,86k) - (0,6882i + 0,2294j + 0,6882k)

12,86(0,6882) + 17,15(0,2294) + 12,86(0,6882)
21,64 = 21,6 kN ; Resp.

PROBLEMAS

Determinar las componentes x e y de

2-29* La fuerza representada en la figura P2-29.

F=1000 N

30°

Figura P2-29

2-30" La fuerza representada en la figura P2-30.

F=800N

25%

Figura P2-30

2-31 La fuerza representada en la figura P2-31.

"F=860N
Figura P2-31

2-32  La fuerza representadaen la figura P2-32.

.

F=6,76 kN

Figura P2-32



Determinar (a) Las componentes x e y y (b) las componentes x’ 2-35 Determinar las componentes x e y para cada una de las
ey’ fuerzas representadas en la figura P2-35.

~-11" Para cada fuerza representada en la figura P2-33.

¥
y
F; =500 N
Y
Y
7
>
7
'
7/
>
* 4
2557
/
,/ 450
g
X
N 30°
\\
Ne Figura P2-35
\\
N
N
*\, F2=750N

Figura P2-33

2-36  Determinar las componentes x e y para cada una de las
fuerzas representadas en la figura P2-36.

I~ 74" Para cada fuerza representada en la figura P2-34.

F, =800 N /

: f Figura P2-36

2-37% Se aplica una fuerza a un anclaje tal como se indica en
Figura P2-34 la figura P2-37.5i F =10 kN, 6, = 60", 6,=70"y 6,=237,3"
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a. Determinar las componentes x, y, z de la fuerza.
b. Expresar la fuerza en forma vectorial cartesiana.

Figura P2-37

2-38* Resolver el problema 3-37 para el caso en que F = 15 kN,
6,=75,6,=130"y 6,=43,9".

2-39 Resolver el problema 2-37 para el caso en que F =28 kN,

6,=120%6,=130"y 6,=545".

2-40 Resolver el problema 2-37 para el caso en que F = 36 kN,
\6,‘ =70°,6,=110"y 6,=28,9".

2-41% Se aplica una fuerza de 4000 N a un anclaje en la forma

que se indica en la figura P2-41.

a. Determinar los dngulos 6,, 6,y 6..
b. Determinar las componentes ¥, y, z de la fuerza.
c. Expresar la fuerza en forma vectorial cartesiana.

—

Figura P2-41

AQ

2-42* Se aplica una fuerza de 50 kN a un anclaje segtn se in-
dica en la figura P2-42.

a. Determinar los dngulos 6,, 6,y 6..
b. Determinar las componentes x, y, z de la fuerza.
c. Expresar la fuerza en forma vectorial cartesiana.

,‘\2 m\_,|

Figura P2-42

2-43* Se aplican dos fuerzas a un anclaje segtn se indica en la
figura P2-43. :

a. Determinar las componentes x, y, z de la fuerza F;.

b. Expresar la fuerza F; en forma vectorial cartesiana.

c. Determinar el valor de la componente rectangular de la
fuerza F; segtn la recta soporte de F,.

d. Determinar el 4ngulo a que formam las fuerzas F; y F,.

Figura P2-43




Determinar las componentes , y, z de la fuerza F;.

Expresar la fuerza F, en forma vectorial cartesiana.

¢. Determinar el valor de la componente rectangular de la
fuerza F, segtn la recta soporte de la fuerza F,.

d. Determinar el &ngulo o que forman las fuerzas F; y F,.

2-44* A un anclaje hay aplicadas dos fuerzas tal como se indi-
ca en la figura P2-44.

e

2-45 Seaplican dos fuerzas a un anclaje tal como se indica en
la figura P2-43.

a. Determinar las componentes x, y, z de la fuerza F,.

b. Expresar la fuerza F, en forma vectorial cartesiana.

¢. Determinar el valor de la componente rectangular de la
fuerza F, segtin la recta soporte de la fuerza F;.

2-46  Se aplican dos fuerzas a un anclaje tal como se indica en
la figura P2-44. .

a. Determinar las componentes x, y, z de la fuerza F,.

b. Expresar la fuerza F, en forma vectorial cartesiana.

c. Determinar el valor de la componente rectangular de la
fuerza F, segtin la recta soporte de la fuerza F;.

Figura P2-44

—

2.7 RESULTANTES POR COMPONENTES RECTANGULARES

En los apartados anteriores de este capitulo se ha tratado el empleo de las re-
glas del paralelogramo y del tridéngulo para determinar la resultante R de dos
o més fuerzas coplanarias concurrentes Fy, Fy, F3, ..., F,. La utilizacién de la re-
gla del paralelogramo para la adicién de mds de dos fuerzas resulta larga y en-
gorrosa ya que tal procedimiento exige extensos célculos geométricos y
trigonométricos para determinar el médulo y localizar la recta soporte de la re-
sultante R. Sin embargo, los problemas de este tipo se resuelven con facilidad
utilizando las componentes rectangulares de las fuerzas, estudiadas en el apar-
tado 2-6.

En el caso de un sistema cualquiera de fuerzas coplanarias concurrentes,
como el que constituyen las tres fuerzas representadas en la figura 2-27a, se
pueden determinar las componentes rectangulares Fy, y Fyy, Fp, y By, y F5 y
F;,, tal como se indica en la figura 2-27b. Sumando por separado las componen-
tes x y las componentes y, tenemos

~
I
™M
G|
|

= B B+ B 4 o vl

(B # Epy+ Fy 4 i +Fp)isR

R, = XF, = Fly+F2y+F3y+...+Fny
=(F,y+F2y+F3y+...+Fny)j=Ryj

Segun la regla del paralelogramo

R=R,+R,=Ri+R,j d

49
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Figura 2-28

El médulo R de la resultante se puede determinar mediante el teorema de Pi-
tagoras:

R = JRZ+R? = [(TF,)2+ (TF,)?

El dngulo 6, que forma la recta soporte de la resultante R con el eje x es, segln
puede verse en la figura 2-27c,

R >E
= fanlil e S T
6, = tan R tan SE,

5
El dngulo 6, se puede también determinar, si fuese mas conveniente, mediante
las ecuaciones

33 SF
0 cos“Tx o g, = sen—l—Rl

En las sumas, hay que tener en cuenta el sentido de cada componente asignan-
dole un signo positivo si su sentido es el positivo del eje x o del ejey, y asigndn-
dole el negativo en caso contrario. :

En el caso general de tres o mds fuerzas concurrentes en el espacio, como
las tres representadas en la figura 2-28, se pueden determinar las componentes
rectangulares Fy,, F,, y Fy,; Fy,, FoyyFo yFay, F3y yFayi ..y By, F,, y Fp,. Su-
mando por separado las componentes x, las componentes y y las componentes
z, se tiene

R,=3XF, =F,+F, +F, +..+F,,
(Fiy+ By, + Py #u ¢ FEJ1=R i

R,=ZF, = F,y+F2y+F3y+...+Fny
= (Fyy+Fy+Fy +...+F,)j=Rj
R,=3F, =F,+F, +F, +...+F,,

(FygtFps Byt F k= Rk

La resultante R se obtiene entonces mediante la expresién
R=R;+R,+R, =R, +Rjj+Rk

Una vez conocidas las componentes escalares R,, R,y R,, se podran obtener el
médulo R de la resultante y los d4ngulos 6,, 6,y 0, que forma con los semiejes
de coordenadas positivos mediante las expresiones

R = [RZ+RZ+R?

R
0, = cos~1¥ 0, = cos~1=

——
6, = cos T 3 R 5 R



PROBLEMA EJEMPLO 2.7

51

2.7 RESULTANTES POR

Determinar el médulo R de la resultante de las cuatro fuerzas representadas en COMPONENTES RECTANGULARES

la figura 2-29 y el angulo 6, que forma su recta soporte con el eje x.

SOLUCION

El médulo R de la resultante se determinard utilizando las componentes rectan-

gulares F, y F, de cada una de las fuerzas. Asf,
0 (os40°= -61.28m

F,=60N

F, —-80c0sl40 =-61,28 N Fly—-8()sen140°=+51,42N
=60 cos 110° =-20,52 N Fy, =60 sen 110° = + 56,38 N
F;, =75 cos 45° =+ 53,03 N Fs3,=75sen 45" = + 53,03 N
F4x 90 cos 17° = + 86,07 N Fyy=90sen17’=+2631 N : ,—;
Una vez conocidas las componentes rectangulares de las fuerzas, se obtienen las ——
componentes R, y R, de la resultante mediante las expresiones (a)
; y
Rx 7 ZFX = le+F2x+FSx+P4x
= - 61,28 -20,52 + 53,03 + 86,07 = + 57,30 N
R =YF =F +F, +F, +F R=1957N
y y ly > "2y 73y 4y
= +51,42 + 56,38 + 53,03 +26,31 = + 187,14 N
El médulo R de la resultante es s S
/
R = [R2+R2 = J(5730)2 + (187,14)2 = 195N Resp. ;“"
El éngulo 6, se obtiene a partir de la expresion (b)
Figura 2-29
R ¢
Lok o BT
Ox~ tan R, 15730 73,0 Resp.

- La resultante R de las cuatro fuerzas de la figura 2-29a estd representada en la
figura 2-29b. :

F,=10kN

PROBLEMA EJEMPLO

Determinar el médulo R de la resultante de las tres fuerzas representadas en la
figura 2-30 y los dngulos 6,, 6,y 6, que forma la recta soporte de la resultante con
los semiejes positivos de coordenadas x, v, z.

SOLUCION

Primeramente determinaremos el médulo R de la resultante de las tres fuerzas
representadas en la figura 2-30 y los dngulos F,, F, y F, que forma su recta sopor-
te con los ejes x, y, z. As.lS 20

¢ /’0
F;, =25 cos 26° c05120 =-11,235 kN

Fy, =25 cos 26° sen 120° = + 19,459 kN
F;,=25sen 26° = + 10,959 kN : Figura 2-30
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Fy, =10 cos 60° cos (- 60°) = + 2,500 kN
Fy, =10 cos 60° sen (- 60°) = — 4,330 kN
Fy, =10'sen 60° = + 8,660 kN

F3, =15 cos 16° cos 50° = + 9,268 kN
F3, =15 cos 16° sen 50° = + 11,046 kN
F3,=15sen 16" = + 4,135 kN

Una vez conocidas las componentes rectangulares de las fuerzas, se obtienen las
componentes R, R, y R, de la resultante mediante las expresiones

R, =3F =F +F) +Fy = - 11235+2,500+ 9268 = +0,533 kN .
= +19,459 - (4,330) + 11,046 = +26,175kN
R, = 3F, = F,+F), +F;, = +10959 + 8,660 +4,135 = 23,754 kN

-+

1
+

"
I

El médulo R de la resultante es

R = JR2+R2+R? = /(0,533)2+ (26,175)2 + (23,754)2 = 354kN  Resp.

Los dngulos 6, 6, y 6, se obtienen mediante las expresiones

R +0,533
= cos—1=X = o A eSS Y Resp.
6, = cos R = cos 35.35 89,1 esp
R
R T L
By = cos™ o = co8 3535 = 422
R %
PR R 5% p i
6, = cos R = cos 3535 47,8

Alternativamente, se podria obtener la solucién por métodos vectoriales. Los
vectores unitarios e;, e, y e; asociados a las rectas soporte de las fuerzas F;, F, y
F3, respectivamente, son i :

e; = (cos 26° cos 120°)i + (cos 26° cos 30°)j + (cos 64°)k = — 0,4494i + 0,7784j +,
0,4384k
e, =(cos 60° cos 60°)i + (cos 60° cos 150°)j + (cos 30°)k = 2,500i — 0,4330j + 0,8660k
e3=(cos 16° cos 50°)i + (cos 16° cos 40°)j + (cos 74°)k = 0,6179i + 0,7364j + 0,2756k

Se pueden ahora escribir las fuerzas en forma cartesiana:

F; = Fie; = 25 (- 0,4494i + 0,7784j + 0,4384k) = — 11,235i + 19,460j + 10,960k kN
F, = Fye, = 10 (0,2500i - 0,4330j + 0,8660k) = 2,500 ~ 4,330 + 8,660k kN
Fy = Fye; = 15 (0,6179 + 0,7364j + 0,2756k) = 9,269i + 11,046j + 4,134k kN

La resultante R de las tres fuerzas es
R =F +F,+F, = YF i+ ZPyj + Y F k = 0,534i + 26,176j + 23,754k kN
Una vez determinadas las componentes escalares de la resultante, el médulo y

los dngulos directores se determinan de igual manera que en la primera parte
del ejemplo.



PROBLEMA EJEMPLO 2.9 53
2.7 RESULTANTES POR

COMPONENTES RECTANGULARES
Determinar el médulo R de la resultante de las tres fuerzas representadas en la =
figura 2-31 y los dngulos 6,, 8, y 6, que forma su recta soporte con los ejes de co-
ordenadas x, , z. z

F,=30kN

SOLUCION

Ademds de por el origen de coordenadas, las rectas soporte de F;, F, y F; pasan
por los puntos (3, - 2,5, 3,5), (- 3,- 4,5, 3,5) y (3, 5, 4), respectivamente. Como se
conocen las coordenadas de estos tres puntos del espacio, ser4 facil determinar
los vectores unitarios asociados a las fuerzas mencionadas:

a 3i-25j+3,5k = +0,5721i - 04767 + 0,674k
(3)2+ (-2.5)2+ (35)2

-3i-4,5] +3,5k

e, = = — 0,4657i - 0,6985] + 0,5433k Figura 2-31
N(=3)2+ (-45)2+ (3.5)2

e, = —it3itdk  _ 042431407071+ 05657k
N(3)2+ (5)2+ (4)2

Una vez conocidos los vectores unitarios e;, e, y e, las fuerzas se podrén expre-
sar en forma vectorial cartesiana: ;
F, = Fe, = 20(+0,5721i - 0,4767j + 0,6674k)
+ 11,442 — 9,534j + 13,348k kN
F, = F,e, = 30(- 0,4657i - 0,6985j + 0,5433k) P
- 13,971i - 20,955j + 16,299k kN
F, = Fye; = 40(+ 0,4243i + 0,7071j + 0,5657k)
+16,972i + 28,284j + 22,628k kN

La resultante R de las tres fuerzas es
R=F1+F2+F3=Rri+Ryi+Rzk kN

donde
Rx = ZPI S le+F2x+F3x
= + 11,442 - (13,971) + 16,972 = + 14,443 kN
Ry = ZFy = Fly+P2y+F3y
= —9,534 - 20,955 + 28,284 = — 2,205 kN
Rz=ZFz=Flz+F2:+F3z g
= + 13,348 + 16,299 + 22,628 = + 52,28 kN
Asf pues,
R = + 14,443i - 2,205j + 52,28k kN
El médulo R de la resultante es

= /R3+R§+Rzz

= J(+14,443) 2+ (-2,205)2 + (+52,28)2 = 5428 = 543kN Resp.




54 ‘ T
L = Los éngulos 6 se obtienen mediante las expresiones
SISTEMAS DE FUERZAS i 22 oyy & -

CONCURRENTES R
= Rl ale s AR .
: 6, = cos  Gngcdiin. - 7. e 74,6 Ra_ip. |
: R : 1
= cos1-¥ = cos-1=£2205) _ g5 3 TR |
Oy R T 923 Resp..
R 28
= e R 'lté.z_.— = b3
, = cos™ o = cos 5428 - 15,60 Resp.

PROBLEMAS

Utilizar el método de las componentes rectangulares para re- 2-49 Las tres fuerzas representadas en la figura P2-49.
solver los problemas siguientes. Determinar el médulo R de la
resultante y el 4ngulo 6, que forma su recta soporte con el eje x.

2-47* Las tres fuerzas representadas en la figura P2-47.
P gur

Figura P2-49

F3; =750
Figura P2-47

2-50 Las tres fuerzas representadas en la figura P2-50.

2-48* Las tres fuerzas representadas en la figura P2-48.

F3 =4 kN
Figura P2-48 Figura P2-50



2-51* Las tres fuerzas representadas en la figura P2-51. 2-54 Las cinco fuerzas representadas en la figura P2-54.

F3=150N

Figura P2-51

2-52* Las cuatro fuerzas representadas en la figura P2-52. F;=80N

’

Figura P2-54

Utilizar el método de las componentes rectangulares para re-
solver los problemas siguientes. Determinar el médulo R de la-
resultante y los dngulos 6,, 6, y 6, que forma su recta soporte
con los semiejes positivos x, y, z de coordenadas.

2-55* Las tres fuerzas representadas en la figura P2-55.

Figura P2-52

2-53 Las cuatro fuerzas representadaé en la figura P2-53.
F, =50 kN Fy=35kN

F3=600 N

F3=20kN

Figura P2-53 Figura P2-55
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2-56  Las tres fuerzas representadas en la figura P2-56. ' 2-59 Las tres fuerzas representadas en la figura P2-59.

Figura P2-56

2-57* Las tres fuerzas representadas en la figura P2-57. Figura P2-.59

2-60 Las tres fuerzas representadas en la figura P2-60.

Figura P2-57

s

2-58*| Las tres fu tadas en la fi P2-58.
7 erzas representadas en la figura

Figura P2-60

Figura P2-58
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RESUMEN

Se define la fuerza diciendo que es la accién de un cuerpo fisico sobre otro.
Como tal interaccién puede tener lugar cuando haya contacto entre los cuer-
pos o cuando estén separados fisicamente, las fuerzas se clasifican en fuerzas
superficiales o de contacto (un empuje o una traccién que se ejerzan por me-
dios mecénicos) y fuerzas mésicas (atraccién gravitatoria terrestre). Las carac-
teristicas de una fuerza son su médulo, su direccién y sentido y su punto de
aplicacién. Como para caracterizar la fuerza son necesarios el médulo la direc-
cién y el sentido y como las fuerzas se suman mediante la regla del paralelo-
gramo, las fuerzas son magnitudes vectoriales. Varias fuerzas que puedan
tratarse conjuntamente constituyen un sistema de fuerzas.

Las componentes de una fuerza son todo sistema de fuerzas que puedan
combinarse mediante la regla del paralelogramo para reproducir la fuerza ori-
ginal. En la mayoria de los problemas técnicos, las componentes rectangulares
(mutuamente ortogonales) de una fuerza suelen ser mds ttiles que las compo-
nentes oblicuas. Las tres componentes rectangulares de una fuerza F en el es-
pacio son F,, F, y F, y estdn dirigidas segtin los ejes de coordenadas x, y y z,
respectivamente. La fuerza F y sus componentes escalares F,, F, y F, se pueden
escribir en forma vectorial cartesiana utilizando los vectores unitarios i, j y k
dirigidos en los sentidos positivos de los ejes de coordenadas x, y y z, respecti-
vamente, de la manera siguiente:

F=F+F +F, = Fi+Fj+Fk
= Fcos 6,i+Fcos 6,j+F cos 6,k (2-3)

donde las componentes escalares F,, F, y F, estn relacionadas con el médulo,
direccién y sentido de la fuerza F mediante las expresiones .

F,. = Fcos 6, F, = Fcos 6, F, = Fcos 6,
F = ’P}+F;+Fzz (2-4)
F
= -1 = -1_Y - w13
6, = cos T 6, = cos T 6, = cos F
cos? 6, + cos? By+cos2 6,=1

La componente rectangular de una fuerza F segtin una direccién arbitraria n se
puede obtener mediante el producto escalar de dos vectores. Asf, si es e, un
vector unitario cuya direccién sea n, el médulo de la componente rectangular
F, de la fuerza F es '

F"=F-en=(in+ij +sz)'e,,
Si los dngulos que forma la direcci6én 7 con los ejes x, y, z son 6/, 0,y 6, se

-podré escribir el vector unitario e, en la forma vectorial cartesiana

e, = cos ' + cos 8'j + cos 6k
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58 Asi pues, ekmédulo de la fuerza F,, serd

SISTEMAS DE FUERZAS | , o E 4 . ; r il
CONCURRENTES F,=F-e,=F,cos 8, +F,cos 8, +F, cos 0, (2-5)

La componente rectangular F, de la fuerza F tiene por expresién vectorial car-
tesiana : :

F,=(F-e,)e,=F,e,=F,(cos i + cos 6')j + cos 6"k) (2:7)
El dngulo & que forma la recta soporte de la fuerza F con la direccién n se de-

termina utilizando la definicién de componente rectangular de una fuerza (F,
=F cos a=F-e,). Asi pues,

F-e ) {
F I = cos-l—F! © (2-8)

a = cos~!

‘Una fuerza tnica R, llamada resultante, producird sobre un cuerpo el mismo
efecto que un sistema de fuerzas concurrentes. La resultante puede determi-
narse sumando las fuerzas mediante la regla del paralelogramo; sin embargo,
este procedimiento resulta muy engorroso cuando el sistema estd constituido
por mds de dos fuerzas. La resultante también puede obtenerse utilizando
componentes rectangulares de las fuerzas. En el caso general de dos o méds
fuerzas concurrentes en el espacio,

R, =3YF =R R, = IF, = Rj R,=3F, =Rk

El médulo R de la resultante y los éngulos 6,, 6, y 6, que su recta soporte forma
con los semiejes positivos de coordenadas son

R = JRZ+RZ+R?

- -1_% . -1_Y - -~1_2
Gx—cos_R Gy—cos o 6, = cos R

PROBLEMAS DE REPASO

2-61* A.un automévil detenido se aplican tres fuerzas tal 2-62* Sobre una avioneta en vuelo se ejercen, en la forma que

como se indica en la figura P2-61. Determinar el médulo de la se indica en la figura P2-62, cuatro fuerzas: su peso (W), el em-

fuerza F; y el médulo de la resultante R si la recta soporte de puje que le proporciona el motor (Fy), la fuerza de sustentacién

ésta tiene la direccién del eje x. de las alas (F;) y la resistencia que opone el aire al movimiento
(Fp). Determinar la resultante de las cuatro fuerzas y su recta
soporte respecto al eje de la avioneta.

F;=250N

F;=150N

W =25kN

Figura P2-61 Figura P2-62




2-63 Las barras A y B soportan una placa en la forma que se 2:65* Se aplica una fuerza de 500 N al poste de la figura P2-65.
indica en la figura P2-63. A la placa se aplica, mediante un pa- Determinar
sador liso, una fuerza F; de 600 N y una fuerza F, de 800 N. o i Al Coingicamiien oy Husa.

a. Determinar los médulos de las fuerzas F, y Fg si es nula la b. Los valores de las componentes u y v de la fuerza.
resultante R de las cuatro fuerzas que se ejercen sobre la
placa. -
b. Sise rompe la barra A, determinar el médulo de la fuerza
Fp y el dngulo de inclinacién de la barra B respecto al eje x
si la resultante R de las tres fuerzas restantes es nula.

FA—x Figura P2-65

F; =600 N
Figura P2-63

2-66* Se aplican dos fuerzas F, y F, a un anclaje, como se in-
dica en la figura P2-66. Determinar

2-64  Seusan tres cables para arrastrar un fardo pesado sobre a. El'médulo, direcci6n y sentido (4ngulo 6,) de la resultante

una superficie horizontal, segtin se indica en la figura P2-64. La R de las dos fuerzas.

resultante R de las fuerzas tiene por médulo 2800 N y su recta b. Los médulos de las otras dos fuerzas F, y F, que tendrfan
soporte tiene la direccién del eje x. Determinar los médulos de la misma resultante. :

las fuerzas F; y F3.

Figura P2-64 Figura P2-66

~



2-67 A un punto de un cuerpo se aplican dos fuerzas en la 2-68 Al bloque de anclaje de la figura P2-68 se aplican tres

forma que se indica en la figura P2-67. Determinar fuerzas mediante cables. Determinar
a. Elmédulo, direccién y sentido (éngulos 6,, 6,y 6,) de la re- a. Elmédulo, direccién y sentido (4ngulos 6,, 6,y 6,) de la re-
sultante R de las dos fuerzas. ; sultante R de las tres fuerzas. :
b. El médulo de la componente rectangular de la fuerza F; se- b. El'médulo de la componente rectangular de la fuerza F, se-
gun la recta soporte de la fuerza F,. gun la recta soporte de la fuerza F,.
c. Eléngulo a que forman las fuerzas F, y F,. c. Eldngulo o que forman las fuerzas F; y F,.
z
Z
\ .
\ .
\ 3
4 A
\ A

Figura P2-67 Figura P2-68
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Los principios del equilibrio de un
punto son suficientes para determinar
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ESTATICA DEL PUNTO

3.1 INTRODUCCION

En el capitulo 1 se defini6 la Estdtica diciendo que era la rama de la Mecénica
del cuerpo rigido que trata de los cuerpos sometidos a un sistema de fuerzas
equilibrado (en el que la resultante de todas las fuerzas que se ejercen sobre el
cuerpo es nula) y que por tanto se encuentren en reposo o en movimiento rec-
tilineo y uniforme.

Un cuerpo de dimensiones despreciables se dice corrientemente que es un
punto. En Mecdnica, cuerpos grandes o pequefios pueden ser considerados
como puntos cuando su tamafio y forma no tengan efecto alguno sobre la res-
puesta del cuerpo a un sistema de fuerzas. En tales condiciones, la masa del
cuerpo se puede suponer concentrada en un punto. Por ejemplo, la Tierra pue-
de considerarse punto material en los estudios de su movimiento orbital, ya
que el tamafio de la Tierra es insignificante frente al tamafio de su érbita y la
forma de la Tierra no influye en la descripcién de su posicién ni en la accién de
las fuerzas a ella aplicadas.

Como en un cuerpo que se considera punto material se supone que la masa
estd concentrada en un punto y que puede prescindirse de su forma y tamario,
dicho cuerpo podrd estar sometido solamente a un sistema de fuerzas concu-
rrentes. La primera ley de Newton del movimiento dice que "en ausencia de
fuerzas exteriores (R = 0), un punto inicialmente en reposo o que se mueva con
velocidad constante (en equilibrio) seguird en reposo o moviéndose con velo-
cidad constante a lo largo de una recta”. Asi pues, serd condicién necesaria
para el equilibrio de un punto:

y -%p g ' (3-1)

Un punto material en equilibrio debe también satisfacer la segunda ley de
Newton del movimiento, la cual puede expresarse mediante una ecuacié
(ec. 1-1) en la forma :

R = 2F = ma (1-1)

Para que se cumplan las dos ecuaciones 1-1 y 3-1, deberd cumplirse
ma=0

Como la masa de un punto material no es nula, la aceleracién de un punto en
equilibrio serd cero (a = 0). Asi pues, un punto en equilibrio que inicialmente
estuviera en reposo seguirfa en reposo y un punto en equilibrio que se moviera
con velocidad constante mantendria dicha velocidad. Por tanto, la ecuacién 3-1
serd condicién necesaria y suficiente para el equilibrio de un punto.

La hip6tesis de punto material es valida en muchas aplicaciones practicas y
nos da, por tanto, un medio para introducir al estudiante, ya en un primer cur-
so de Estdtica, en ciertos problemas interesantes de ingenierfa. Es por esta ra-
z6n que se ha introducido este corto capitulo de Estética (equilibrio) del punto
antes que los problemas mas dificiles asociados al equilibrio del cuerpo rigido
(en los que intervienen los conceptos de momentos y cargas distribuidas).

El sistema de fuerzas que se ejercen sobre un cuerpo en un problema de Es-
tdtica ordinario contiene fuerzas conocidas y desconocidas. Unas y otras deben



identificarse claramente antes de abordar la solucién de un problema concreto.
En el apartado siguiente se describe un método que se emplea corrientemente
para identificar todas las fuerzas que se ejercen sobre un cuerpo en una situa-
cién dada.

3.2 DIAGRAMAS DE SOLIDO LIBRE

Se llama diagrama de sélido libre (DSL) a un esquema o dibujo preparado cui-
dadosamente en el que figure el "cuerpo de interés" separado de todos los cuer-
pos que interactien con él. Una vez seleccionado el cuerpo de interés, habra
que determinar y representar en el diagrama las fuerzas que sobre el cuerpo
considerado ejercen los demds cuerpos. Es importante representar "todas" las
fuerzas que se ejerzan "sobre" el cuerpo de interés. Recordemos también que
"una fuerza no puede existir a menos que exista un cuerpo que la ejerza." Fre-
cuentemente, el estudiante pasa por alto y omite una fuerza del diagrama de
sélido libre o en él representa una fuerza cuando no hay presente ningun cuer-
po que la ejerza.

El nimero de fuerzas en un diagrama de sélido libre se determina obser-
vando el niimero de cuerpos que ejercen fuerzas sobre el cuerpo de interés. Es-
tas fuerzas pueden ser fuerzas de contacto o fuerzas mdsicas. Una fuerza
madsica importante es la atraccién que la Tierra ejerce sobre un cuerpo (peso del
cuerpo).

Toda fuerza conocida se representara en el diagrama de sélido libre con su
modulo, direccién y sentido correctos. Para los médulos de las fuerzas desco-
nocidas se utilizaran simbolos literales. Si una fuerza tiene una recta soporte
conocida pero se desconocen su médulo y sentido, se supondr4 este tiltimo. El
sentido correcto quedard claro cuando se despeje el médulo desconocido. Por
definicién, el médulo de una fuerza siempre es positivo; por tanto, si la solu-
cién diera un médulo negativo, ello significarfa que el sentido de la fuerza es
el opuesto del que se le supuso en el diagrama de sélido libre.

Si se desconocen el médulo y la direccién de una fuerza que se ejerza sobre
el cuerpo de interés (como sucede en el caso de la reaccién de un pasador en
una estructura conectada por pasadores), suele ser conveniente representar las
dos componentes rectangulares de la fuerza en el diagrama de sélido libre en
vez de representar dicha fuerza. De esta manera, trabajaremos con dos fuerzas
de médulo desconocido pero de direccién conocida. Una vez determinadas las
dos componentes rectangulares de la fuerza, se podran hallar ficilmente el m6-
dulo y direccién de ésta. No obstante, no hay que representar en un mismo
diagrama la fuerza de médulo desconocido y taimbién sus componentes rectan-
gulares. :

La palabra libre en el nombre "diagrama de sélido libre" resalta la idea de
que se han suprimido todos los cuerpos que ejercen fuerzas sobre el cuerpo de
interés y se han sustituido por las fuerzas que ejercen. En el diagrama de sélido
libre no se han de dibujar los cuerpos suprimidos junto con las fuerzas que ejer-
cen. A veces puede ser conveniente indicar, mediante lineas de trazos, los con-
tornos de los cuerpos suprimidos, a fin de visualizar las caracteristicas
geométricas y especificar las dimensiones necesarias para la solucién del pro-
blema.

Al dibujar el diagrama de sélido libre de un cuerpo dado, se efecttian ciertas
hipétesis acerca de la naturaleza de las fuerzas (reacciones) que otros cuerpos
ejercen sobre el cuerpo de interés. Dos hip6tesis comunes son las siguientes:
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I, Silasuperficie de contacto a la que un cuerpo aplica a otro una fuerza tie-
ne una rugosidad pequefia, puede suponerse que es lisa (exenta de roza-
miento) y por tanto la accién (o la reaccién) de un cuerpo sobre el otro
estard dirigida normalmente a la superficie de contacto.

Un cuerpo cuya resistencia a la flexién sea pequefia, tal como los hilos,
cuerdas, cadenas o similares, se puede considerar perfectamente flexible y
por tanto, la traccién de un tal cuerpo sobre otro estard dirigida segtn el
eje del cuerpo flexible.

N

Se estudiardan muchas hipétesis adicionales en el apartado 6.2.2 del capitulo re-
ferente al equilibrio de cuerpos rigidos, donde se considera el tema de la idea-
lizacién de apoyos y conexiones.

El término "cuerpo de interés" utilizado en la definicién de diagrama de s6-
lido libre puede significar cualquier parte definida de una estructura o maqui-
na, tal como un anclaje en una armadura de puente o una biela en un motor de
automévil. El cuerpo de interés también puede estar compuesto por un grupo
de cuerpos fisicos unidos entre si (considerado como un cuerpo), tal como todo
un puente o un motor completo.

Nunca se apreciard suficientemente la importancia de dibujar el diagrama
de sélido libre antes de abordar la resolucion de un problema de Mecénica.
Para construir un diagrama de sélido libre completo y correcto podemos se-
guir un método constituido por los cuatro pasos siguientes:

La aplicacién de estos cuatro pasos a cualquier problema de Estatica o Di-
ndmica conduciré a un diagrama de sélido libre correcto, que es el primer paso
esencial para la resolucién de todo problema.

El diagrama de sélido libre constituye el "mapa de carreteras" para escribir
las ecuaciones de equilibrio. Toda ecuacién de equilibrio debe apoyarse en un
diagrama de sélido libre completo y dibujado adecuadamente. Los simbolos
utilizados en las ecuaciones de equilibrio deben ser iguales a los utilizados en



el diagrama de sélido libre. Por ejemplo, deber4 utilizarse A cos 30° y no A, si
se utiliza A para representar una fuerza de direccién conocida (30° respecto al
eje x) en el diagrama de sélido libre.

3.3 EQUILIBRIO DE UN PUNTO

En el apartado 3.1 se indic6 que en Estética se utiliza el término "punto"” para
describir un cuerpo cuando su forma y tamafio no afecten de manera aprecia-
ble ala solucién del problema en consideracién y cuando pueda suponerse que
su masa estd concentrada en un punto. Si se considera la masa, al cuerpo es
mads correcto llamarle "punto material". A consecuencia de lo anterior, resulta-
ba que un punto sélo puede estar sometido a un sistema de fuerzas concurren-
tes y que la condicién necesaria y suficiente para su equilibrio se puede
expresar matemadticamente escribiendo

R=2ZF=10 (3-1)
donde XF es el vector suma de todas las fuerzas que se ejercen sobre el punto.

3.3.1 Problemas bidimensionales

En el caso de fuerzas coplanarias (en el plano xy) y concurrentes, la ecuacién
3-1 se puede escribir en la forma

R=R,+R, =R,+R, =0
Ri+Rj=R,e, +Re, =0
= Zin+):ij = XF,e,+XFe, =0 (3-2)

La ecuacién 3-2 se satisface solamente si
=Ri=ZXZFi=0
= Ryj = Eij =0

=Ren=ZF"en=0

RX
By
Rﬂ n

R, =R, =2XFe, =0

En forma escalar, estas ecuaciones se convierten en

R,=ZF, =0
R =2XZF =0
¥ Y (3-3)
R, = ZF, = 0
R, = ZF, = 0

Es decir, la suma de las componentes rectangulares segtin una direccién cual-
quiera debe ser nula. Aun cuando esto pueda sugerir que da un niimero infinito
de ecuaciones, no mds de dos serfan independientes. Las restantes ecuaciones
se podrian obtener mediante combinaciones de las dos ecuaciones indepen-
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F; =40 kN
(a)

Fy =40 kN
(b)

Figura 3-1

dientes. No obstante, a veces es conveniente utilizar como ecuaciones indepen-
dientes XF, = 0 y ZF, = 0, envezde XF, = 0 y XF, = 0 (v. ejemplo 3-1).

Las ecuaciones 3-3 se pueden utilizar para determinar dos magnitudes in-
cégnitas (dos médulos, dos pendientes, 0 un médulo y una pendiente). En los
ejemplos siguientes se ilustra el procedimiento.

PROBLEMA EJEMPLO 3.1

En la figura 3-1a puede verse el diagrama de sélido libre de un punto sometido
a cuatro fuerzas. Determinar los médulos de las fuerzas F, y F, que hagan que
el punto esté en equilibrio.

SOLUCION

El punto estd sometido a un sistema de fuerzas coplanarias concurrentes. Las
condiciones necesarias y suficientes para el equilibrio vienen dadas por las ecua-
ciones 3-3en la forma XF, = 0 y ZFy = 0. Aplicando estas ecuaciones, y uti-
lizando el diagrama de sélido libre de la figura 3-1a, se tiene

+-2F = Fia#+Fp+Fy +F, =0

= F, cos 60°+F2 cos 30° — 40 cos 56° — 10 cos 15° = 0
= 0,5000F, +0,8660F, — 22,37 - 9,659 = 0

de donde
F, +1,732F, = 64,06 @
+T2Fy =F +Fy +Fy +F, 20
= F, sen 60° + F, sen 30° - 40 sen 56° + 10 sen 15° = 0
= 0,8660[-'1 + 0,50001-’2-33,16 +2,588 =0

de donde
F, +0,5774F, = 3530 b

Resolviendo el sistema constiﬁﬁdo por las ecuaciones a y b se tiene

F;=209kN o et
F,=249kN - Resp.

De otra manera, sumando fuerzas en una direccién n perpendicular a la recta
soporte de la fuerza F,, como se indica en la figura 3-1b se tiene

BR ZF,' =F,+Fy +F, =0
= F, sen 30° — 40 sen 26° + 10 sen 45° = 0

. dedonde
! F, = 20,93 = 209kN ' Resp.
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3.3.2 Problemas tridimensionales

En el caso de un sistema tndlmenswnal de fuerzas concurrentes, se puede es-
cribir la ecuacién 3-1 en]aforma

R=2XF=0
=R,+R,+R, =0
=Ri+Rj+Rk =0
= ZFi+2XFj+ZFk = 0 - G4



La ecuacidn 3-4 se satisface sélo si

R, = R,i=XFi

X

Ry = Ryj = Zij

R,=Rk=2Fk=0

]
]

]
<
w
)

En forma escalar, estas ecuaciones dan

R, = ZE =0
Ry = Zry =0 (3-6)
R, = 2F, =0

Las ecuaciones 3-5 y 3-6 se pueden utilizar para determinar tres magnitudes
mcognitas (tres médulos, tres pendientes o cualquier combinacién de médulos
¥ pendientes en niimero de tres). En los ejemplos siguientes se ilustra el proce-
dimiento. El ejemplo 3-5 ilustra el método escalar de solucién de un problema
widimensional. El ejemplo 3-6 ilustra el método vectorial de solucién de un
problema semejante.

PROBLEMA EJEMPLO 3:5

En la figura 3-5 puede verse el diagrama de s6lido libre de un punto sometido a-
la accién de cuatro fuerzas. Determinar el médulo de la fuerza incégnita F, y los
angulos que forma con los tres ejes de coordenadas si el punto esté en equilibrio.

SOLUCION
Las condiciones necesarias y suficientes para el equilibrio de un punto sometido
a un sistema tridimensional de fuerzas concurrentes vienen dadas por las ecua-
ciones 3-6 en la forma

R, =ZF =0 Ry=):Fy‘=0 R,=2F, =0

Las componentes escalares de cada una de las fuerzas representadas en el
diagrama del sélido libre son

Para F;:
F.=0
Fly = O
F,, = 200N
Para Fy:
5y = (1/4/10) (250) = 79,06 N
by = (3/4/10) 250) = 2372N
FZz =9
Para Fy:
F31 =0
F3y = 150 cos 60° = 750N
F,, = 150 sen 60° = 1299N

71
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— Asi pues,
R, = XF, = Fi,+F, +F, +F, = 0+79,06+0+F, =0

: F, =-7906N
Ry = ZFy = F|y+F2y+F3y+F4y = 0+237,2+75+F4y =0
_ F,, = -3122N
R, = ZF, = F,+F),+Fy +F, = ~20040+1299+F, =0
F, = 701N

Una vez conocidas las componentes rectangulares de la fuerza F,, se pueden uti-
lizar las ecuaciones 2-2 para determinar el médulo y los dngulos que forma di-
cha fuerza con los ejes de coordenadas. As, !

F = JF2 + Raaly

= J(-79,06)2 + (-312,2) 2+ (70,1) 2

= 3296 = 330N Resp.
B
o top) 8 L 1906 .
6, = cos s cos 3206 - 103,9 Resp.
6, = cos! o cos-1 3122 _ 169 3¢ Res
y | g SN i
S s el ] o 5
0, = cos —F4 = cos 3296 71,7 Resp.

Un bloque esté suspendido de un sistema de cables tal como se indica en la figura
3-6a. El peso del bloque es 500 N. Determinar las tensiones de los cables A, B Y

C(-1,2,1,8,09)
-

Figura 3-6

SOLUCION

En la figura 3-6b se ha representado el diagrama de sélido libre del punto D de
unién de los cables. Este diagrama muestra que dicho punto D est4 sometido a
un sistema tridimensional de fuerzas concurrentes en donde son incégnitas las
tres tensiones Ty, Ty y Tc de los cables. En dicho diagrama de s6lido libre se se-



fialan las coordenadas de los puntos soportantes de los cables en formato (x, y, 73
z) para ayudar a escribir las ecuaciones vectoriales de las tensiones de los cables. 3.3 EQUILIBRIO DE UN PU NTO
Las condiciones necesarias y suficientes para el equilibrio del punto vienen da-
das por la ecuaci6n 3-4 en la forma

R=2F=T,+T;+T.+W =0

Las tensiones de los cables y el peso del bloque se pueden expresar en forma vec-
torial cartesiana de la manera siguiente:

12i - 1,5 + 2.4k . ?
=T —1—] = T,(0,3904i — 0,4880j + 0,7807k)
A[ Jo.45 & !

~18i-21j+21k s .
T ____1__] = Ty(-0,5183i-0,6047j +0,6047k)  (a)
”[ 12,06 G ;
T [—1,2i+1,81'+0,9k]
c

J5.49

m'-l :x:-i
I I

-
O
]

T (- 0,5121i +0,7682j + 0,3841k)
W = -500k :
Sustituyendo las ecuaciones a en la ecuacién 3-4 se tiene
R = (0,3904T ,-0,5183T 5 -0,5121T ) i
+ (- 0,4880T 4, - 0,6047T 5 +0,7682T ) j
+ (0,7807T 4 +0,6047T 5 + 0,3841T - - 500) k = 0 (b)

Como, para que la resultante R sea nula, deben ser nulas las distintas componen-
tes de la ecuacién b, se deberén satisfacer las ecuaciones siguientes:

0,3904T , - 0,5183T5 —0,5121T¢ = 0
—0,4880T , - 0,6047T; +0,7682T = 0
0,7807T , +0,6047T +0,3841T = 500

La solucién de este sistema de ecuaciones da

T,=459N Resp.
Tp=324N Resp.
Tc=317N Resp.
PROBLEMAS
*  Determinar los médulos de las fuerzas F, y F; que ha- 3-2* Determinar los médulos de las fuerzas F; y F; que ha-
zan que esté en equilibrio el punto de la figura P3-1. gan que esté en equilibrio el punto de la figura P3-2.
[
4 F2 =5 kN
F, F3
60° Fy=8kN =
F, =300 N & X
:’ X =]
45° o
F3 F4

Figura P3-1 Figura P3-2



3-3  Determinar los médulos de las fuerzas F; y F, que ha- 3-6* Determinar el médulo y el 4ngulo director 0 de la fuer-
gan que esté en equilibrio el punto de la figura P3-3. za F; que hagan que esté en equilibrio el punto de la figura P3-6.

F,=7kN
Fy=12kN

Figura P3-6

Figura P3-3
3-7  Determinar el médulo y el 4ngulo director 6 de la fuer-

za F4 que hagan que esté en equilibrio el punto de la figura P3-7.
3-4  Determinar los médulos de las fuerzas F; y F, que ha- W e b 2 B

gan que esté en equilibrio el punto de la figura P3-4.

F, =600 N Figura P3-7

Figura P3-4
3-8 Determinar el médulo y el 4ngulo director 6 de la fuer-

za F, que hagan que esté en equilibrio el punto de la figura

3-5*  Determinar el médulo y el éngulo director 6 de la fuer- P3-8

za F; que hagan que esté en equilibrio el punto de la figura
P3-5.

F,=650 N F3=750 N F3=1000 N
Figura P3-5 ' Figura P3-8
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“* Una esfera homogénea que pesa 50 N se apoya sobre
planos lisos que forman una V segtin se indica en la figura
. Determinar las fuerzas que dichos planos ejercen sobre la
en los puntos de contacto Ay B.

Figura P3-9

* Un bloque de masa 10 kg esté4 en equilibrio sobre una
perficie horizontal lisa por la accién de dos cables flexibles,

iz forma que se indica en la figura P3-10. Determinar la fuer-
= que la superficie horizontal ejerce sobre el bloque y el dngu-
2 gue forma el cable inclinado con la horizontal.

T, =500 N

Figura P3-10

Se utilizan dos cables flexibles A y B para sostener un
iforo que pesa 1100 N en la forma que se indica en la figura
11. Determinar la tensién de cada cable.

b A

Figura P3-11

3-12  Tres cilindros homogéneos lisos A, By C estén apilados

dentro de una caja tal como se indica en la figura P3-12. Cada

cilindro tiene un didmetro de 250 mm y una masa de 245 kg.

Determinar:

a. La fuerza que el cilindro B ejerce sobre el A.

b. Las fuerzas que sobre el cilindro B ejercen, en D y E, las su-
perficies vertical y horizontal.

Figura P3-12

3-13* Tres cilindros homogéneos lisos A, By C estén apilados
en un cangil6n en forma de V, tal como se indica en la figura
P3-13. Cada cilindro pesa 500 N y tiene un didmetro de 125
mm. Determinar el minimo valor que puede tener el 4ngulo 6

para que haya equilibrio.

Figura P3-13

3-14* Las tuberfas de 200 mm de didmetro representadas en
la figura P3-14 tienen, cada una de ellas, una masa de 200 kg.

~
wu



Determinar las fuerzas que ejercen los apoyos sobre las tube-
rias en los contactos A, By C. Supénganse lisas todas las super-
ficies.

Figura P3-14

3-15 Dos tuberias de 25 cm de didmetro y una de 15 cm de
didmetro estdn mantenidas por un bastidor en la forma que se
indica en la figura P3-15. Las tuberias de 25 cm pesan cada una
1500 N y la de 15 cm pesa 875 N. Determinar las fuerzas que el
bastidor ejerce sobre las tuberias en las superficies de contacto
A, By C. Supéngase ausencia de rozamiento.

[ 35 cm gl
Figura P3-15

3-16  Un cuerpo de masa 250 kg pende del sistema de cables
flexibles representado en la figura P3-16. Determinar las ten-
siones de los cables A, B, Cy D.

76

Figura P3-16

3-17* Dos cuerpos que pesan 750 N y 1000 N, respectivam
te, se apoyan sobre un cilindro y estdn unidos por una cue
segtin se indica en la figura P3-17. Hallar las reacciones del
lindro sobre los cuerpos, la tensién de la cuerda y el dngulo
Suponer ausencia de rozamiento en todas las superficies.

Cuerda e L4 W; =1000 N

W, =750 N

Figura P3-17

3-18 Dos cuerpos Ay B que pesan 800 N y 200 N, respecti
mente, se mantienen en equilibrio sobre superficies perpen
culares mediante un cable flexible que los une y que forma
angulo 6 con la horizontal, segiin se indica en la figura P3-1
Hallar las reacciones de las superficies sobre los cuerpos,
tensién del cable y el 4ngulo 6. Suponer ausencia de rozami
to en todas las superficies.




3-21 El punto representado en la figura P3-21 se halla en
equilibrio bajo la accién de las cuatro fuerzas que se indican en
el diagrama de sélido libre. Determinar el médulo de la fuerza
F, y los angulos que forma con los ejes de coordenadas.

F3=25kN
+19¢ El punto representado en la figura P3-19 se halla en ’
eguilibrio bajo la accién de las cuatro fuerzas que se indican en
& diagrama del s6lido libre. Determinar el médulo de la fuerza
F. v los dngulos que forma con los ejes de coordenadas.

5

Posa b s I L e iy W

Figura P3-21

VF,=150N

Figura P3-19 3-22 El punto representado en la figura P3-22 se halla en
equilibrio bajo la accién de las cuatro fuerzas que se indican en
el diagrama de sélido libre. Determinar el médulo de la fuerza

F, y los dngulos que forma con los ejes de coordenadas.
+20* El punto representado en la figura P3-20 se halla en

equilibrio bajo la accién de las cuatro fuerzas que se indican en
< diagrama de sélido libre. Determinar el médulo de la fuerza
E. y los 4ngulos que forma con los ejes de coordenadas.

F; = 60 kN z

—————T
&
T
Z

fmmm————— e ———

Figura P3-20 Figura P3-22
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3-23* Uncilindro de 15 kN pende de un sistema de cables se-
gun se indica en la figura P3-23. Determinar las tensiones de

los cables A, By C.

fmmm—m—E e

Figura P3-23

3-24* El seméforo representado en la figura P3-24 pende de
un sistema de cables. Determinar las tensiones de los cables A,
By C si el seméforo tiene una masa de 75 kg.

78

Figura P3-24

3-25 El disco circular de la figura P3-25 pesa 2,5 kN. De
minar las tensiones de los cables A, By C.

N
=

.

Figura P3-25

3-26  El punto representado en la figura P3-26 se halla
equilibrio bajo la accién de las cuatro fuerzas que se indican
el diagrama de sélido libre. Determinar las tensiones de los
bles A, By C.

. Figura P3-26



3-27* La fuerza F necesaria para mantener la placa de hormi- 3-28* Elfardo representado en la figura P3-28 tiene una masa
gén de 25 kN en el plano xy, tal como se indica en la figura de 500 kg. Determinar las tensiones de los cables A, By C utili-

P3-27, es igual a su peso. Determinar las tensiones en los cables zados para soportarlo.

A, By C utilizados para soportar dicha placa.

Figura P3-27

RESUMEN

En Estdtica, se utiliza la palabra "punto" para designar un cuerpo cuya forma
y tamafio no afecten apreciablemente a la solucién del problema que se consi-
dera y cuando la masa del cuerpo pueda considerarse concentrada en un pun-
to. Cuando la masa deba ser considerada, suele utilizarse el término de "punto
material”. A consecuencia de lo anterior, un punto s6lo podré estar sometido a
un sistema de fuerzas concurrentes y las condiciones necesarias y suficientes
para el equilibrio se pueden expresar matemdaticamente en la forma

R=2ZF=0 (3-1)

El sistema de fuerzas que se ejercen sobre un cuerpo en los problemas ordi-
narios consta de fuerzas conocidas y fuerzas incégnitas. Antes de intentar re-
solver un problema concreto deberdn identificarse unas y otras. El dibujo
preparado cuidadosamente en el que se muestre el "cuerpo de interés" separa-
do de los demds cuerpos interactuantes y al que se hayan aplicado todas las
fuerzas exteriores recibe el nombre de diagrama de sélido libre (DSL). Nunca
se resaltard bastante la importancia de dibujar un diagrama de sélido libre an-
tes de abordar la resolucién de un problema de Mecénica. Para construir un
diagrama de sélido libre completo y correcto, convendr4 seguir los siguientes
pasos:

Figura P3-28
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1. Decidir qué cuerpo o combinacién de cuerpos hay que representar en el
diagrama de sélido libre.

2. Preparar un dibujo o esquema del perfil de este cuerpo aislado o libre.

3. Trazar con cuidado el contorno del cuerpo libre e identificar todas las fuer-
zas que se ejercen por contacto o a distancia por cuerpos que se suprimie-
ron en el proceso de aislamiento.

4. Elegir el sistema de ejes de coordenadas a utilizar en la resolucién del pro-
blema e indicar sus direcciones en el diagrama de sélido libre. Colocar so-
bre el diagrama las dimensiones que sean necesarias para la resolucién del
problema.

En el diagrama de sélido libre deberd representarse toda fuerza conocida
con su médulo, direccién y sentido correctos. Para las fuerzas desconocidas
podréan utilizarse simbolos literales para representar sus médulos. Si de una
fuerza se conoce su recta soporte pero no su médulo y sentido, este tltimo se
podrd suponer. Por definicién, el médulo de una fuerza es siempre positivo;
por tanto, si la solucién diera un médulo negativo, el signo menos indicarfa
que el sentido de la fuerza es el opuesto al que se le supuso en el diagrama de
sélido libre. La mayoria de los ingenieros consideran que un diagrama de s6-
lido libre adecuado constituye la herramienta mds ttil para la resolucién de
problemas de Mecénica.

En el caso de un sistema tridimensional de fuerzas concurrentes, la ecuacién
3-1 se puede escribir en la forma

Ri= XF = Rx+Ry+Rz
=R,i+Rj+Rk
= 2F,i+XFj+XZFk = 0 (3-4)

La ecuacién 3-4 se satisface solamente si

YF =0 ZF, =0 ZF =0 (3-6)

x y z

Las ecuaciones 3-6 pueden utilizarse para determinar tres magnitudes inc6g-
nitas (tres médulos, tres pendientes o cualquier combinacién de tres magnitu-
des entre médulos y pendientes).



PROBLEMAS DE REPASO

-29* Los pesos de los cilindros A, By C de la figura P3-29 son
175N, 275 N y 700 N, respectivamente. Determinar las fuerzas
gue ejercen las superficies horizontal y vertical sobre los cilin-
dros Ay B. Se suponen lisas todas las superficies (no hay roza-
miento).

25 cm
Figura P3-29

3-30* Las masas de los cilindros A y B de la figura P3-30 son
40 kg y 90 kg, respectivamente. Determinar las fuerzas que so-
ore los cilindros ejercen las superficies inclinadas y el médulo,
direccién y sentido de la fuerza que el cilindro A ejerce sobre el
3 cuando ambos cilindros estén en equilibrio. Suponer lisas to-
das las superficies.

Figura P3-30

3-31 Se utiliza un cable continuo para soportar los bloques A
y B segiin se indica en la figura P3-31. El bloque A pende de
una ruedita que puede girar libremente sobre el cable. Deter-
minar el desplazamiento y del bloque A en el equilibrio si los
pesos de los bloques A y B son 250 N y 375 N, respectivamente.

Figura P3-31

3-32 La masa del bloque A de la figura P3-32 es de 200 kg.
Este bloque pende de una ruedita que puede girar libremente
sobre el cable continuo tendido entre los soportes By C. La lon-
gitud del cable es de 43 m. Determinar la distancia x y la ten-
sién T del cable cuando el sistema esté en equilibrio.

k 40m
[

Figura P3-32
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3-33* Elglobo de aire caliente representado en la figura P3-33
estd sujeto por tres cables de amarre. Si el empuje total del glo-
bo es de 3,75 kN, determinar la fuerza que ejerce sobre el globo
cada uno de los tres cables.

D(,0,15) m

Figura P3-33

C3-55 Un seméforo de 375 N esté suspendido entre dos postes
en la forma que se indica en la figura P3-35. Despréciese el peso
de los cables flexibles y represéntese graficamente la tensién de
ambos cables en funcién de la flecha d (0 <d < 2,4 m). Determinar
la minima flecha d para la cual las dos tensiones sean inferiores a:

a. 500N
b. 1250 N
c. 2500N

||= 6m 3m il

ot

Figura P3-35

3-34 A unanillo situado en lo alto de un poste se aplican dos
fuerzas horizontales como se indica en la figura P3-34. El poste
s6lo puede transmitir una fuerza axial compresiva. Para man-
tener en equilibrio al anillo se utilizan dos vientos AC y BC. De-
terminar la fuerza que transmite el poste y las fuerzas en los
dos vientos.

400 N

C(0,0,10) m

Figura P3-34

Problemas para resolver con ordenador

C3-36 Una carga de 50 kg pende de una polea en la forma que
se indica en la figura P3-36a. La tensién del cable flexible no va-
rfa al pasar de un lado a otro de cada una de las poleas lisas y
pequefias y puede despreciarse el peso del cable. Representar
graficamente la fuerza P necesaria para el equilibrio en funcién
dela flecha d (0 £d <1 m). Determinar la minima flecha d para
la cual P sea inferior a:

a. Eldoble del peso de la carga.
b. El cuddruplo del peso de la carga.
c. Ocho veces el peso de la carga.

Repetir el problema suponiendo que la carga esté firme-
mente sujeta a la cuerda, tal como se indica en la figura P3-36b.
(Representar tanto la fuerza P como la tensién T 45 del segmen-
to AB del cable en una misma gréfica.)



(a)

(b)
Figura P3-36

i-37 En el interior de una caja se han apilado tres discos de
acero iguales, tal como se indica en la figura P3-37. Los discos
son lisos y cada uno tiene un peso de 250 N y un didmetro de
30 cm. Representar graficamente las tres fuerzas que se ejercen
sobre el disco C (por el disco A, por la pared y por el suelo) en
funcién de la distancia b que separa las paredes (60 cm <b <90
cm). Determinar el dominio de valores de b para el cual:

+. La fuerza del suelo es mayor que las otras dos.
. Ninguna de las tres fuerzas supera los 500 N.
- Ninguna de las tres fuerzas supera los 1000 N.

Figura P3-37

C3-38 Enelinterior de una caja estdn apilados dos discos lisos
de acero en la forma indicada en la figura P3-38. Las masas y
didmetros de los discos son m,4 = 5 kg, mp =20 kg, d4 = 100 mm
y dg = 200 mm. Representar gréficamente las dos fuerzas que
se ejercen sobre el disco A (por el disco B y por la pared) en fun-
cién de la distancia b que separa las paredes de la caja (200 mm
< b <300 mm). Determinar el dominio de valores de b para el
cual:

a. Lafuerza de la pared es inferior al peso W, del disco A.
b. Ninguna de las dos fuerzas supera a 2W,.
¢. Ninguna de las dos fuerzas supera a 4W,.

Figura P3-38

C3-39 Dos pequeiios bloques estdn unidos por una cuerda
flexible, segtin se indica en la figura P3-39. El radio de la super-
ficie cilindrica lisa es de 45 cm y la longitud de la cuerda es tal
que el dngulo que determinan los dos bloques es de 90°. Repre-
sentar gréficamente el dangulo 6 (que forma con la vertical el ra-
dio correspondiente al bloque 2) en funcién del peso W, (W, <
750 N). Determinar el peso W, para el cual:

a. 6=10°.
b. 6=80".

¢Son estables las posiciones de equilibrio de los apartados
a'y b? (Es decir, si se desplazaran ligeramente los bloques, ;vol-

verian a la posicién de equilibrio o se alejarfan de ella deslizan-
do sobre la superficie cilindrica?)

W,

Figura P3-39



C3-40 Dos pequenias ruedas estan unidas por una varilla rigi-
day de peso despreciable, segtin se indica en la figura P3-40.
Representar gréficamente el dngulo 6 (que forma la varilla con
la horizontal) en funcién del peso W; (W; <10 W,). Determinar
el peso W] para el cual:

a, 6=-50".
b. 6=10°.
c. 8=25".

¢Son estables las posiciones de equilibrio de los apartados
a, by c? (Es decir, si se desplazaran ligeramente las ruedas,

84

¢volverian a la posicién de equilibrio o se alejarian de ella des-
lizando sobre la superficie triangular?

Figura P3-40
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CUERPOS RIGIDOS: SISTEMAS
EQUIVALENTES FUERZA/MOMENTO

(a)

Plano que contienea Fy O
(b)
Figura 4-1 v

4.1 . INTRODUCCION

En el capitulo 2 definfamos la fuerza resultante R de un sistema de dos o més
fuerzas concurrentes F;, F,, ... ,F, diciendo que era la fuerza tinica que produce
sobre un cuerpo el mismo efecto que el sistema de fuerzas original. Cuando es
nula la resultante R de un sistema de fuerzas concurrentes, el cuerpo sobre el
cual se ejerce el sistema de fuerzas est4 en equilibrio y se dice que el sistema de
fuerzas estd equilibrado. En el capitulo 2 se estudiaron métodos para la deter-
minacién de resultantes de fuerzas coplanarias que luego se aplicaron, en el ca-
pitulo 3, al equilibrio de un punto.

En el caso de un cuerpo tridimensional que tenga forma y tamafio defini-
dos, la idealizacién del punto tratada en el capitulo 3 ya no es vélida, en gene-
ral, pues las fuerzas que se ejercen sobre el cuerpo no suelen ser concurrentes.
Para estos sistemas de fuerzas mds generales, la condicién R = 0 és condicién
necesaria pero no suficiente para el equilibrio del cuerpo. Debe entonces cum-
plirse una segunda restriccién relacionada con la tendencia de las fuerzas a ori-
ginar la rotacién del cuerpo y ello conduce al concepto de momento. En este
capitulo se definirdn el momento de una fuerza respecto a un punto y el mo-
mento de una fuerza respecto a un eje y se desarrollardn métodos para hallar
las fuerzas resultantes y los momentos resultantes (pares) de otros cuatro sis-
temas de fuerzas que pueden aplicarse a un cuerpo rigido; a saber,

Sistemas de fuerzas coplanarias paralelas

Sistemas de fuerzas coplanarias, no concurrentes y no paralelas
Sistemas de fuerzas paralelas no coplanarias '
Sistemas de fuerzas no concurrentes, no coplanarias y no paralelas

BN

Las resultantes de estos sistemas de fuerzas se utilizardn posteriormente al
tratar del equilibrio (cap. 6) y del movimiento (cap. 16) de los cuerpos rigidos.

4.2 MOMENTOS Y SUS CARACTERISTICAS

El momento de una fuerza respecto a un punto o respecto a un eje es una me-
dida de la tendencia de la fuerza a hacer girar el cuerpo alrededor del punto o

_del eje. Por ejemplo, el momento de la fuerza F respecto al | punto O (fig. 4-1a)

es una medida de la tendencia de la fuerza a hacer girar al cuerpo alrededor
del eje AA. La recta AA es perpendicular al plano que contiene a la fuerza F y
_al punto O.

El momento tiene médulo, direccién y sentido y se suma de acuerdo con la
regla de adicién del paralelogramo; por tanto, es una magnitud vectorial. El
médulo [M| del momento es, por definicién, el producto del médulo |F| de la
fuerza por la distancia d medida desde la recta soporte de la fuerza al eje. Asi
pues, en la figura 4-1b, el médulo del momento de la fuerza F respecto al punto
O (en realidad respecto al eje AA perpendicular al papel y que pasa por O) es

/\lg{alufv i}' MO = |MOI = |F|d (4'1)
Motem TO ! ;
Al punto O se le llama centro del momento, a la dlstanaa d brazo del momento
y ala recta AA eje del momento.
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mediante una flecha curva en torno al punto,?segt’m se indica en la figura 4-1b.
Sila fuerza tiende a originar una rotacién en sentido antihorario, se dice que el
momento es positivo, por definicién. Andlogamente, si la fuerza tendiera a ori-
ginar una rotacién en el mismo sentido que el de las agujas del reloj, el momen-
to serd negativo, por definicién.

Como el médulo del momento de una fuerza es el producto del médulo de
la fuerza por una longitud, la expresién dimensional del momento ser4 FL. En
el U.S. Customary System, las unidades que se utilizan corrientemente para el
momentosonlalb - ftylalb-in. obienin. - Ib, ft- Ib y ft - kip. En el sistema SI,
las unidades que se utilizan corrientemente para medir momentos son el N - m,
kN - m, etc. En primer lugar puede expresarse la unidad de fuerza o la de lon-
gitud; esto no tiene mayor importancia.

En los ejemplos siguientes se ilustra el método a seguir para determinar
momentos en los problemas bidimensionales sencillos (fuerzas coplanarias en,
p-€j., el plano xy).

PROBLEMA EJEMPLO 4.1

Se aplican tres fuerzas a la barra representada en la figura 4-2. Determinar

a.  El momento de la fuerza F, respecto al punto E.
b.  El momento de la fuefza Fy respecto al punto A.
c.  El momento de la fuerza Fj, respecto al punto B.

SOLUCION

El médulo de un momento respecto a un punto cualqmera O se puede determi-
nar utilizando la ecuacién 4-1. Asf pues,

= |MO| = |Fld
- Mg = |F,|dg,, = 100(10) = 1000 N-m
M = 1000N-m\ Resp.
b. M, = [Fgld,; = 200(12) = 2400 N-m
M, = 2400 N -m\ Resp.
C Mg = |FD|dB/D = 300(14) = 4200 N - m

Mp = 4200 N-m/ Resp.

\ El sentido del momento en un problema bidimensional se puede especificar’
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4.2 MOMENTOS Y SUS
CARACTERISTICAS

Fp=300N
Figura 4-2



ml TR oo PROBLEMA EJEMPLO 4.2
( RPOS RIGIDOS: SISTEMAS

EQUIVALENTES FUERZA/M( O Se aplican cuatro fuerzas a una placa en la forma indicada en la figura 4-3a. De-
terminar
Fo=10kN a. El momento de la fuerza Fg respecto al punto A.

b. El momento de la fuerza F respecto al punto B.
c. El momento de la fuerza F respecto al punto A.

SOLUCION

El m6dulo de un momento respecto a un punto cualquiera O se puede determi-
nar utilizando la ecuacién 4-1. Asi, :

M, = M| = [Fld

En este ejemplo, el problema es algo mds complicado a causa de la estructura
geométrica del mismo. En la figura 4-3b puede verse que las distancias de las
fuerzas a los puntos de interés son las siguientes:

d,p = 250 sen 45° = 176,8 mm

- -
Fg=15 kN dg,c = 400 cos 30° = 346,4 mm
d 4,;c = 400 cos 30° - 250 sen 30° = 221,4 mm

a. My = [Fgld,,; = 15(10%)(176,8)(103) = 2,65(10) N-m = 2,65kN -m
M, =265kN-m\ Resp.

b. My = [Fdldy,c = 20(10%)(3464)(10-3) = 693(10%) N-m = 693kN-m

Mg = 693kN-m | Resp.
¢ My = [Fdd,c = 20(103(221,4)(10-3) = 443(10) N-m = 443kN -m
(b M, = 443kN-m| Resp.

Figura 4-3

PROBLEMAS
4-1*  Aun punto de un plano se aplican dos fuerzas en la for- y
ma que se indica en la figura P4-1. Determinar F; =500 N &
a. Los momentos de la fuerza F, respecto a los puntos O, A, B lS_Tc_m 1 !
yC. % A |
b. Los momentos de la fuerza F, respecto a los puntos O, A, B o I
y C. cm) = !
# F, =300 N}
25 cm) :
|
L 0 Ve 4
k— 30cm ‘4‘720 cm—n[

Figura P4-1



4-2*  Aun punto de un plano se aplican dos fuerzas en la for-
ma que se indica en la figura P4-2. Determinar

a. Los momentos de la fuerza F; respecto a los puntos O, A, B
yC.

b. Los momentos de la fuerza F, respecto a los puntos O, A, B
yC.

gy et 48

i
I
i
I
I
I
i
I
I
300 mm !
I
i
I

*LF2=125N
0 e

175 mmk—250 mm—y)|

Figura P4-2

4-3* A un puntal se aplican dos fiterzas en la forma que se
indica en la figura P4-3. Determinar

a. El momento de la fuerza F, respecto al punto O.
b. El momento de la fuerza F, respecto al punto O.

»F,=25N

Figura P4-3

4-4*  Seaplican tres fuerzas a una placa en la forma que se in-
dica en la figura P4-4. Determinar

a. El momento de la fuerza F, respecto al punto B.
b. El momento de la fuerza F; respecto al punto A.
¢. El momento de la fuerza F, respecto al punto B.

Figura P4-4

4-5  Se aplican tres fuerzas a una placa circular segtin se in-
dica en la figura P4-5. Determinar

a. El momento de la fuerza F, respecto al punto O.
b. El momento de la fuerza F; respecto al punto O.
¢. El momento de la fuerza F, respecto al punto A.

F3=100N

Figura P4-5 i
1



4-6  Se aplican dos fuerzas a una viga tal como se indica en
la figura P4-6. Determinar

a. El momento de la fuerza F, respecto al punto B.
b. El momento de la fuerza F, respecto al punto A.

F-|=8kN

Figura P4-6

4-7* A una placa triangular se aplican tres fuerzas en la for-
ma que se indica en la figura P4-7. Determinar

a. El momento de la fuerza F; respecto al punto C.
b. El momento de la fuerza F, respecto al punto B.
c. El momento de la fuerza F; respecto al punto B.
d. El momento de la fuerza F; respecto al punto E.

F3=400N cm

e F; = 250 N

5cm

i

k 15 cm A
Figura P4-7

4-8* A un soporte se aplican tres fuerzas en la forma que se
indica en la figura P4-8. Determinar

El momento de la fuerza F; respecto al punto B.
El momento de la fuerza F, respecto al punto A.
El momento de la fuerza F; respecto al punto C.
El momento de la fuerza F; respecto al punto E.

en gy

90

\F, =120 N

350 mm———-)L—ZOO mm —¥140 mm

Figura P4-8

4-9  Determinar los momentos de la fuerza de 600 N repre-
sentada en la figura P4-9 respecto a los puntos A, By O.

y
F=600N
Fallr g A’°
1 |
12cm |
I
.
12 cm | =3 | vy
| I
.L O | 1 X
Ok—20 cm—%—20 cm —)

Figura P4-9

4-10 Determinar los momentos de la fuerza de 16 kN repre-
sentada en la figura P4-10 respecto a los puntos 4, By O.

| RN 2 T

100 mm !
A X
Ol—240 mm—-160 mm
Figura P4-10



4.2.1 Principio de los momentos: Teorema de Varignon E o i 93
4.2 MOMENTOS Y SUS
CARACTERISTICAS

Un concepto que se utiliza a menudo para resolver problemas de Mecénica
(Estdtica, Dindmica, Mecdnica de materiales) es el principio de los momentos.
Este principio, aplicado a un sistema de fuerzas, establece que el momento M
de la resultante R de un sistema de fuerzas respecto a cualquier eje o punto es y
igual a la suma vectorial de los momentos de las' distintas fuerzas del sistema
respecto a dicho eje o punto. La aplicacién de este principio a dos fuerzas con- T
currentes se conoce con el nombre de teorema de Varignon. Podemos ilustrar
este teorema utilizando el sistema de fuerzas concurrentes representado en la
figura 4-4, en donde R es la resultante de las fuerzas A y B contenidas en el pla-
no xy. El punto de concurso A y el centro de momentos O son dos puntos cua-
lesquiera del eje y. Las distancias d, a y b son las distancias del centro de 5
momentos a las rectas soporte de las fuerzas R, A y B, respectivamente. Los 4n-
gulos % oy B (medidos a partir del eje x) sitian las fuerzas R, A y B, respecti- g
vamente.

Los médulos de los momentos respecto al punto O de la resultante R y de
las fuerzas A y B son

g

I
I
1
Oaesha - hrosH A
My = Rd = R(h cos 1) Cnps & whzher MR oiws o L
n
M, = Aa = A(h cos @) (osss & -A<hedd Figura 4-4 s
Mg = Bb = B(h cos ) e ‘,_.1 - pehies
"
En la figura 4-4 se ve que
Rcosy = Acos a+Bcos B (b)
Sustituyendo las ecuaciones 4 en la ecuacién b y multiplicando los dos miem-
bros de la ecuacién por & se tiene Y F=500N
WM o= XFo =T
M, =M M,= ATy X (4-2 3m 30°
& JtM, o | \,{ v 4_4( )
La ecuacién 4-2 indica que el momento de la resultante R respecto a un punto e
O es igual a la suma de los momentos respecto a dicho punto O de las fuerzas
AyB.
Los ejemplos siguientes ilustran la aplicacién del principio de los momen- o x
tos.
(@)

PROBLEMA EJEMPLO 4.3

’Deeefminarelmomentorespectoalpuan(enmﬁdad,mpecwalejezque
pasa por O) de la fuerza de 500 N representada en la figura 4-5a.

SOLUCION

A la vista de la figura 4-5b, resulta que la distancia d del punto O a la recta so-
porte de la fuerza F es :

(b)

d = 5c0830°-3sen30" =283 m Figura 4-5

Cos5 3¢ = ’L. A= o5



Asf pues, por la ecuacién 4-1,

\+ M, = -Fd = -500(2,830) = -1415N -m
M, = 415 N-m/ Resp.
De otra manera, el momento respecto al punto O de la fuerza F se puede deter-

minar empleando el principio de los momentos. Los valores de las componentes
rectangulares de la fuerza de 500 N son

F, = F cos 30° = 500 cos 30° = 4330N
F, = Fsen30° = 500 sen 30° = 2500 N
Una vez cogfcigas F, y F,, el momento M es
P

FoXe— txY
L+Mj = F,3)-F(5) = 250,0(3) -4330(5) = -1415N-m

M, = 1415N-m/ Resp.

PROBLEMA EJEMPLO 4.4

Aplicar el principio de los momentos a la determinacién del momento respecto
al punto B de la fuerza de 300 N representada en la figura 4-6a.

4F,
Recta soporte de
_- lafuerza F
F 7
y -
y € £ >
I
= -~ FX
= e
ol il )
4F, L-zoo mm—)‘ d,
" \ 250 mm
//// ‘B
Db ' x
d; ~
(b)
- Figura 4-6
SOLUCION
Los valores de las componentes rectangulares de la fuerza de 300 N son
, = Fcos30° = 300 cos 30° = 259,8 N
= 1500 N

Py = F sen 30° = 300 sen 30°
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\\_,_ MB LEER Px(o'250) B py(ogoo) CARACTERISTICAS
- 259,8(0,250) — 150,0(0,200) = - 95,0 N - m
Mp =950N-m )/ Resp.

Una vez conocidas F, y F,, el momento Mges : AR

El momento respecto a B se puede también determinar deslizando la fuerza F a
lo largo de su recta soporte (principio de transmisibilidad) hasta los puntos C o
D, tal como se indica en la figura 4-6b. En estos dos puntos, una de las compo-
nentes no tiene momento respecto al punto B. Asf, para el punto C,

d, = 250 +200 tan 30° = 365,5 mm

\+ Mg = -F.d, = -259,8(0,3655) = —950 N-m
Mp =950N-m ) Resp.
Para el punto D,
dy = 200+ 250 cot 30° = 633,0 mm
(+Mp = -F,d; = -150, 0(0,633) = -950N-m
M;=950N-m ) Resp.

.

PROBLEMA EJEMPLO 4.5

Se aplican tres fuerzas a una viga en la forma que se indica en la figura 4-7a. De-
terminar los momentos M4;, M4, y M3, respecto al punto A de cada una de las
fuerzas.

SOLUCION
Los valores de las componentes rectangulares (v. fig. 4-7b) de las tres fuerzas son
F,, = F cos45° = 600 cos 45° = 4243 N
F,, = F, sen45° = 600 sen 45° = 4243N
F, = F,cos60° = 750 cos 60° = 3750N
F2y = F, sen 60° = 750 sen 60° = 649,5N
F;, = F5cos30° = 900 cos 30° = 7794 N
F3y = F,sen30° = 900 sen 30° = 450,0 N

Los momentos M, M, y M3 se determinan mediante el principio de los mo-
mentos. Asi, :

\+ My, = F, (6)-F,(3) = 424,3(6)-424,3(3) = 1273N-m
' : Resp.
M,, = 1273N-m|,
|+ My, = F,,(12) - F, (0) = 649,5(12)-375,00) = 7794 N -m i
My, =79%N.m| o+ ®
L+ My = F3,(3)-F3 (9) = 7794(3)-450,009) = -1712N-m Figura 4-7

MA3

1712N-m)  Resp.



PROBLEMAS

Se aplica una fuerza de 300 N a un soporte segtn se in-
dica en la figura P4-11. Determinar el momento de la fuerza
respecto al punto A.

Figura P4-11

112" Se aplica una fuerza de 250 N a un soporte segtin se in-
dica en 1a figura P4-12. Determinar el momento de la fuerza
respecto al punto A.

250

50 N

¥ 210 mm——l‘ F=2
- P 32°,

Figura P4-12

Determinar el momento de la fuerza de 100 N represen-
tada en la figura P4-13

Respecto al punto O.
Respecto al punto A.

T

I

I

I
18 cm
|

I

1A

——————— .
Figura P4-13

4-14  Determinarel momento de la fuerza de 150 N represen-
tada en la figura P4-14

a. Respecto al punto A.
b. Respecto al punto B.

Figura P4-14

4-15* Se aplican dos fuerzas F; y F, a una placa segtn se indi-
ca en la figura P4-15. Determinar

a. El momento de la fuerza F,; respecto al punto A.
b. El momento de la fuerza F, respecto al punto B.



S Figura P4-17

10.cm 4-18  Se aplican dos fuerzas a un anillo segtin se indica en la

Figura P4-15 figura P4-18. Determinar

a. El momento de la fuerza F; respecto al punto A.

15° Seaplican dos fuerzas F, y F, a un puntal segtin se indi- b. Elmomento de la fuerza F, respecto al punto A.

en la figura P4-16. Determinar

El momento de la fuerza F, respecto al punto O.
El momento de la fuerza F, respecto al punto A.

Figura P4-18

Figura P4-16

+17  Seaplican dos fuerzas F y F, a un soporte segtin se in- 4-19* Se aplican dos fuerzas F; y F, a una placa de nudo se-
‘#icz en la figura P4-17. Determinar ’ gitin se indica en la figura P4-19. Determinar

= Elmomento de la fuerza F, respecto al punto B. a. El momento de la fuerza F respecto al punto A.

% Elmomento de la fuerza F, respecto al punto A. b. El momento de la fuerza F, respecto al punto B.
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4-21 Se aplican tres fuerzas Fy, Fz y Fc a una viga segtin
indica en la figura P4-21. Determinar

F] = 2,75 kN
a. Los momentos de las fuerzas F, y F respecto al punto O.
Ey= 3,25 kN b. El momento de la fuerza Fy respecto al punto D.

Figura P4-19

G
30 cm——l‘

4-20* Se aplican dos fuerzas a una viga segin se indica en la Figura P4-21
figura P4-20. Determinar

a. El momento de la fuerza F; respecto al punto A.
b. El momento de la fuerza F, respecto al punto B. 4-22  Se aplican tres fuerzas F;, F, y F3a un soporte segtin

indica en la figura P4-22. Determinar los momentos de c
fuerza respecto al punto B.

F,=25kN

B 50 mm
425 mm ——

600 mm

Figura P4-20

Figura P4-22

4.3 REPRESENTACION VECTORIAL DE UN MOMENTO

En algunos problemas bidimensionales y en la mayoria de los tridimensio
les, no resulta conveniente utilizar la ecuacién 4-1 para la determinacién
mormiento a causa de las dificultades que presenta la determinacién de la di
tancia del centro de momento O a la recta soporte de la fuerza. En tales prob
mas, el cdlculo de momentos se simplifica utilizando un método vectorial.

En la figura 4-1, el momento de la fuerza F respecto al punto O puede
presentarse por la ecuacién

M, = tXF (4-
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Plano que contiene la fuerza F y el punto O

Recta soporte de la fuerza F A

Figura 4-8

Zonde res el vector de posicién (v. apéndice A) que va del punto O al punto A
Ze la recta soporte de la fuerza F, segtin se indica en la figura 4-8. Por defini-
=on, el producto vectorial (v. apéndice A) de dos vectores r y F que se cortan es

M, = rxF = |r]|F| sen ce (4-4)

donde o es el dngulo (0 < < 180°) que forman los dos vectores ry F que se
worian y e es un vector unitario perpendicular al plano que contiene a los vec-
wres ry F. En la figura 4-8 resulta evidente que [r| sen cres igual a la distancia
& Zel centro de momento O a la recta soporte de la fuerza. La figura 4-9 nos in-
‘fica también que esta distancia d es independiente de la posicién A sobre la
m=cia soporte ya que

|r)| sen @, = |r)| sen @, = || sen oy = d
4si pues, la ecuacién 4-4 podrd escribirse en la forma
M, = |F|d e= Fie = Mge ) (4-5)
En la ecuacién 4-5, la direccién y sentido del vector unitario e estdn determina-
dos (v. fig. 4-10) por la regla de la mano derecha (los dedos de la mano derecha

== curvan de manera de llevar el sentido positivo de r sobre el sentido positivo
Ze Fy el pulgar sefiala el sentido de My). Por tanto, la ecuacién 4-5 da tanto el

L B

Figura 4-9
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4.3 REPRESENTACION VECTORIAL DE
UN MOMENTO

Figura 4-10
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Figura 4-11

médulo Mg como la direccién y sentido e del momento M. Es importante no-
tar que en el cdlculo del momento hay que mantener el orden r x F ya que el
orden F x r darfa un momento de sentido opuesto. El producto vectorial no es
una operacién conmutativa.

4.3.1 Momento de una fuerza respecto a un punto

El vector r que va del punto respecto al cual hay que determinar el momento
(llamémosle punto B) a un punto cualquiera de la recta soporte de la fuerza F
(llamémosle punto A) se puede expresar en funcién de los vectores unitarios i,
jy ky de las coordenadas (x4, Y4 2a) ¥ (xp, g zp) de los puntos Ay B, respec-
tivamente. Asi pues, segtn se ilustra en la figura 4-11,

r=1r,p=T,-Tp= (X-Xp)i+ (Ya-yp)i+ (z4—2zpk (4-6)

en donde el subindice A/B indica A respecto a B.

La ecuaci6n 4-3 es aplicable tanto en el caso bidimensional (fuerzas en el
plano xy, por ejemplo) como en el caso tridimensional (fuerzas con orientacio-
nes cualesquiera en el espacio).

Caso bidimensional Consideremos, en primer lugar, el momento M, respecto
al origen de coordenadas (v. fig. 4-12a) de una fuerza F contenida en el plano
xy. La recta soporte de la fuerza pasa por el punto A. En este caso particular (v.
fig. 4-12b)

F = F,i+Fj

y el vector de posicién r que va del origen O al punto A es

1
[ r=ri+rj

El producto vectorial r x F en este caso bidimensional se puede escribir en for-
ma de determinante:

ijk
My =rxF=|r 1 0|= (r.F,-r,F)k = M.k (4-7)
Fe .9
y y
b= hsd
F y y

>
2

I'y= fy] 3

0
Q
<

i
(a) (b)
Figura 4-12




Asi pues, en el caso bidimensional, el momento M respecto al punto Odeuna
Smerza F contenida en el plano xy es perpendicular al plano (estd dirigido segtin
# je z). El momento queda definido por el escalar

Mo = M, = r,F,-1F, (4-8)

= que un valor positivo de My indica tendencia a girar el cuerpo en sentido
antihorario que, en virtud de la regla de la mano derecha, da una orientaciéon
== el sentido del semieje z positivo. Andlogamente, un valor negativo indica
sndencia a girar el cuerpo en el sentido de las agujas del reloj, lo cual exige un
momento en el sentido del semieje z negativo.

Los ejemplos siguientes ilustran la utilizacién del Algebra vectorial para
determinar momentos respecto a un punto en problemas bidimensionales.

PROBLEMA EJEMPLO 4.6

Se aplica una fuerza de 1000 N a la seccién de una viga, tal como se indica en la
figura 4-13. Determinar

a. El momento de la fuerza respecto al punto O.
b. Ladistancia d del punto B a la recta soporte de la fuerza.
SOLUCION

a. Lafuerza Fy el vector de posicién r que va del punto O al punto A se pue-
den expresar asf en forma vectorial cartesiana:

F = 1000 (0,80i + 0,60j) = (800i +600j) N
=Ty0 = (0,100i + 0,200j) m
Segtin la ecuacién 4-7
Ponyk
‘MO =rxF = rx ry 0 = (ery—rny)k = Mzk
E. Fy 0

M, = (r,F,~r,F)k = [(0,100)(600) - (0.200)800)] k

= -100kN-m =100 N-m/ Resp.
b. Elvector de posicién r que va del punto B al punto A es

r=r,; = (0,100i+0350j)m
Mg = (r,F,~r,F)k = [(0,100)(600) - (0.350)(800)] k

—220kN~m=mN-mj
= 220

d='"=— =0220m = 220 mm Resp.

[}
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y
F|=300N 125 mm 125 mm
Fy=500 N
609 /00
250 mm
4=375N
40°

40°

F3=400 N
250 mm

Figura 4-14

PROBLEMA EJEMPLO 4.7

A una placa cuadrada se aplican cuatro fuerzas en la forma que se indica en la
figura 4-14. Determinar los momentos de las distintas fuerzas respecto al origen
O del sistema de coordenadas xy.

SOLUCION

Las cuatro fuerzas y los cuatro vectores de posicion, expresados en forma vecto-

rial cart%slgng\sxop‘los\ %ﬁulentes: sk Vet ¥ ;
F; = (-150,0i + 260,0j) N 140 = (= 125i + 500j) mm
F,= (433,0i + 250,0j) N rg0= (125 + 500j) mm
F; = (- 306,5i — 257,0j)) N rcjo = (= 1251 + 250j) mm
F,= (287,51 +241,0j) N Ipjo= (125i + 250j) mm
Segtin la ecuaci6n 4-7
Toj ok >
M, =rxF=|r1, Ty i = (ery—rny)k=Mzk
E; Fy 0

Mo, = (i Fyy -1y, Fi) k = [(=125)(260,0) - (500)(- 150,0)] k
= 42500k mm-N =425 m- N\’ Resp.
Mo, = (1 Fy, =13, Fp ) k = [(125)(250,0) - (500)(433,0)] k
=-185250k mm-N =185 m-N Resp.
Mgy, = (r3,F;, - T3y F3x) k = [(125)(- 257,0) - (250)(- 360,5)] k
= 108 750k mm - N = 190 m - N Resp.
Moy = (rgFyy—14,Fs) k = [(125)(241,0) —(250)(287,5)] k Ride
=-41750kmm-N=418m-N St

PROBLEMAS

Utilizar la definicién vectorial M = r X F en la resolucién de los 4-24* Determinar el momento de la fuerza de 375 N, repre

problemas siguientes.

sentada en la figura P4-24, respecto al punto O.

4-23* Determinar el momento de la fuerza de 910 N, repre-
sentada en la figura P4-23, respecto al punto O.

<

X

Figura P4-23

Figura P4-24



25 Determinar el momento de la fuerza de 650 N, repre-
da en la figura P4-25

Respecto al punto O.
Respecto al punto B.

y

4cm&{<—6 cm

__73

F=650N
Figura P4-25

*5  Determinar el momento de la fuerza de 725 N, repre-
da en la figura P4-26

Respecto al punto O.
= Respecto al punto B.

w
wn
3

L s
k3,0msk-3,5m

Figura P4-26

+27+ Utilizar el método vectorial para resolver el problema
£15 (pag. 94).

128* Utilizar el método vectorial para resolver el problema
£16 (pag. 95).

:29 Utilizar el método vectorial para resolver el problema
£17 (pég. 95). /

+18 (pag. 95).

+30 Utilizar el método vectorial para resolver el problema

4-31* Utilizar el método vectorial para resolver el problema
4-19 (pég. 95). :
4-32* Utilizar el método vectorial para resolver el problema
4-20 (pég. 96).

4-33  Se aplica una fuerza de 100 N a una barra curva, segin
se indica en la figura P4-33. Determinar el momento de la fuer-
za respecto al punto B.

Figura P4-33

4-34 Seaplica una fuerza de 450 N a un soporte, segtin se in-
dica en la figura P4-34. Determinar el momento de la fuerza

a. Respecto al punto B.
b. Respecto al punto C.

k300 mm |
Figura P4-34

4-35* Utilizar el método vectorial para resolver el problema
4-21 (pég. 96).

4-36* Utilizar el método vectorial para resolver el problema
4-22 (pag. 96). )
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4-37  Seaplica una fuerza de 583 N a un soporte, segtin se in- 4-38  Se aplica una fuerza de 650 N a un soporte, segin
dica en la figura P4-37. Determinar el momento de la fuerza dica en la figura P4-38. Determinar el momento de la fu

a. Respecto al punto D.
h. Respecto al punto E.

- ‘(—12cm

Figura P4-37

a. Respecto al punto D.
b. Respecto al punto E.

Figura P4-38

Figura 4-15

Caso tridimensional El momento M, respecto al origen de coordenadas O
una fuerza F con orientacién espacial (tridimensional) se puede también d
minar utilizando la ecuacién 4-3. En este caso general (v. fig. 4-15), la fue
se puede expresar en forma vectorial cartesiana:

E=Fi+FEj+Fk

y el vector de posicién r que va del origen O a un punto arbitrario A delar.
soporte de la fuerza serd

r=ri+rj+rk

En este caso tridimensional, el producto vectorial r X F se puede escribir en
ma de determinante de la manera siguiente:

7k
M, =rxF=|r, ry Yy
Ex Fy E;
= (rsz—rsz)i+ (r,F,—-r.F)j+ (ery—rny)k
= Mxi+Myj + M,k (44
donde
M, = rsz—rsz
My =y F -1.F, (4-14
M, = ery—rny




son las tres componentes escalares del momento de la fuerza Frespecto al pun-
© O. El médulo [M,,| del momento (v. fig. 4-16) es

Mol = VTV + 2 e
De otra manera, el momento M, se puede escribir en la forma
M, = Mye (4-12)
donde
e = cos 6, i+cos 6, j+cos 6, k (4-13)
Los cosenos directores asociados al vector unitario e son

M, M M
= S 3 2
cos 6, IMOI cos Oy |MO| cos 6, lMol (4-14)

Los momentos obedecen todas las reglas del Algebra vectorial y puede consi-
derarse que son vectores deslizantes cuyas rectas soporte coinciden con los ejes
de momentos.

El principio de los momentos tratado en el apartado 4.2.1 no estd limitado
2 dos fuerzas concurrentes sino que se puede extender a cualquier sistema de
fuerzas. La demostracién para un niimero arbitrario de fuerzas es consecuen-
ca de la propiedad distributiva del producto vectorial. Asf,

M, = rXR
pero
R=F+F,+..+F,
por tanto
M, =rx (F,+F,+...+F))
= (£xF,)) + (rxE;)) +...+ (rxF))
Asi pues,
M, = M; =M, +M,+...+M, (4-15)

La ecuacién 4-15 indica que el momento de la resultante de un ntimero cual-
quiera de fuerzas es igual a la suma de los momentos de las fuerzas individua-
les.

El ejemplo siguiente ilustra la utilizacién del Algebra vectorial para deter-
minar momentos respecto a un punto en problemas tridimensionales.
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PROBLEMA EJEMPLO 4.8

Una fuerza de médulo 840 N estd aplicada a un punto de un cuerpo, segun se
indica en la figura 4-17. Determinar

z a. El momento de la fuerza respecto al punto B.
b. Los dngulos directores asociados al vector unitario e dirigido a lo largo del
275 mm eje de momentos.

c. Ladistancia d del punto B a la recta soporte de la fuerza.

SOLUCION

a. LafuerzaFy el vector de posicién r que va del punto B al punto A se pue-
den escribir en forma vectorial cartesiana:

4 : F = (320i + 440j + 640k) N
r,p = (= 0,175i + 0,025 + 0,550k) m

1o B> La ecuacién 4-9 da, para el momento My
250 mm 175 mm
Figura 4-17 ijk i joo k
Mg =r1,pxF=|r 1 1 |=|_01750025 0,550
E F F. 320 440 640

(-226i+288j-85k) N-m  Resp.

El vector de posxcl(m r también se puede escribir yendo del punto B al pun-
to Oy queda:

top = (= 0,375i-0,250j +0,150k) m
La ecuacién 4-9 da entonces para el momento Mj: -

Tocqole - j k
Mg =ropxF = |1, 1, 1| =1 0375 -0,250 0,15
ko 320 440 640

(-226i+288j-85k) N-m  Resp.

b. Elmédulo del momento Mg se obtiene mediante la ecuacion 4-11. Asf,

M| = M2+ M2+ M2 = /(-226)% + (288) 2+ (-85)% = 3758 N -m

Los dngulos directores se obtienen a partir de las ecuaciones 4-14. Asf,

8: =.cos”] = cos™ p 2208 127,0° Resp.
* |M0| 3758
M 288 -
= cosl i = costli e 2 ,
By cos |Mo| cos 3758 = 40,0 Resp
M -85
= o U SRS el 8 4
6, = cos |M0l cos™ 358 103,1 Resp

c. Ladistancia d se obtiene a partir de la definicién de momento. Asf,
'M|_ 3758

d =l—=

s 7 0,447 m = 447 mm Resp.




4-39* Una fuerza de 600 N estd aplicada a un punto-de un
cuerpo en la forma que se indica en la figura P4-39. Determinar
el momento de la fuerza respecto al punto B.

6 cm
Figura P4-39

4-40* Una fuerza de 850 N estd aplicada a un punto de un
cuerpo en la forma que se indica en la figura P4-40. Determinar
el momento de la fuerza respecto al punto B.

Figura P4-40

4-41  Una fuerza de 480 N estd aplicada a un punto de un
cuerpo en la forma que se indica en la figura P4-39. Determinar
el momento de la fuerza respecto al punto C.

442 Una fuerza de 680 N estd aplicada a un punto de un
cuerpo en la forma que se indica en la figura P4-40. Determinar
el momento de la fuerza respecto al punto C.

4-43* Una fuerza de 580 N estd aplicada a un punto de un
cuerpo en la forma que se indica en la figura P4-43. Determinar

a. El momento de la fuerza respecto al punto B.
b. Los éngylos directores asociados al vector unitario e
dirigido a lo largo del eje del momento.

Figura P4-43

4-44* Una fuerza de 730 N estd aplicada a un punto de un
cuerpo en la forma que se indica en la figura P4-44. Determinar

a. Elmomento de la fuerza respecto al punto B.
b. Los dngulos directores asociados al vector unitario e
dirigido a lo largo del eje del momento.

400 mm

Figura P4-44

4-45 Una fuerza de 870 N estd aplicada a un punto de un
cuerpo en la forma que se indica en la figura P4-43. Determinar

a. El momento de la fuerza respecto al punto C.
b. Los dngulos directores asociados al vector unitario e dirigi-
do a lo largo del eje del momento.



4-46  Una fuerza de 585 N est4 aplicada a un punto de un 4-49  Un codo de tuberia soporta una fuerza en la forma que
cuerpo en la forma que se indica en la figura P4-44. Determinar se indica en la figura P4-49. Determinar el momento de la fuer-

a. El momento de la fuerza respecto al punto C. Ao g

b. Los dngulos directores asociados al vector unitario e dirigi-
do a lo largo del eje del momento.

4-47* Determinar el momento de la fuerza de 580 N represen-
tada en la figura P4-47 respecto al punto B.

Figura P4-49
Figura P4-47 4-50  Unabarra estd doblada y cargada en la forma que se in-
dica en la figura P4-50. Determinar el momento de la fuerza F

4-48* Determinar el momento de la fuerza de 760 N represen- respecto al punto O.

tada en la figura P4-48 respecto al punto B.

z
A
I
: F=760 N
1
|
I
I
Il380mm :
H I
cfima. | 270 mm
L ; t’?.‘ A2} B (

Figura P4-48 : Figura P4-50

4.3.2 Momento de una fuerza respecto a un eje

El momento My, de una fuerza F respecto a un punto O se defini6 mediante el
producto vectorial '

M, = rxF (4-3)

Aun cuando, matemaéticamente, es posible definir el momento de una fuerza
respecto a un punto, tal magnitud no tiene significado fisico en Mecanica por-
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gue los cuerpos giran en torno a ejes (segtn se ve en la figura 4-1) y no alrede-
Zor de puntos. La definici6n vectorial del momento respecto a un punto (ec. 4-3)
solo es un paso intermedio de un proceso que nos permite hallar el momento
mespecto a un eje que pase por el punto. ‘ :

El momento Moy de una fuerza respecto a un eje (la recta OB de la figura
£-18) se puede determinar calculando primeramente el momento M, respecto
2 un punto O del eje (o respecto a cualquier otro punto de dicho eje). Entonces,
& vector momento M, se puede descomponer en una componente M, para-
*la al eje OB y otra M| perpendicular a éste, segtin se indica en la figura 4-19.
St es e, un vector unitario dirigido en la direccién n del eje OB, segtin se indica
en la figura 4-18, sera

Myg =M, = (Mj-e)e,
[(rxF) -e]e, =M,z e, (4-16)

Estas dos operaciones, el producto vectorial r x F del vector de posicién r por
2 fuerza F para obtener el momento M, respecto al punto O, seguida del pro-
ducto escalar My - e, del momento M, respecto al punto O por el vector uni-
%rio e, segun el eje del momento, para obtener el momento My se pueden
efectuar una a continuacién de otra o combinarlas en una operacién. La canti-
dad entre corchetes se denomina producto mixto y se puede escribir asf en for-
ma de determinante:

s 2 0
Mog = Mg -e, = (rxF)-e, =|r, r]y r.|-e, (4-17)
FeEy fs
o también
nx €ny €nz
Mog = My-e, = (rxF) =, ry (4-18)
x Fy Fz

donde ey, e,, y e,, son las componentes cartesianas (cosenos directores) del
vector unitario e,. Este vector unitario se suele tomar en la direccién (y sentido)
que va de O a B. Un coeficiente positivo de e, en la expresién de M significa
que el vector momento tiene el mismo sentido que e,, mientras que un signo
negativo indica que My y e, tienen sentido opuestos. ,

Los ejemplos siguientes ilustran la aplicacién del Algebra vectorial a la de-
terminacién de momentos respecto a ejes en problemas tridimensionales.

La fuerza F de la figura 4-20 tiene por médulo 440 N. Determinar

a.  El momento Mj de la fuerza respecto al punto B.

b.  La componente del momento Mj paralela a la recta BC.

¢ Lacomponente del momento My perpendicular a la recta BC.

d.  El vector unitario asociado a la componente del momento M, perpendicu-
lar a la recta BC.
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Figura 4-20
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PROBLEMA EJEMPLO 4.10

La fuerza F de la figura 4-21 tiene por médulo 721 N.

a. Determinar el momento Mcp de la fuerza respecto al eje CD.
b. Determinar el momento M¢g de la fuerza respecto al eje CE.

SOLUCION

La fuerza F se puede expresar asi en forma vectorial cartesiana:

F

721 [ (- 180/360,6) i + (- 240/360,6) j + (200/360,6) k]
(- 360i — 480j + 400k) N

I

a. Parael eje CD, el vector unitario ecp y el vector de posici6n r,c son

ecp = (240/397)i— (300/397) + (100/397) k
= 0,605i - 0,756 + 0,252k
r,c = (0,180i+0,200j +0,200k) m

Asf pues, la ecuaci6n 4-18 da para el momento Mcp.

€nx Cny Cnz 0,605 - 0,756 0,252

Mcp =1r, 7, 7, | =|0180 0200 0200
FE,E, ~360 —480 400

0,605(176) + 0,756(144) + 0,252(~14,4) = +212N - m Resp.

Analogamente, del vector de posicién rg/p y la ecuacién 4-18 resulta para el
momento Mcp:

rpp = (-0,240i +0,260j +0,300k) m

€ux Cny nz 0,605 —0,756 0,252
Mcp =|r, r, 7, | =|-0240 0260 0,300
Px Fy Fz —360 -480 400

0,605(248) + 0,756(12) + 0,252(208,8) = + 212N - m Resp.

[}

b. Parael eje CE, el vector unitario ecg es

(120/380) i — (300/380) j + (200/380) k
0,316i - 0,789j + 0,526k

£CE

Del vector de posicién r4c y la ecuacién 4-18, resulta para el momento Mcg:

€nx Sny Cnz 0,316 — 0,789 0,526
Mcp=ir, v, 7, | =018 0200 0200
FF, F, ~360 —480 400

0,316(176) + 0,789(144) + 0,526(— 14,4) = + 161,7N-m  Resp.
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- Anélogamente, del vector de posicién rg; y la ecuacién 4-18, resulta para
el momento Mcg:

rpe = (=0,120i + 0,260j + 0,200k) m

nx Cny Cnz 0,316 -0,789 0,526
Mcg =|r, r, 1, |=|-0120 0260 0,200
F F, F, -360 —480 400

0,316(200) + 0,789(24) + 0,526(151,2) = + 161,7 N - m Resp.

PROBLEMAS

4-51* La fuerza F de la figura P4-51 puede expresarse en la
forma vectorial cartesiana F = (60i + 100j + 120k) N. Determi-
nar la componente escalar del momento en el punto B respecto
al eje BC.

Figura P4-52

4-53 El médulo de la fuerza F de la figura P4-53 es de 450 N.
Determinar el momento de la fuerza respecto al eje BC. Expre-
y sar el resultado en forma vectorial cartesiana.

Figura P4-51

4-52* La fuerza F de la figura P4-52 puede expresarse en la
forma vectorial cartesiana F = (-120i + 300j + 150 k) N. Deter-
minar la componente escalar del momento en el punto B res-
pecto al eje BC. Figura P4-53




RESPU ESTAS A PROBLEMAS

Capitulo 1

1-1 m = 255 kg

1-2 W = 5,64 kN

1-3 a. W =8983N

b. W =8988N
1-4 W = 561N
19 W = 927N
1410 7 = 3,38(109 m
1-11 g =847 m/s?
1-12 F = 1,984(10'7) kN
1-15 W = 16541b
1-16 m = 227 kg
1-19  p = 692 kg/m?
1-20 ¥ = 0320 1b/in.?
1-23 V=721L
1-24 CC = 23,5 mi/gal

127 a. d=128Tkm
b, d=370km
& d=132m

1-28 ¢, = 6000 ft - Ib/slug - 'R
1-29 ] =14
1-30 E = MLT®

1-33 a=Lib=lw=03

1-49

Capitulo

N N
'

N

N
i

A =

LiB=el%C=LD=L7
0,015 (%D = - 2,36%)
0.055 (%D = +0,751%)
0,057 (%D = +0,666%)
0,84 (%D = + 0.301%)

0,47 (%D = - 0,617%)

0,66 (%D = - 0,673%)

26,4 (%D =+ 0,01997%)
74.8 (%D = - 0,0390%)
55,3 (%D = - 0,0665%)

63 750 (%D = + 0.00585%)
27 380 (%D = - 0,01037%)
55 130(%D = + 0,0001451%)
F = 1984102 N

F = 3,55(10%2) N

r = 7800 km

r = 11000 km .

2,51 (10-3) Ib - s/t

259 hectdreas

150 N /" @36,9°
98.8 N/ @28.3°
100,1 N/ @50,5°
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2.6 R =1517N/ @305° 237 a F, =500kN

29 R=1361N" @37 1 Sk e
F, = 195kN
210 R = 1153kN/ @67,2°
b.  F = 5,00i +3,42j + 7,95k kN
213 R =232kN/ @719 :
2-338  a. F,_=38kN
2-14 R = 9,0kN\ @93.4° F. = - 984EN
: . !
217 F,=58N : F, = 1081 kN
F, = 718N :
b. F = 3,88i-9,64j+ 10,81k kN
218 F, = 964N i E0eh i 241 a9 =649
F, = 750N ; 9, = 450°
221  F, =1818N 6, = 55.6°
F, = 214N b. F,=1697N
222 F,=1026N e uinbenui
F. = 798N F, = 2265N
c.  F = 1697i +2830j + 2266k N
225  F, = 530kN\@450°
F, = 39,5kNX @161,6° 242 a6, =1367
6, = 119,0°
226 F, = 929kN< @1574° 6, = 61,0°
F, = 107,1 kKN, @36,9°
b. F, =-364kN
229 F, =866N F, = - 243kN
F, = 500N F, = 243kN
2-30  F, =338N . c. F=-364i-243j+243kkN
F, = 725N 243 a. F, =-287kN
233  a F, = 1710N by = 14BN
Fy, = 470N F,, = 3,15kN
F, = 650N : b. F, = - 2,87i+1433j +3,15k kN
Fyy = -315N c. F,=39kN
b. F,.=-211N d. a=295
Figt = W N 244 a. F, =254kN
r = _——
in Z;: NN F,, = - 1521kN
gy ™ B F,, = SO07TkN
B A b. F, = 254i—1521j+507k kN
& A F, = 258kN
F,, = 940N - SRS,
F,, = 342N d. o=306
b le’ = 752 N 2-47 R = 639 N/ @10,02°
F,, = 214N 2-48 R =723kN/ @26,1°
Fyw = 643N 251 R =522kNN\ @121,0°
Fy, = 766N
2-52 R =1577kN/ @788
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2-55 R =529kN
6, = 66,7°
6, = 62,1
=9y
2-57 R =1640 N
6, = 49,7
6, = 559
= 588°
2-58 R =326kN
6, = 72,00
9, = 42.8°
8, =57
261  F, = 406N
R =630N
2462 R =271kN
6, = 182,1°
265 F,=39%N
F, = 308N
F, = 361N
F, = 205N
2-66 R=535N
6, = 63,6°
b. F, =419N
F, = 1845N
Capitulo 3
3-1 F, =220N
F, = 269N
3-2 F, = 458kN
F, = 9,52kN
3-5 F,=67TN@ 6 = 69,1°
3-6 F,=478kN@ 6 = 32,2°
3-9 F, = 259N
Fp = 366N
3-10 Fy =905N
6 = 53,1°

3-13

3-14

3-19

3-20

3-23

3-24

-3-27

3-28

3-29

3-30

3-33

6 = 10,89°

F, = 416kN
Fy = 30N
F. = 1387kN
F, = 800N
F, = 450N

T = 600 N

6 = 36,9°

F, = 14992N
6, = 1154°

6, = 147.0°
6, = 704°

F, = 8,66 kN
6, = 1446°
6, = 1098°

6, = 118,0°
T, = 11,J0KN
Ty = 1235kN
Tc = 13,50kN
Ty = 452N
Ty = 329N
T = 694N
T, = 12,00kN
Ty = 11,70kN
Tc = 6,85kN
T,=179N
Ty = 964N
To = 2620N S
Ay = 283N
Ay = 603N
By = 283N
B, = 547N
By = 461N
Fg = 902N
F. = 234N/ @2,90°
T, =1740N
Ty = 885N
To = 1855 N



Capitulo 4
4-1 a.
b.
4-2 a.
b.
4-3 a.
b.
- a.
b.
&
4-7 a.
b.
&
d.
4-8 a.
b.
A
d.
411 M,
4-12 M,
4-15 a.
b.

594

M, = 15,00 cm - kKN \,
M, = 1500 cm-kN\,
M; = 10,00 cm - kN ./
M. = 10,00 cm - kN+/

M, = 7,50 cm - kN _J
M, =450cm-kN\,
M = 9,00 cm - kN \
M_ = 7,50 cm - kN,/

My = 225m-N,/
M, = 563m-N\,
M = 13,13 m-N\,
M¢ = 225m-N./

My =219m-N/
M, =219m-N./
M; =313m-N\,
M. =313m-N\,
M, = 100,0 cm - N\
Mgy = 525em - N/
My = 750m-N./
M, =400m-N\,
M; = 14,14 m-N\,
M. = 6000 cm - N,/
M; - 3600 cm - N\
M, = 750 cm - N\,
Mg = 400 cm - N\
M =252m-N\,
M, =660m-N\
M; = 364m-N./
=41,1m-N/

=
I

= 340 cm-kN./
=808 m-N\,

M, = 6,00 cm-kN\
Mg = 12,60 cm -kN_/

4-16

4-20

4-23
4-24

4-27

4-28

4-31

4-32

4-35

4-36

4-39
4-40

4-43

4-44

M, = 0,707 m-kN./

M, = 1358 m-kN./
M, = 633m-N\,
M; = 653 m-N./
M, = 1,129 m -kN\,
Mg = 1,344 m - kN./
= 224 cm-kN./

= 1,587 m kN \,
M, = 6,00 cm-kN\,
Mg = 12,60 cm - kN./

M, = 0,707 m-kN,/

M, = 1,358 m-kN ./
M, = 633m-N\,
M; = 653 m-N./
M, = 1,129 m -kN\,
M; = 1,344 m-kN./

M, = 430 cm - KN\,
M, = 5,55 cm - kN./
Mg = 9,97 ecm - kN\,
Mg = 314m-N./
M, = 1500m-N/
Mg, = 283 m-N\,

= —3,36i - 0,450j — 2,88k cm - kN

= 0i-140j-210k m- N

M = 2,40i +4,20j + 7,98k cm - kN
My = 9,33 cm - kN

8, = 751°
9, = 632"
9, = 31,2°

My = - 89.9i+112,3j-179,7k m - N
Mg =230m-N



4-47
4-48
4-51
4-52

4-55

4-56

4-59
4-60
4-65

4-66

4-67

4-68

4-71
4-72
4-75

4-77

4-78

4-81

4-82

b. 6, =1130°
6, = 60,8
6, = 1413°

Mg = - 4,351 +2,37j- 0,510k cm - kN
M = - 190, 4i + 220j + 214k m - N

1216 cm - N

=
a
1

Mge = -412m-N

a. Mgy-=1035cm-N

b. Mpg =-363cm-N

a. Mgye=96,1m:N
b. Mpp=671m-N
MOC =-274m-N

-684m-N

R
]
1

M = 1299k cm - N
d = 8,66 cm

M = 553km-N

d = 221 mm

M = 380i-190,0j m- N
d=508m

M = 33,0i +3,75j + 1425k m - N

d = 153,2 mm
C = 2,50k cm - kN
C = 33,0k m-kN

C=1331m-N
9, = 105,7°
q, = 109.8°
q, = 154,3°

F = 625i + 1085j N
C = 1085k m-N

F = 410i +287j N
C=-1249km-N

a. F = - 499 +59j N

= - 11,98i-9,99j + 14,98k cm - kN

b. 6, =127
8, = 117,5°
6, = 46.2°

a. F = - 440i+400k N
C = 96,0i - 88,0j + 105,7k m - N

4-87

4-88

4-91

4-92

4-95

4-96

4-99

4-100

4-101

4-102

4-105

4-106 -

4-109

4-110

4-113

4-114

4-117

NRA NA a® =" NR NX
nou

b. 6.=551
121, 7"
6, = 51,0°

<
[}

475§ N
-475km-N

= - 11,44i+91,7j N
= -12,06k m-N

3980 N @ 51,1°
121,5 mm

585 N/ @ 70,0°
170,9 mm

127,5N./ @ 8,53°
4,50 cmkN_/

391N/ @ 39.8°
650N-m_J

R = 2,13kN,/ @ 116,7°
dp = 6,28 m

Y
g

-

‘a.~ R = 1237kN\, @ 76,0°

b. dp=323m

R = 150,0k N
Xp =587m
Yg = 6,93 m
R =750jN
Xgp = =2,60m
Yp=-489m
F, = 1000N
F, = 1000N
F; = 600N
F, = 500N
F, = 1600N
F; =90,0N

R = 238i-47,0j+238k N
C = - 953j-1071km-N

R = 465i + 61,6 + 474k N
C = 600i-41,1j- 1232k m - N

R = - 800i + 750j + 600k N
C = 1500i - 1000j + 2700k m - N

R = - 16,77i + 66,3j + 187,6k N
C = - 125,11 - 62,6j + 66,3k m - N

R = 75,0i +40,0j + 50,0k N
C = 900i + 720j — 1350k m - N

w

W



4-118

4-121

4-122

4-125

4-126

4-129

4-130
4-133

4-134

Capitulo
5-1

5-2

5-3

5-4

596

R = -20,6i+ 195,7j-241k N
C = - 168,8i + 80,0j + 33,7k m - N
R = 238i-47,0j + 238k N
C, = - 433i+854j-432k m-N
xg = 0,359 m
xy = 2,61 m
R = 465i+61,6j —474k N
C, = 350i+46,4j-357k m-N
xg = 1,815m
Yg = 247m
a. M =1721km-kN
b. M=- 130,2k m - kN
a. Mg =-1774i+355j-709k m-N
b. Mpyp = 1692 m-N
R = -130,0k N
xg =4,15m
Yr =292m
C = 750i + 306j + 231k m - N
a. R =1545N/ @ 119,1°
b. d=486cm
a. R =450k N
C =675i+202jm-N
b. Mgy, =202m-N
Mg, = 477 m-N
Mg = 67,5m-N
5
X =2,09cm
y = 7,83cm
z = 1,739 cm
X = 53,3 mm
y = 77,8 mm
z = 160,0 mm
X =739cm
y = 9,02cm
zZ=4,07cm’
X = 225 mm
¥ = 263 mm
z = 173,6 mm
X = -0,1667 m
7=1167m
z2=533m

5-18

5-21

5-22

5-25

5-26

5-29

5-30

5-33

5-34

5-37

5-38

5-41

5-42

N R

RO RO R R

<RI

=i

"R ORIR QR R

=i

NI =) R N

=R R

=i NRI )R
1]

<

IR

= 1,250 m

1,438 m
-0813m

= 4,00 cm
= 2,67 cm

= 133,3 mm

nonu

100,0 mm

4a/3m
4b/3 1

3b/4

= 3b/20

= (n-2)LIx

mal8

25,0 mm
10,00 mm

2a/5

= af2

= 24,3 mm
= 60,7 mm

= 10,94 cm

nn

7,43 cm

91,2 mm
62,0 mm

= al4

bl4

= c/4

=rin
=rim

hi4

= 1,250 cm
=2=10

5b/8
z=0

2L/3
z=0

=7=0

4h/5

3,18 cm
6,68 cm

65,5 mm

= 190,2 mm



Ecuaciones fundamentales de esﬁﬁca—

Vector cartesiano

A=Aji+Aj+Ak

Magnitud
A=VA + A2+ A
Direcciones
A A A A
- = _X: + SRS £ 4 ¥4
=LA VTRV, N

= cos ai + cos Bj + cos yk
cos’ @ + cos’* B + cos’ y = 1

Producto punto

A-B = ABcos 6
=A,B, + A.VB}. + A,B,

Producto cruz

y

Y -

i k
C=AxB=| A, A,
B.x y BZ

Vector cartesiano de posicion
r=(n—x)i+(y,—y)i+(z-z)k

Vector cartesiano de fuerza

Momento de una fuerza
M, = Fd L 5 ik
Mg=rsF¥F=|1, £ I

F, F, F,

Momento de una fuerza con respecto a un eje especifico

u, u, u,
M. ~urxl=\|§g 1 71,
P E, F,

Simplificacion de un sistema de una fuerza y un par
Fp, = 2F
(My)o = =M + ZM,,

Equilibrio
Particula
2F, =0,2F,=0,2F, =0
Cuerpo rigido en dos dimensiones
2F,=0,2F,=0,ZM, =0
Cuerpo rigido en tres dimensiones

3F,=0,3F,=0,3F,=0
M, =0,ZM, = 0,3M, = 0

Friccion
Estdtica (mdxima) F, = u N
Cinética F, = muN

Centro de gravedad

Particulas o partes discretas
2w
W

7=
Cuerpo

f;dw

fdw

Momentos de inercia para irea y masa

T

I=fr2dA I=fr2dm

Teorema de los ejes paralelos
I1=1+ Ad? I1=1+ md*

Radio de giro
N
~Va m

Trabajo virtual




Multiplo Forma exponencial Prefijo Simbolo SI
1 000 000 000 10° giga G
1 000 000 10° mega M
1 000 10° kilo k
Submultiplo
0.001 1073 mili m
0.000 001 10°° micro m
0.000 000 001 107° nano n
A SR A A ST ISR B BT e T S G P e R R A e A e £ L S i B T s s S s R i & 5 W R W R

Factores de conversion (FPS) a (Sl) smmmm——"

Unidad de Unidad de
Cantidad medicion (FPS) Es igual a medicion (SI)
Fuerza b 44482 N
Masa slug 14.5938 kg
Longitud pie 0.3048 m

Factores de conversion (FPS)

1 pie = 12 pulg. (pulgadas)

1 mi. (milla) = 5280 pies
1 kip (kilopound) = 1000 1b
1 ton = 2000 1b




DEFINITION OF TRIGOMOMETRIC FUNCTIONS FOR A RIGHT TRIANGLE

anrle A are defined as follows.

Triangle A haa a vight angle (290°) &t O and aidea of length a, b, e

Thi trigonametrie funectionag aof

; : _ a site
5.1 pimeaf A = gind - hy potenuse
. B i
52 corine of 4 = comd = — adjacent
& hypotenuse
53 tgugentof A = tand = o opposite
’ ) fr nd jacent
[c] i jacent
5‘|‘ A = t A - _ —_—
cobpmgent of i 5 apposita
hypotenase
5.5 = A = L _IIEF___
aweait of A B 5 sdjacent
_ _ hypatenuse Fig. 5-1
5.6 eomepant of 4 = escd = a apposite

EXTENSIONS TO ANGLES WHICH MAY BE GREATER THAN 90°

Canaider an ¢y coordinate system [see Fig 62 and 53 below]. & point P in the xy plane has coprdinates
{2, %) whers 2 i eonsidered as positive along OX and negative along OX° while v is positive along OF and
negative nlang 0F'. The distance from ovigin ¢ to peint P is positive and dencted by » = el + 4%,
The angle A described counferelocketze from OX iz considered positive. If it s deseribed efeckwise from
OX it iz considered megative. We call X'OX and YOV the 2 and y axis respectively.

The various quadrants are denoted by I, 11, 111 and §% called the first, second, third and fourth guad-
rants respectively. In Fig, 5-2, for oxample, angle A is in the sorond gquadrant while in Fig. 5-3 nngle A
is in the third gquadrant,

¥ ¥
11 | 11 1 I
Piz, o) /’ .1\ / \
r 1'| A -— Y
X | L | X X II I -'r(‘F H"I | X
4 ¥ | 7] ; i) |I
L | /
Pz, p {/r
\-\—._ '\-\____,-'-"'-.
111 B 1% III IV
o ¥

Fig. 52



RELATIONSHIPS BETWEEN SIDES AND ANGLES OF A PLAMNE TRIANGLE

The following results hold for any plane Leiangle ABC with
sides o, b, ¢ and angles A, B C. A

592 Law of Simes
2 Ll e b
gind  min# Him i
5.93 Law af Cosines Y
¢ = a4 ¥ ~ Zobcos
with similar relations involving the other sidea and angles.

594 Law of Tangents

a+ b _ @ndd+E B
@—b  tan jid - B}
with similar relations involving the olher sides and angles, Fig, f-17
595 zsnd = %u’.ﬂa—uj {8 = B}E — )

where & = La-+b+e) is the semiperimoter of the trianpgle, Similar relations involving angles
& and © ean be obtained,
Boe alzo formulas 4.6, page 5; 416 and 416, page 6.

SUM, DIFFERENCE AND PRODUCT OF TRIGONOMETRIC FUNCTIONS

5.61 sind + ain® = 2agin LA+ B} eos Lid - H)
5.62 sind — sin® = 2cos JA = B)ain Lid — B
5.63 cos A+ ocos B 2 con flA + B) cos Jid ~ )
5.64 ped — cog = 2ain )4 + B oain B~ A4)
5.65 gind sinf! = Meos(d —B) — ecald + B))
5.66 eosd cos B = lleos (A~ B) + cosid + 5

5.67 sin A cos B disin (A — By + sinid + B}
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