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Prefacio

El desarrollo de los sistemas de computo y la capacidad de realizar miles o millones de
operaciones por segundo, le da a la implementaciéon numérica el marco adecuado para
su desarrollo. Los sistemas de ecuaciones de gran tamano, cuya soluciéon numérica era
impensable, se vuelven problemas cotidianos. Asi, el desarrollo o analisis numérico de
las soluciones de la representacion matematica de fenémenos fisicos de gran compleji-
dad toma enorme relevancia. El esfuerzo entonces se centra en encontrar nuevas formas
y metodologias de solucién numérica para todo tipo de funciones o sistemas de funcio-
nes, sean lineales o no lineales. Es en esta drea donde se centran los temas expuestos en
este libro; por supuesto se hace énfasis del hecho de que hay mas de una forma de resol-
ver un mismo problema, y se dan las ventajas y desventajas de los diferentes métodos
numéricos presentados, de igual forma se presenta el marco tedrico que fundamenta
cada método.

Primero, se introducen los conceptos fundamentales del célculo computacional
y del célculo diferencial que son de particular importancia en el resto del libro. Se aborda
de manera amplia la solucion de ecuaciones no lineales de una sola variable, haciendo
una diferenciacion clara y precisa de los métodos adecuados para resolver las de tipo
polinomial; para este tipo de ecuaciones no lineales se pone particular énfasis en la arit-
mética empleada asi como del tipo, alcance y limitante de cada método, de la misma
forma se hace una revisiéon de los métodos para sistemas de ecuaciones no lineales.

Respecto de los sistemas de ecuaciones lineales, se consideran las formas de solucion
mas conocidas; en forma adicional se hace el analisis de casos especiales, facilitando la
matematica y la metodologia de solucion de estos casos, como los sistemas subdetermi-
nados y sobredeterminados. Se describe de manera amplia el concepto de interpolacion
y los métodos mas utilizados, en forma adicional se presenta de manera original lo refe-
rente a ajuste de curvas sea utilizando el concepto de minimos cuadrados, como la serie
de Fourier o los polinomios ortogonales. A partir de polinomios interpoladores se obtie-
nen metodoldgicamente los métodos de derivacion e integracion numérica; igualmente
se explica de manera clara y metodologica la forma de obtener y generar los métodos de
solucion de ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. Se presenta el
concepto de diagonalizacion y las formas candnicas de Jordan, como el antecedente de la
solucién analitica de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, se concluye este
tema con una revision de los métodos de calculo de valores y vectores propios. Por ulti-
mo, se aborda la soluciéon de ecuaciones diferenciales parciales presentando algunas
ideas bésicas de su implementacion con diferencias finitas.

Por supuesto, tanto los ejercicios cuya solucién se presenta en el libro como aquellos
que se proponen, son de gran importancia para los estudiantes, por esta razén en cada
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capitulo se introducen ejercicios que refuerzan los conceptos e ideas fundamentales de cada tema; tam-
bién se proponen al final de cada capitulo una serie de problemas cuya solucién se deja a los usuarios de
este material. Es de suma relevancia entender que este material, aunque expuesto de manera original,
no es Unico, es decir, para casi todos los temas existen otros textos que lo tratan de manera diferente o en
algunos casos similar, por lo que se incluye una referencia bibliogréfica adecuada que ayuda a los estu-
diantes a encontrar formas adicionales de abordar los temas.
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Capitulo 1
Calculo computacional

1.1 Introduccion

Antes de iniciar el estudio de los métodos computacionales, es necesario analizar por qué
se ha incrementado tanto el uso de las computadoras para el célculo cientifico en las ul-
timas décadas. Aunque nuestro cerebro es capaz de retener y procesar una gran cantidad
de informacién, pocos serian capaces de hacer, con precision y suficiente rapidez, una
operacion tan simple como 1.23454 X 6.76895. Sin embargo, una computadora es capaz
de hacer miles o millones de estas operaciones por segundo.

Sin embargo, en el caso especifico de una computadora existen dos tipos de errores
en los calculos numéricos. El primero, llamado error de truncamiento, se debe a las
aproximaciones utilizadas en las féormulas matematicas de los modelos. El segundo, lla-
mado error de redondeo, se asocia al nimero finito de digitos con los que se representan
los nimeros en una computadora. Para el andlisis de los errores de truncamiento, nor-
malmente se utiliza la serie de Taylor, y para los errores de redondeo, se analiza la forma
de almacenamiento de datos de una computadora, asi como la forma de procesarlos, es
decir, de hacer las operaciones [Burden et al., 2002], [Chapra et al., 2007], [Cheney et al.,
2008].

1.2 Preliminares matematicos

En esta seccion se establecen los preliminares matematicos necesarios para el andlisis
numérico. Esta revision no es exhaustiva; solo pretende hacer un recuento de los resul-
tados fundamentales necesarios. Se considera que el lector ha estudiado y conoce las
definiciones de limite de una funcién, continuidad de funciones y convergencia de suce-
siones. Estos temas se pueden consultar en cualquier libro de célculo elemental [Allen et
al., 1998], [Burden et al., 2002]. En forma inicial se establece la siguiente notacion:

Notacion

o C(X) denota el conjunto de todas las funciones reales continuas sobre el conjunto X.

o Cla, b] denota el conjunto de todas las funciones reales continuas definidas sobre
el intervalo [a, b].

« Elsimbolo f € Cla, b] significa que la funcion f :[a, b] > R es continua en el in-
tervalo [a, b].

o El conjunto de todas las funciones con n derivadas continuas en X se denota por
C'(X).
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2 @ CAPITULO 1 Calculo computacional

« Si feC"(X),la funcidn f se dice que es de clase n en X vy significa que hasta la n derivada de f
existe y es continua en X.

Teorema 1.1 (Teorema del valor intermedio) Si f eC[a, b]y K es un nimero cualquiera
entre f(a)y f(b), entonces existe c e[a, b] tal que f(c)=K. o

Este teorema afirma que si una funcién continua cambia de signo en los extremos de un intervalo debe
tener un cero en el intervalo.
Otro resultado acerca de funciones continuas definidas sobre intervalos cerrados es el siguiente teorema.

Teorema 1.2 (Teorema de los valores extremos) Si feC[a,b], entonces existen
Xy, X, €[a,b] tales que f(x;)< f(x)< f(x,) para toda x €[a,b]. o

Los siguientes teoremas estan relacionados con la derivabilidad de las funciones. La importancia radica
en su empleo para determinar los errores en los diferentes métodos numéricos que se desarrollen en esta
obra. Se inicia con:

Teorema 1.3 (Teorema de Rolle) Sea f eCla,b],y derivable en (a,b). Si f(a)= f(b) enton-

ces existe al menos un nimero c €(a, b) tal que f’(c) =0. Este teorema se puede generalizar como o

Teorema 1.4 (Teorema de Rolle generalizado) Si feC[a,b]y existen n +1 puntos
distintos  x,, xy,..., x, €[a,b] tal que f(x,)=f(x;)=---=f(x,) entonces existe ce(a,b) tal que
f™(e)=0 °

Como corolario al Teorema de Rolle se tiene el siguiente teorema:

Teorema 1.5 (Teorema del valor medio) i f eC[a,b], y fes derivable en (a, b), existe un
ntimero ¢ €(a, b) tal que f(b)— f(a)= f’(c)(b—a). -

También se puede establecer el teorema de valores extremos para funciones derivables como:

Teorema 1.6 (Teorema de los valores extremos) Si f eC[a,b],y fes derivable en (a, b),
entonces existen x;, x, €[a, b] tales que f(x,)< f(x)< f(x,) para toda x €[a, b]. Si ademas se tiene que
f/(x)=0, f'(x,)=0,a f(x,)y f(x,)seles llama valores extremos de fen [a, b]. o

En la siguiente definicion se extiende el concepto de continuidad de una funcién como:

Definicion 1.1 (Condicién de LipSChitZ) Se dice que f:[a,b]—)iK satisface una con-
dicién de Lipschitz con constante de Lipschitz L en [a,b] si, para cada x, ye[a,b] se tiene que

|f(y)=f(x)|<Lly—xl.
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1.3 Series de Taylor @ 3

Por lo anterior se tienen los siguientes resultados:

Teorema 1.7  Sif:[a,b]— R satisface una condicion de Lipschitz con constante de Lipschitz L en

[a,b] entonces f € C[a,b]. Si ademds se tiene que fes derivable en (a,b) entonces f satisface la condicion
de Lipschitz con constante de Lipschitz L= sup |f’(x)|

. o
xela,b]

Por tltimo, se proporcionan dos resultados importantes relacionados con la integral definida

Teorema 1.8 (Teorema del valor medio ponderado para integrales) Si f eC[a,b]
y g es integrable en [a,b] y g no cambia de signo en el intervalo [a, b]. Existe c € (a, b) tal que

[ F)gt)dx=£(0)[ glx)dx

El siguiente resultado es un caso particular del teorema anterior cuando g(x)=1, x €[a, b]

Teorema 1.9 (Teorema del valor medio para integrales)  Suponiendo que f € C[a, b], exis-
tece(a,b) tal que

1€)==, )

1.3 Series de Taylor

Las series que se presentan en las aplicaciones son las que se estudian formalmente en el calculo elemental

con el nombre de series de Taylor. Su estudio sistematico se inicia con el teorema de Taylor, el cual se
puede expresar de la siguiente manera:

Teorema 1.10  Si f(z) es analitica en toda la regién limitada por una curva simple cerrada Cy si z
y a son puntos interiores de C, entonces

e NGt PN CE)
Fl)= 1)+ @)y @ Tt @)

+R,

Donde R, = (z— a)_[ f)ar
“(t-a) (t-2)

Demostracion Primero se observa que después de sumar y restar a en el denominador del integrando,
la féormula de la integral de Cauchy se puede escribir en la forma

f(t)dt

f()
ZﬂZJ.Ct z Zm'[C

1
dt
z—a

t—a

. . . 1 ooou"
entonces aplicando la identidad — =14+u+u*+u’ +---+u"" +

al factor entre paréntesis se tiene
1-u 1-u
que
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4 @ CAPITULO 1 Calculo computacional

R I Z+(j::)2+...+(jzz)“+<f—z“_>'; d

o bien,

ft)dt z— ajcf(t)di . (z a) ch(t)dt (z— a)J- f(t)dt

27r1J.Ct a 271'1 (t— a)' (t-z)

A partir de las generalizaciones de la formula de la integral de Cauchy es evidente que, excepto por los
factoriales necesarios, las primeras » integrales de la tltima expresion son precisamente las derivadas
correspondientes de f(z), evaluadas en el punto z = a. Por tanto,

(z=a) o) (ea [ S0

TN (n=1)! 2w gy (12)

lo cual demuestra el teorema. (-

f(2)=f(a)+ f'(a)(z—a)+ f"(a)

Serie de Taylor

Por serie de Taylor se entiende el desarrollo infinito que sugiere el ultimo teorema, es decir,

() (z-a)"
TR

Para demostrar que esta serie converge realmente a f (z) hay que demostrar que el valor absoluto de
la diferencia entre f(z) y la suma de los n primeros términos de la serie tiende a cero cuando n tiende a
infinito. Por el teorema de Taylor es evidente que esta diferencia es:

f(2)=f(a)+ f"(a)(z—a)+ f"(a) ot )N

R, =

=o' flo

i C(t—a)'(t-z)

en consecuencia, se deben determinar los valores de z para los cuales el valor absoluto de esta integral
tiende a cero cuando # tiende a infinito.

Para ello, sean C, y C, dos circulos de radios r, y r, cuyos centros estan en a y situados completamen-
te en el interior de C (véase figura 1.1). Como f(z) es analitica en todo el interior de C, el integrando
completo de R, (z) es analitico en la regién entre C, y C, siempre que z, como a, esté en el interior de C,.
Bajo estas condiciones la integral alrededor de C; se puede reemplazar por la integral en torno a C,. Si,
ademds, z estd en el interior de C,, entonces, para todos los valores de ¢ sobre C,, se tiene:

lt—al=rylz—al<n
Por tanto
[t—z|>n—-n
Asi, se tiene que
[f(B)=M

donde M es el maximo de |f(z)| sobre C,.
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1.3 Series de Taylor @ 5

El valor absoluto de la diferencia, sobrestimando los factores del numerador y subestimando los de-
nominadores es:

|E=a) @ |
IR, (2)] | Py jc(t—a)n(t—z)|

De la igualdad anterior, la teoria de valor absoluto establece que:

R (o) <224 [

27| ) —af' |t -
Utilizando las definiciones anteriores se llega a:
' M|dt
IR, (2)|< - J‘ #
2 Cr(r,—n)

Resolviendo la integral cerrada en r, se obtiene

"M
IR, (z)]<—1 2,

21 (r,—1)

Simplificando términos finalmente se tiene que el valor absoluto de la diferencia es:

R (< m( L)

2/ h—h

.7 no_. . . ] , .
Como 0<r <1, la fraccion (1 /r,)" tiende a cero cuando 7 tiende a infinito; por tanto, el limite de
R, (2)| es cero; asi se, demuestra, el teorema.

Figura 1.1 Los circulos C; y G, utilizados en la demostracién de la convergencia de la serie de Taylor.
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6 @ CAPITULO1 Calculo computacional

Lo anterior se puede reescribir definiendo h =z - a como,

Teorema 1.11  Si f(z)es analitica en toda la regién limitada por una curva simple cerrada Cy si z
y a estan en el interior de C, entonces o

hnfl

f(z)=f(a)"'hf,(a)"'hz_z!f”(a)"_'"+F1)!

f(a)+R,

Donde R, = hn‘J‘ M
2mi*C(t—a) (t-z)

Por tanto se concluye que,

Teorema 1.12 Laserie de Taylor
£(2)=f(a+ Fr@e-ays @S pr(a) S

es una representacion vélida de f(z) en todos los puntos en el interior de cualquier circulo que tenga su
centro ay dentro del cual f(z)sea analitica. o

Cuando se consideran funciones reales se tiene el teorema siguiente.

Teorema 1.13 Si feC™'[a,b]y x, €(a,b). Se tiene que para cualquier x €[a, b] existe £ entre x,
y x tal que

9= ) x50 ) E 0 et E20 g v

donde R, = (x xO) SR fr(8). (-3

n-ésimo polinomio de Taylor

Definimos el n-ésimo polinomio de Taylor como el polinomio de grado n obtenido de la serie de Taylor,
al considerar sélo los términos hasta el grado n. Esto es

p.2)=F@)+(z-a) @ E L i@y E D o)

n!

Se tiene ademds que

f(z)zpn(z)+Rn+1

. . . 2 3
Teorema 1.14  Si la serie de potencias ¢, +c¢,(z—a)+c,(z—a) +c;(z—a) +--- converge para
z = z;, entonces converge absolutamente para todos los valores de z tales que |z —a| < |z, —a| y converge de
manera uniforme para todos los valores de z tales que |z —a| <1 <|z, —a].
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1.3 Series de Taylor @ 7

0 EJEMPLO 1.1

Para determinar el cuarto polinomio de Taylor correspondiente a f(z)=sen(z)+cos(z) en z =0 se
calcula hasta la cuarta derivada de f(z)

f’(z)=cos(z)—sen(z), f”(z)=—sen(z)—cos(z)
f”(z)=—cos(z)+sen(z), f*(z) =sen(z)+cos(z)
Evaluando las derivadas en z =0 se tiene que,
f0)=1, f(0)=1, f7(0)=-1, f(0) =1, f*(0) =1
Por lo que
p4(z)=1+z—%z2 —%z3+iz4

El residuo esta dado por

5= Z_f;fs (&)= E(Cos(é) sen(&)) donde & estd entre 0y z.

Se tiene ademads que
75
| 5|— (608(5)—sen(§)) <—I I

De esto se sigue que la aproximacion del polinomio a la funcién es mejor si |z| < 1.

0 EJEMPLO 1.2

Dada la funcién f(z)=1In(z+1), z>0. Se tiene

. 3! 4!
fw(z):_ ’fv(z): ,
(z+ ) (z+ )’ (z+1)" (z+1)
Evaluando las derivadas en z = 0 se obtiene

£(0)=0, f/(0)=1, £”(0)=—1, £ (0) =21, f7(0)=-31, f*(0)=4L..., f*(0)=(n—1)!

Por lo que

”r

’ _L ” —_
f(&)= = f(2)=

12 13 14 15 ln
L(Z)=Z==5"F=7"= =
pa(2) -

El residuo esta dado por

Zi ) zi(—l)nﬂ
Rn l’l'f (é) . (§+1)n

Ademis el residuo satisface

donde & esta entre 0y z.

n
IR,|<f~
n

Si se denota por I el circulo mas grande con centro en z=ay dentro del cual f(z)es analitica en todo
punto, el teorema 1.12 garantiza que la serie de Taylor converge a f(z) en todos los puntos en el interior
de I'. Sin embargo, no proporciona informacién alguna acerca del comportamiento de la serie fuera de I'.
En realidad, la serie de Taylor s6lo converge a f (z) dentro de Iy, posiblemente sobre el circulo I' y diver-
ge, 0 bien, converge a un limite diferente de f(z) en todo punto fuera deT.
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8 @ CAPITULO 1 Calculo computacional

Demostracion Como la serie dada converge cuando z = z;, se deduce que los términos de la serie son
acotados para este valor de z. En otras palabras, que existe una constante positiva M tal que

c,,(zl—a)"‘=|cn|~ |z, —al' <M para n=0,1,2,...,
Sea ahora z, cualquier valor de z tal que
|zo —al <z, —al

es decir, sea z, cualquier punto mds cercano a a que z,. Entonces, para el término general de la serie cuan-
do z =z, se tiene que

n

Zo—a Zo—a

& (z0=a)'|=le,|- zo—al" =lc, |- o —al - 22| <M==

Zl_a Zl_a

Si se hace
n
Z0—a =k (1.1)

z,—a

donde k es, desde luego, menor que 1, esto muestra que los valores absolutos de los términos de la serie
2 3
cta(z—a)tce(z—a) +cs(z—a) +-- (1.2)
son superados, respectivamente, por los términos de la serie de constantes positivas

M+ Mk+ Mk* + MK* +-- (1.3)

Esta es una serie geométrica cuya razon comun k es numéricamente menor que 1. Por tanto, conver-
ge y proporciona una prueba de comparacion que establece la convergencia absoluta de la serie dada por
la ecuacion (1.2). Sin embargo, la serie de la ecuacion (1.3) no proporciona una serie de prueba que se
pueda utilizar al aplicar la prueba M de Weierstrass a la serie de la ecuacion (1.2), ya que resulta claro de
la definicién de k contenida en la ecuacién (1.1) que los términos de la ecuacion (1.3) dependen de z,. Por
tanto, para valores de z, tales que

|zo —a|<r<|z, -4 (1.4)

Zo_a r

<
zi—al |z —a
pendiente del punto general z,. Luego, para todos los valores de z, que satisfagan la condicion dada por la

ecuacion (1.4), la serie dada por la ecuacion (1.2) es superada término a término por la serie geométrica

convergente de constantes positivas M +MA+ MA?+ MA? +-- y, por tanto, la serie de la ecuacion

(1.2) converge uniformemente.

Por tltimo, como cada término ¢,(z—a)" de la serie dada es una funcién analitica y como cualquier
punto en el interior del circulo |z —a|=|z, —da| se puede incluir dentro del circulo de la forma |z —a|=
r <|z, —a, entonces se establece que, dentro del circulo |z —a| =|z, —al, la funcion a la que converge la serie
es analitica.

Sea ot el punto singular de f(z) mds cercano al centro del desarrollo, z= a, y suponiendo que la serie
de Taylor de f(z) converge para algtin valor de z=z;, mas alejado de a que . La serie debe converger en
todos los puntos que estén mds cerca de a de lo que esta z, y, es més, la suma a la cual converge debe ser
analitica en todos los puntos. Por tanto, la serie converge a la funcién que es analitica en o, lo que, en
apariencia, contradice la suposicién de que o es un punto en el que f(z) no es analitica. De donde, no se
debe suponer que la serie converge en puntos mas alejados de a que la distancia |0t —al, o bien, se debe
aceptar el hecho de que la funcidn a la cual converge la serie, la vecindad de ¢, es diferente de f (2). La
situacion usual es que la serie sea divergente para todos los valores de z tales que |z —a|>|a—al. Sin em-
bargo, es posible que para valores de z tales que |z —a|>|o —al la serie de Taylor de f(z) converja a una
funcién analitica diferente de f(z). o

se tiene por ejemplo que k= = A,y Aes, evidentemente, una constante menor que 1 inde-
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1.3 Series de Taylor @ 9

Teorema 1.15 Esimposible que la serie de Taylor de una funcién f(z) converja a f(z) fuera del
circulo cuyo centro es el punto de desarrollo z=a y cuyo radio es la distancia de a a la singularidad mas
cercana de f(z).

Demostracién  El circulo més grande que se puede trazar alrededor del punto de desarrollo z = a, tal
que la serie de Taylor de f(z) converja en todo punto de su interior, se llama circulo de convergencia de
la serie. En general, el radio de convergencia de la serie de Taylor de f(z) alrededor del punto z=a es
igual a la distancia de 4, a la singularidad més cercana de f(z)y, en todo caso, es al menos tan grande
como esta distancia. En particular, si el punto singular mas cercano o tiene la propiedad de que f(z) se
hace infinita conforme z tiende a ¢, entonces el radio de convergencia es igual a | —a|. Por supuesto,
todo este analisis se aplica sin cambio al caso en el que a =0, el cual se conoce cominmente como serie
de Maclaurin.

La nocion del circulo de convergencia a menudo es util para determinar el intervalo de convergencia
de una serie resultante del desarrollo de una funcién de una variable real. Con el fin de ilustrar lo anterior,
se considera

f(z)= o =1-z*+z*=2z%+---

Esta convergeré en todo el circulo de mayor radio alrededor del origen en el que f(z) sea analitica.
Ahora bien, por inspeccidn, f(z) se hace infinita conforme z se aproxima a +i y aun cuando es posible
que sélo se tenga interés en los valores reales de z, estas singularidades en el plano complejo establecen un
limite insalvable en el intervalo de convergencia sobre el eje x. De hecho, se puede tener convergencia
alrededor de x = a sobre el eje real, inicamente sobre el diametro horizontal del circulo de convergen-
cia alrededor del punto z = a en el plano complejo. Como una aplicacion del desarrollo de Taylor se esta-
blece un resultado importante conocido como teorema de Liouville. o

Teorema 1.16 (de Liouville) si f(z) es acotada y analitica para todo el valor de z, entonces
f(z) es constante.

Demostracion  Se observa que como f(z) es analitica en todo punto, posee un desarrollo en serie de
potencias alrededor del origen

f(z)=f(0)+ f'(0)z+-- +f(0)

el cual converge y la representa para todo valor de z. Ahora bien, si C es un circulo arbitrario con centro
en el origen, resulta, por la desigualdad de Cauchy, que

M,
THO R

donde r es el radio de Cy M es el valor maximo de|f(x)| sobre C. Luego, para el coeficiente de z" en el
desarrollo de f(z), se tiene que:

donde M, la cota superior sobre | f (x)| para todo valor de z, la cual, por hipétesis, existe y es independien-
te de . Como 7 se puede tomar arbitrariamente grande, se infiere, por tanto, que el coeficiente de z" es
cero paran =1, 2, 3,..., en otras palabras, para todo valor de z,

f(z)=f(0)

lo cual prueba el teorema. o
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10 @ CAPITULO 1 Calculo computacional

Una funcidn que es analitica para todo valor de z se conoce como funcién entera o funcién integral
y, asi, el teorema de Liouville afirma que cualquier funcion entera que es acotada para todos los valores de
z, es constante.

1.4 Cédigo binario

La forma de expresion numeérica de uso cotidiano se denomina sistema decimal, debido a que su base es
el diez, asi es como se expresan todas las operaciones matematicas. Sin embargo, la forma de almacenar
de una computadora es en sistema binario (c6digo binario), es decir, sélo utiliza el 0 y el 1 para represen-
tar cualquier nimero [Maron et al., 1995], [Mathews et al., 1992]. Segutn sea el disefio del hardware de
una computadora serd la precision con la que se represente un numero. Por ejemplo, para una compu-
tadora que utiliza 8 bytes, es decir, 64 bits para representar un entero, el primer bit lo utiliza para el signo
y los restantes 63 para el nimero, asi el méximo valor que se puede representar serd

izk (1.5)
k=0

El formato para la representacion de un nimero real en una computadora depende del disefio de
hardware y software. El formato comun es el de punto flotante, donde se le asignan ciertos bits para guar-
dar el exponente y el resto para la mantisa. Por ultimo, la causa fundamental de errores en una compu-
tadora se atribuye al error de representar un numero real mediante un ndmero limitado de bits,
comunmente se denominan errores de redondeo al guardar un nimero en la memoria.

La épsilon, & de una computadora es lo que determina la precision de la representacion de un ntiime-
ro y, estd definida como el tamafio del intervalo entre 1y el siguiente numero mayor que 1 distinguible
de 1. Esto significa que ningtin numero entre 1 y 1 + € se puede representar en la computadora. Por ejem-
plo, cualquier nimero 1 + o se redondeaa 1si 0 <o <£/2, 0 se redondeaa 1 + £si £/2 <. Asi, se puede
considerar que £/2 es el maximo error posible de redondeo para 1. En otras palabras, cuando se halla 1.0
en la memoria de la computadora, el valor original pudo estar entre 1—¢&/2 < x <1+¢/2.

Finalmente se puede concluir que el error de redondeo implicado al guardar cualquier niimero real
R en la memoria de una computadora, es aproximadamente igual a €R/2, si el nimero se redondea por
exceso y €R si se redondea por defecto.

Las cuatro operaciones aritméticas basicas suma, resta, multiplicacion y divisiéon en notacién binaria
presentan dos tipos de situaciones en los que aparecen muchos errores de redondeo:

o Cuando se suma o se resta un numero muy pequefio con uno muy grande.
o Cuando se divide entre un nimero pequefio o se multiplica por un numero muy grande.

Para ejemplificar como surgen los errores de redondeo se considera el calculo de 1y 0.00001 con una
mantisa de 24 bits; por tanto, en base 2 se tiene que:

(1),, =(0.1000 0000 0000 0000 0000 0000), x 2'

(0.00001),, =(0.1010 0111 1100 0101 1010 1100), x 276
La suma de estos dos numeros es:
(1),, +(0.00001),, = (0.1000 0000 0000 0000 0101 0011 1110 0010 1101 0110 0), x 2!

Como se considera una mantisa de s6lo 24 bits, se redondea a partir de los nimeros en negrita. Por
tanto, el resultado de este calculo se guarda en la memoria como

(1),, +(0.00001),, =(0.1000 0000 0000 0000 0101 0011), x 2"

que es equivalente a (1.0000 1001 36),,.
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1.5 NuUmeros en representacion de punto flotante y su aritmética ® 11

Asi, siempre que se sumen 1y 0.00001, el resultado agrega 0.0000000136 como error. En las operacio-
nes fundamentales, algunas cantidades se redondean por exceso y otros por defecto. La pérdida y ganan-
cia se conoce como error de redondeo.

1.5 Numeros en representacion de punto flotante
y su aritmética

La forma estandar de representar un nimero real en forma decimal es con una parte entera, un punto
decimal y una parte fraccionaria, por ejemplo 45.67432 0 0.00012534. Otra forma estandar, llamada no-
tacion cientifica normalizada, en la cual la parte entera es cero y se obtiene al multiplicar por una potencia
adecuada de 10. Se tiene que 45.67432 se puede representar en notacién cientifica normalizada como
0.4567432 x 10° y 0.0012534 como 0.12534 x 107~

En notacidn cientifica, un numero se representa por una fracciéon multiplicada por una potencia de
10 y el primer niimero a la derecha del punto decimal es diferente de cero. En computacion a la notacion
cientifica normalizada se le llama representacion de punto flotante.

Un sistema computacional representa a los nimeros en punto flotante con las limitaciones que im-
pone una longitud finita de palabra. Una computadora puede tener una longitud de palabra de 64 bits
(digitos binarios) la cual puede representar niimeros binarios en la forma x = + g x 2" donde el signo de
x ocupa 1 bit; el signo de m, 1 bit; el entero |m], 10 bits y el nimero g, 52 bits. Al nimero g se le denomina
mantisa y al nimero m se le llama exponente. Si se supone que m se puede representar con a lo mas 10
bits entonces el méximo valor de m que se puede representar es 2'°~1=1023.

Los niimeros reales representables en una computadora se llaman niimeros de mdquina. Para poder
representar un numero x = 0.d, d,d;_x 10™ como nimero de méquina, denotado por fI(x), se obtiene
cortando la mantisa de x en k cifras. Existen dos formas de efectuar ese corte. La primera es simplemente
eliminando los digitos a partir de d,, ;. Esta forma recibe el nombre de truncamiento. La segunda forma
es determinar a dy a partir de d,, ;, si di,; < 5, d; queda sin cambio. En caso contrario aumentamos en uno
d,. esto se conoce como redondeo.

En el andlisis numérico es importante tener en cuenta que las soluciones calculadas son simples
aproximaciones a las soluciones exactas. La precision de una solucién numérica disminuye en el trans-
curso de los computos. A fin de analizar un poco este problema se define el error de aproximacion. Para
esto, se supone que p es una aproximacion de p, se define el error de aproximacién como E=p - p yel

p-p
p

error relativo asi, E, = ,si p#0.

EJEMPLO 1.3

3.14159-3.14  0.00159
3.14159 3.14159

Sip=3.14159y p =3.14 se tiene que E=3.14159 - 3.14=0.00159y E, = =0.000506.

_ 2 _
Sip=1000y p=998 setiene que E=2yE, = o =0.002. Finalmente, p = 0.0000001 y p =0.000000097

0.000000003
——=0.03

se tiene que E = 0.000000003 y E, =
0.0000001

De estos ejemplos se observa que el error relativo es por lo general un mejor indicador de la precision
de la aproximacion.

Para investigar la propagacion del error en célculos sucesivos se consideran dos numeros p y g junto
con sus aproximaciones p y g con errores €, y £, respectivamente. Entonces

p+q=(p+&,)+(q+&,)=(p+q)+(g, +¢,)
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12 @ CAPITULO 1 Calculo computacional

por lo que el error de la suma es la suma de los errores y el error relativo esta dado por

(p+a)-(p+q) _&t&
(p+9) ptq

Para la multiplicacion se tiene que
pq= (;T)"'gp)(é"-gq): I_Jé"'}_)gq +é‘€p +(6p +gq)

Por lo que si [pl,|g|>1 los términos PE€, Y g€, muestran un aumento en los errores originales. Para

tener una mejor visién de la multiplicacion, se calcula el error relativo, bajo las suposiciones de

£, €
P q iO,g = 1,2 ~1,-L1 = E,E, =0. De aqui se obtiene
p P q
-pq _ g € g, €
%z(p+gp)(q+gq)=;q+f+Equz;q+?"=Ep+Eq

Esto es, el error relativo en el producto es aproximadamente la suma de las razones entre los errores
y las aproximaciones.

A menudo un error inicial se puede propagar en una sucesion de calculos. Un algoritmo se dice que
es numéricamente estable si los errores iniciales producen pequefios cambios en el resultado final. De
otro modo se dice que el algoritmo es inestable.

Las operaciones basicas de la aritmética tienen sus operaciones equivalentes en las operaciones de
punto flotante. Hay que observar que estas operaciones tienen un error que se debe tomar en cuenta. Las
operaciones con punto flotante correspondientes a las operaciones aritméticas basicas aqui se represen-
tan mediante los mismos simbolos, pero encerrados en un circulo o con el simbolo fI antepuesto a la
operacion.

Para representar un niimero en la computadora es necesario tener su representacion en punto flotan-
te. Para sumar dos nimeros en numero flotante, primero hay que igualar los exponentes, sumar las man-
tisas y luego normalizar el resultado. Considere el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 1.4

Efectuar los célculos con sdlo tres cifras decimales. Si x =0.134=0.134x10°y y =0.00345=0.345Xx10""
entonces

x@® y=0.134@0.00345 = 0.134 X 10° +0.00345x10° = 0.137x10° #0.13745 = x + y..

Si se considera la diferencia x — y donde x = 0.467546 y y = 0.462301 tienen 6 digitos de precision. La di-
ferencia se efecttia con sdlo cuatro digitos. Asi que

fl(x— y)= fI(f1(0.467546) — f1(0.462301)) = 0.4675x10° —0.4623 x10° = 0.0052

Se puede observar que el resultado es exacto con los cuatro digitos, pero no asi con los nimeros ori-
ginales, por tanto el resultado con aritmética flotante sélo cuenta con dos digitos de precision. Este fend-
meno de pérdida de precision se conoce como cancelacién catastréfica y ocurre cuando se restan dos
nimeros muy cercanos entre si.

Sea ¢ la épsilon de la computadora, se puede demostrar que fl(x+y)=(x+y)(1+9), |5|<€ y que
A+ y)+z)# fi((x+(y+2)). De este tltimo resultado se concluye que la suma (y la multiplicacién) no

son asociativas, y que siempre que se pueda se deben sumar numeros del mismo orden de magnitud. Esto
5000

se puede observar al calcular la suma z —. Sila suma se hace del menor al mayor nimero, es decir, ini-
n=1

ciando con n = 5000 se obtendra un mejor resultado que iniciando en la forma convencional como se

muestra en el siguiente ejemplo.
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1.5 Numeros en representacion de punto flotante y su aritmética ® 13

o EJEMPLO 1.5

5000 1 1
Calcular la suma Y — utilizando sélo 5 cifras significativas. Si se calcula la suma en la forma 1+—+ 5 4o, 8€

n=1 n
5000 5000
obtiene: Y —=88668 al usar truncamiento y Y —=9.0840 al usar redondeo. Al calcular la suma en la
n=1 1 n=
' 1 1 5000 11 5000
forma + + +---, se obtiene: ) ==8.8696 por truncamientoy » —=9.0957 por redondeo.
5000 4999 4998 o - n

5000

El resultado exacto con cinco cifras significativas es )’ ==9.0945.
n=1 1

En cualquiera de los casos, ya sea por truncamiento o por redondeo, se observa que al sumar nume-
ros de igual magnitud se reduce el error de redondeo. Esta diferencia se acentuia al incrementar el nimero
de términos usados en la suma.

A continuacion se lista una serie de recomendaciones para reducir el error de redondeo

Cuando se van a sumar o restar numeros, considerar siempre los nimeros mas pequeios primero.
. Evitar en lo posible la resta de dos numeros aproximadamente iguales. De ser posible reescribirla.
Evitar la division entre un nimero relativamente pequeno.

Minimizar el nimero de operaciones aritméticas en cualquier algoritmo.

Programar en precisiéon simple y doble precision y comparar los resultados obtenidos.

ARGl o

3
. . . x
Ejemplos de esto son las evaluaciones de las funciones x — sen(x) y = para x cercano a cero (la se-
6

gunda expresion es la serie de Taylor truncada). La segunda expresion tiene mejores propiedades numé-
ricas que la primera y se obtienen mejores resultados numéricos.

o EJEMPLO 1.6

Al evaluar la funcién f(x)=x-sen(x) se tiene que, cerca del 0, los dos términos que la componen son

3.5
. - . . . X’ x
muy similares y pequefios. Para evitar restarlos se obtiene su serie de Taylor f(x)=x—sen(x)= o5 +
; s ! 5!
X : . g S X ol . : Beef :
7+- --. Considerando sélo el primer término de la serie e y utilizando sdlo 5 cifras significativas para

0.0123°

evaluar £(0.0123), se tiene que 0.0123 - sen(0.01213) = 0, mientras que =0.31014 %1075, el cual es

el valor exacto con cinco cifras significativas.

También en la evaluacion de polinomios se obtiene una mejor aproximacion al usar el método de
Horner, o féormula anidada, para evaluarlos como se puede ver en el polinomio

0 EJEMPLO 1.7

Al evaluar el polinomio p(x)=x’—3x>+5x—3 en x = 1.085 con aritmética de 6 cifras significativas se
tiene que: p(1.085) =-0.00010 si se usa truncamiento y p(1.085) =-0.00010 si se usa redondeo. Al escribir
el polinomio en forma anidada (método de Horner) se tiene g(x) =(((x —3)x+5)x —3), de donde g(1.085)
= -0.00011 con truncamiento y g(1.085) = -0.00011 usando redondeo. El valor exacto es p(1.085)=
-0.000108375, esto permite ver que la forma anidada reduce el error. Este problema se agudiza conforme
se acerca a las raices del polinomio, ya que se presenta el fenomeno de cancelacion catastrofica. Por lo
anterior se recomienda que siempre se escriban los polinomios en forma anidada, ya que mejoran la pre-
cision al reducir el numero de operaciones.

p(x)=x>-3x*+5x-3=(((x—3)x+5)x - 3)
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14 @ CAPITULO 1 Calculo computacional

Para obtener cotas para el error cometido es aconsejable trabajar a posteriori, es decir, calcular las
cotas junto con la aplicacién del algoritmo conforme se vaya calculando el resultado. Cabe hacer notar
que esto no siempre es sencillo, pero es la forma mas simple de trabajar.

1.6.1 Calcule la serie de Taylor en x, =0 de f(x)=x*—3x>+2.

1.6.2 Calcule el cuarto polinomio de Taylor en x,=0 de f(x)=+vx+1 y utilicelo para aproximar a
V2 . Calcule el error real cometido.

1 1 1
1.6.3 El n-ésimo polinomio de Taylor de g(x)=e" estd dado por p,(x)= 1+Fx+5x2 +§x3 +eot

=X

1 2
—'x”. El 2n-ésimo polinomio de Taylor de f(x)=e™™ se puede obtener como p,(—x?*). A partir de esto

n!
1
aproxime la integral JO e~ dx usando el octavo polinomio de f(x)=e"

X

2 .
. Determine el error real
cometido.

1.6.4 Calcule el onceavo polinomio de Taylor en x, =0 de f(x)=arctan(x) y utilice el hecho de que
arctan(1) =§ para aproximar a 7. Calcule el error real cometido.

1.6.5 Calcule el error y el error relativo de las aproximaciones de p mediante p. 1) p = &, p =3.1416,
2)p=m p=22/7,3)p=e, p=2.8182y4)p=e, p=65/24.
122 11 20

1.6.6 Calcule 5 + 5 mediante aritmética exacta, utilice truncamiento a tres cifras y redondeo

hasta tres cifras. Determine los errores y los errores relativos.

1.6.7 Las expresiones 215 - 0.345 — 214 y 215 - 214 - 0.345 son idénticas. Calcule mediante aritmética
exacta, emplee truncamiento y redondeo hasta tres cifras. Determine los errores y los errores relativos.
Este problema muestra que el orden en que se operan los términos si afecta el resultado.
1.6.8 Elsistema de ecuaciones lineales
19.84x +24.35y = 68.54
6.98x +8.32y =23.62,

tiene solucion x = 1, y = 2. Una forma de resolver este sistema es utilizando la regla de Cramer para siste-
mas de dos ecuaciones. La regla de Cramer para este sistema establece que

_ (23.62)(24.35)—(68.54)(8.32)
 (6.98)(24.35)—(19.84)(8.32)

_ (6.98)(68.54)—(19.84)(23.62)
 (6.98)(24.35)—(19.84)(8.32)

Calcule mediante aritmética exacta, truncamiento y redondeo hasta tres cifras estas expresiones. Deter-
mine los errores y los errores relativos.

1.6.9 Dado el sistema
—37.64x+42.11y =—-28.7
348x+5.84y=22.12.

Use la regla de Cramer para resolver el sistema usando aritmética exacta y redondeo con tres cifras deci-
males.
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Problemas propuestos ® 15

1.6.10 La funcién f(x)=+vx*+1—1 presenta cancelacién catastréfica para x ~0. Evaltela en x =0.01
con aritmética exacta, truncamiento y redondeo con tres cifras. Calcule sus errores y errores relativos.

x2+1+1

Multiplicando f(x) por ——— NETTIT b tiene que f(x)= . Utilice esta forma para evaluar a
x“+1+1 ,/ 1+1

f(x) en el punto dado. Comente sus resultados.

e* —(1+x)

1.6.11 Evalte la funcién f(x)= 5 en x = 0.01 con aritmética exacta, truncamiento y redon-
x

deo con tres cifras. Calcule sus errores y errores relativos. Usando la serie de Taylor de e* en x, =0 se

1 1 1 1
obtiene f(x)= p + ;x + Zx = = x” +---. Utilice el polinomio de Taylor de primer orden para aproxi-
mar a f(x)enx =0.01 con aritmética exacta, truncamiento y redondeo con tres cifras decimales.
Determine el error de aproximacion.
1.6.12 Use la férmula anidada de p(x)=x"—7x* —x’ +4x* —2x+1para evaluar p(-1.5).

1.6.13 Evalte el polinomio p(x)=x’+4.12x*—3.16x+1.34 en x = -4.831 con aritmética exacta,
truncamiento y redondeo con cuatro cifras. Calcule sus errores y errores relativos. Evaltie usando anida-
miento y repita los calculos.

1.6.14 Al resolver la ecuacién cuadrética ax’* + bx + ¢ = 0 se pueden presentar serios problemas de
cancelacion catastrofica si una de las raices es muy pequefia en comparacion con la otra. A fin de evitar
este problema en lugar de usar la férmula

—b+~Vb* —4ac

k= 2a

; m(-b) (b)z_ﬁ Ll
L= 2 2a > n '

Utilice los dos métodos para resolver la ecuacién x* — 10°x + 1 =0 usando truncamiento con 7 cifras

se usan las formulas

-b
+
2a

1.6.15 Resuelva la ecuacién x* + 1000.001x + 1 usando los métodos propuestos en el problema
anterior.

12)

1.6.16 Evaltela suma 2

i=1
el resultado obtenido sumando en sentido inverso. El valor real de la suma con 10 cifras es

truncamiento con 10 cifras en el orden usual. Compare

Z( 12) =0.6144212353x10™°.
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Capitulo 2

Solucion de ecuaciones
no lineales

2.1 Introduccidon

Existen ecuaciones de tipo no lineal (no polinomiales) que son muy conocidas debido a
que existen algunos métodos analiticos que conducen a una férmula para su solucion;
como por ejemplo, la solucion de ciertas ecuaciones trigonométricas simples. Sin embar-
go, muchas ecuaciones no lineales no se pueden resolver directamente por métodos ana-
liticos, por lo que se deben usar métodos basados en aproximaciones numéricas. En este
capitulo se consideran algunos métodos numeéricos para determinar las soluciones reales
de ecuaciones de la forma

f(x)=0 (2.1)

donde f es una funcién real. Para hacer esto se consideran métodos iterativos con el fin
de resolver la ecuacién (2.1); esto es, dado un valor inicial x,. se construye una suce-
sion de numeros reales {x, }_, ={x, x;, x,,...}. Si la ecuacién (2.1) y el método defini-
do son adecuados, se espera que |x, —x*|— 0 cuando 1 — oo, En este caso se dice que el
método converge a la solucién x*; de no ser asi, se dice que el método diverge. Este capitu-

lo se inicia con el método de biseccion, ya que este es el mds facil de entender y aplicar.

2.2 Método de biseccion

La solucidn del problema se plantea en términos de que se necesita encontrar el valor de
x tal que f(x)=0, un cruce por cero. Para iniciar el método, se determinan dos puntos x,
y X, en los cuales la funcién toma valores con signo opuesto. Si se supone que la funcién
es continua, con el teorema del valor intermedio se garantiza que debe existir al menos
un cruce por cero de f entre x, y X,. La funcién se evalia entonces en el punto
x; = 1(xo +%, ). El punto X se elige como analogo del par (x,, %, ) en el cual el valor dela
funcién tenga signo opuesto a f(x, ). Se obtiene asi un intervalo [x,, X, | que continta
conteniendo un cruce por cero y que tiene la mitad del tamafo del intervalo original. El
proceso se repite hasta que los limites superior e inferior del cruce por cero estén sufi-
cientemente cercanos. La figura 2.1 muestra un paso tipico de este método. El método se
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18 @ CAPITULO 2 Solucién de ecuaciones no lineales

y=f(x)

Figura 2.1 Método de biseccion.

detiene cuando |x, —X,|<tol o |f(x,,,)|< tol, donde tol es la tolerancia especificada para el método de
biseccion [Nakamura, 1992], [Maron, 1995], [Burden et al., 2002], [Nieves et al., 2002].

El método de biseccion tiene la ventaja de ser sencillo; sin embargo, la velocidad de convergencia es
lenta y, cuando las iteraciones se aproximan al cruce por cero, es mejor usar otro método que converja
mas rapido. En la secciéon 2.10.1 se presenta un programa desarrollado en Matlab para este método. La
convergencia del método de biseccion sélo se asegura a partir de los siguientes resultados.

Teorema 2.1  Suponiendo que fes continua en el intervalo [x,,%, |y f(x,) f(%,) <0, el método de
biseccién genera una sucesién {x, } _, que aproxima x*a un cruce por cero de f, tal que
Xg—X
|x, —x* <=2, n>1
2"

X, = x*+O(L)
2}1

donde O(l/ 2") es la velocidad de convergencia del método. Se tiene ademads que el método de biseccion
satisface

Este ultimo teorema implica que

lim—lx'”1 -1

lim 72— =2 (2.2)

por lo que el método converge linealmente. o

EJEMPLO 2.1

X
Considerando la ecuacién f(x)=1+2x—3x’¢"*+2x’sen(x)e 5, calcular los cruces por cero dentro del
intervalo [4, 20]; usar el método de bisecciéon con un error de 107°.

SOLUCION. En primer lugar se gréfica la funcién para tener una idea del comportamiento dentro del in-
tervalo especificado y de cudntas veces se cruza por cero. Analizando esta figura, a simple vista se puede
determinar que cruza cinco veces por cero y es continua en todo el intervalo. Por tanto, el método de bi-
seccion es adecuado para determinar estos cruces por cero.
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Figura 2.2 Gréfica de la funcién f(x)
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La tabla 2.1 provee de todos los pasos intermedios hasta encontrar la convergencia. Los intervalos
donde se encuentran los cruces se pueden visualizar en la figura 2.2; éstos se pueden encontrar numérica-
mente de manera muy sencilla, evaluando la funcién y tomando dos puntos consecutivos en donde la
funcién cambia de signo.

En la seccion 2.10.1 se tiene un programa codificado en Matlab que encuentra los intervalos que
contienen cada cruce por cero y después aplica el método de biseccion para determinar en forma especi-

fica cada uno de ellos.

Se debe precisar que, una vez que se tiene un intervalo y una funcién continua dentro de ese interva-
lo, este método siempre converge. Sin embargo, no se tiene la garantia de que en cada paso consecutivo

el error decrezca; por esta razén es un método seguro, pero de convergencia lenta.

Tabla 2.1a Tabla de valores que se obtienen al usar el método de biseccion al calcular el primer cruce por cero.

n X,

0 6.000000
1 6.000000
2 6.000000
3 6.125000
4 6.125000
5 6.156250
6 6.171875
7 6.179687
8 6.183593
9 6.185546
10 6.186523
11 6.187011
12 6.187255
13 6.187377
14 6.187438
15 6.187438
16 6.187438
17 6.187438
18 6.187442
19 6.187444

f(x)
-23.624104
-23.624104
-23.624104

-8.262447
-8.262447
-4.173800
-2.094560
-1.046410
-0.520228
-0.256613
-0.124675
-0.058673
-0.025664
-0.009158
-0.000904
-0.000904
-0.000904
-0.000904
-0.000388
-0.000130

xn
7.000000
6.500000
6.250000
6.250000
6.187500
6.187500
6.187500
6.187500
6.187500
6.187500
6.187500
6.187500
6.187500
6.187500
6.187500
6.187469
6.187454
6.187446
6.187446
6.187446

f(&)
126.005431
46.010338
8.632171
8.632171
0.007349
0.007349
0.007349
0.007349
0.007349
0.007349
0.007349
0.007349
0.007349
0.007349
0.007349
0.003222
0.001158
0.000127
0.000127
0.000127
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X1
6.500000
6.250000
6.125000
6.187500
6.156250
6.171875
6.179687
6.183593
6.185546
6.186523
6.187011
6.187255
6.187377
6.187438
6.187469
6.187454
6.187446
6.187442
6.187444
6.187445

f(xn+1)
46.010338
8.632171
-8.262447
0.007349
-4.173800
-2.094560
-1.046410
-0.520228
-0.256613
-0.124675
-0.058673
-0.025664
-0.009158
—-0.000904
0.003222
0.001158
0.000127
-0.000388
-0.000130
-1.89869¢e-6
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Tabla 2.1b Tabla de valores que se obtienen al usar el método de biseccién al calcular el segundo cruce por cero.

n Xn f(x,) X, f(x,) X1 f (%)
0 9.000000 118.292948 10.000000 | -126.264122 9.500000 0.705516
1 9.500000 0.705516 = 10.000000 @ -126.264122 9.750000 | -63.785375
2 9.500000 0.705516 9.750000 -63.785375 9.625000 | -31.507783
3 9.500000 0.705516 9.625000 -31.507783 9.562500 | -15.358134
4 9.500000 0.705516 9.562500 -15.358134 9.531250 | -7.311246
5 9.500000 0.705516 9.531250 -7.311246 9.515625 | -3.298564
6 9.500000 0.705516 9.515625 -3.298564 9.507812 | -1.295382
7 9.500000 0.705516 9.507812 -1.295382 9.503906 @ -0.294639
8 9.500000 0.705516 9.503906 -0.294639 9.501953 0.205512
9 9.501953 0.205512 9.503906 -0.294639 9.502929 = -0.044544
10 9.501953 0.205512 9.502929 -0.044544 9.502441 0.080488
11 9.502441 0.080488 9.502929 -0.044544 9.502685 0.017973
12 9.502685 0.017973 9.502929 -0.044544 9.502807 | -0.013285
13 9.502685 0.017973 9.502807 -0.013285 9.502746 0.002343
14 9.502746 0.002343 9.502807 -0.013285 9.502777 | -0.005470
15 9.502746 0.002343 9.502777 -0.005470 9.502761 | -0.001563
16 9.502746 0.002343 9.502761 -0.001563 9.502754 0.000390
17 9.502754 0.000390 9.502761 -0.001563 9.502758 = -0.000586
18 9.502754 0.000390 9.502758 -0.000586 9.502756 | -9.82125e-5

Tabla 2.1c Tabla de valores que se obtienen al usar el método de biseccién al calcular el tercer cruce por cero.

n X fx,) Xy f(&,) X1 f (%)
0 12.000000 | -143.229664 | 13.000000 | 164.123770 12.500000 4.732499
1 12.000000 @ -143.229664 | 12.500000 4.732499 12.250000 @ -73.208212
2 12.250000 -73.208212 | 12.500000 4.732499 12.375000 | -34.926682
3 12.375000 -34.926682 = 12.500000 4.732499 12.437500 @ -15.229780
4 12.437500 -15.229780 | 12.500000 4.732499 12.468750 | -5.276783
5 12.468750 -5.276783 12.500000 4.732499 12.484375 = -0.278543
6 12.484375 -0.278543 12.500000 4.732499 12.492187 2.225456
7 12.484375 -0.278543 12.492187 2.225456 12.488281 0.973066
8 12.484375 -0.278543 12.488281 0.973066 | 12.486328 0.347162
9 12.484375 -0.278543 12.486328 0.347162 12.485351 0.034284
10 12.484375 -0.278543 12.485351 0.034284 | 12.484863 | -0.122135
11 12.484863 -0.122135 = 12.485351 0.034284 | 12.485107 @ -0.043927
12 12.485107 -0.043927 12.485351 0.034284 12.485229 -0.004821
13 12.485229 -0.004821 12.485351 0.034284 @ 12.485290 0.014731
14 12.485229 -0.004821 12.485290 0.014731 12.485260 0.004954
15 12.485229 -0.004821 12.485260 0.004954 | 12.485244 6.65014e-5
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Tabla 2.1d Tabla de valores que se obtienen al usar el método de biseccién al calcular el cuarto cruce por cero.
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xﬂ
15.000000
15.500000
15.750000
15.750000
15.750000
15.781250
15.796875
15.804687
15.804687
15.804687
15.804687
15.805175
15.805419
15.805541
15.805541
15.805541
15.805557
15.805557
15.805561

f(x)
249.537288
101.272844

18.428240
18.428240
18.428240

8.052087

2.874856

0.289527

0.289527

0.289527

0.289527

0.128023

0.047274

0.006900

0.006900

0.006900

0.001854

0.001854

0.000592

xn
16.000000
16.000000
16.000000
15.875000
15.812500
15.812500
15.812500
15.812500
15.808593
15.806640
15.805664
15.805664
15.805664
15.805664
15.805603
15.805572
15.805572
15.805564
15.805564

Tabla 2.1e Tabla de valores que se obtienen al usar el

O 0 NI N U1 A WD~ O I

e e e e
O 3 O Ul R W NN~ O

xn
18.000000
18.500000
18.500000
18.625000
18.687500
18.718750
18.718750
18.718750
18.722656
18.724609
18.724609
18.725097
18.725341
18.725341
18.725341
18.725341
18.725341
18.725341
18.725341

f(x)

-202.342578
-69.223908
-69.223908
-31.130974
-11.774935
-2.053533
-2.053533
-2.053533
-0.837038
-0.228703
-0.228703
-0.076611
-0.000563
-0.000563
-0.000563
-0.000563
-0.000563
-0.000563
-0.000563

xn
19.000000
19.000000
18.750000
18.750000
18.750000
18.750000
18.734375
18.726562
18.726562
18.726562
18.725585
18.725585
18.725585
18.725463
18.725402
18.725372
18.725357
18.725349
18.725345
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f(%)
-63.137906
-63.137906
-63.137906
—-22.850348

-2.293390
-2.293390
-2.293390
-2.293390
-1.002242
-0.356434
-0.033472
-0.033472
-0.033472
-0.033472
-0.013285
-0.003192
-0.003192
-0.000669
-0.000669

método de biseccién al calcular el quinto cruce por cero.

f(%)
84.994649
84.994649

7.683801
7.683801
7.683801
7.683801
2.813750
0.379686
0.379686
0.379686
0.075484
0.075484
0.075484
0.037460
0.018448
0.008942
0.004189
0.001812
0.000624
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Xn+1

15.500000
15.750000
15.875000
15.812500
15.781250
15.796875
15.804687
15.808593
15.806640
15.805664
15.805175
15.805419
15.805541
15.805603
15.805572
15.805557
15.805564
15.805561
15.805562

X1
18.500000
18.750000
18.625000
18.687500
18.718750
18.734375
18.726562
18.722656
18.724609
18.725585
18.725097
18.725341
18.725463
18.725402
18.725372
18.725357
18.725349
18.725345
18.725343

f(xn+1 )

101.272844

18.428240

-22.850348

-2.293390
8.052087
2.874856
0.289527

-1.002242

-0.356434

-0.033472
0.128023
0.047274
0.006900

-0.013285

-0.003192
0.001854

-0.000669
0.000592

-3.83656e-5

f(xn+1)

-69.223908

7.683801

-31.130974
-11.774935

-2.053533
2.813750
0.379686

-0.837038

-0.228703
0.075484

-0.076611

-0.000563
0.037460
0.018448
0.008942
0.004189
0.001812
0.000624
3.054369e-5
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2.3 Método de la falsa posicion o regla falsa

Una modificacion simple del método de biseccion produce otro método que siempre es convergente [Na-
kamura, 1992], [Maron, 1995], [Burden et al., 2002], [Nieves et al., 2002]. Si se pueden elegir dos aproxi-
maciones iniciales x;, y X, tales que los dos valores de la funcion en esos puntos tengan signo opuesto,
entonces es posible generar una sucesion de valores que siempre tengan esta propiedad. Para iniciar, se
construye la recta que pasa por los puntos (x,, f(x,)) y (X,, f (X,))- De acuerdo con la figura 2.3, se tiene
que m, =m,; por tanto:

f(xl)_f(xo)zf(’zg)_f(xo) (2.3a)

X1 —Xo Xo —Xo

El valor del cruce por cero se define cuando se tiene un valor de x,, dado por la recta definida por la
ecuacion (2.3a), donde se cumple que f(x;)=0. Asi, la ecuacion anterior queda de la siguiente forma

O_f(xo):f(;cf)_f(xo)

X1 —Xo Xo —Xo

Despejando x; se obtiene

f(x0) (%o = %) (2.3b)
f(fo)_f(xo)

Utilizando la ecuacion (2.3b), el valor de %, se elige tomando un valor entre x, y X, de tal forma que
el valor de la funcidn sea opuesto en signo a f(x, ). Asi, valores de x; y X, definen un menor intervalo que
contiene el cruce por cero. El proceso continua tomando siempre lados opuestos del cruce por cero. La
penalidad que ocasiona esta modificacion del método de biseccion es el numero de operaciones necesa-
rias para calcular los valores de {x, } _ . La longitud de los nuevos intervalos, para el método de falsa po-
sicion, no decrece en cada nueva iteracién como en el método de biseccion, es decir, no siempre se
garantiza que el nuevo intervalo sea la mitad (o menor) del intervalo anterior. Por esta razén, aunque el
método de la falsa posicion normalmente tiene una mejor convergencia que el método de biseccion, no
siempre serd el caso. El programa desarrollado en Matlab para el método de falsa posicion se proporciona
en la seccion 2.10.2.

X1 =Xo —

>
-

y=f(x)

my

m; X

R
(=

Figura 2.3 Método de la falsa posicion.

EJEMPLO 2.2

X
e 5.

>

Considerando la misma ecuacién que en el ejemplo 2.1, es decir, f(x)=1+2x—3x’¢"" +2x’sen(x)
calcular los cruces por cero dentro del intervalo [4, 20]; usar el método de regla falsa o falsa posicion con
un error maximo de 107

SOLUCION. La tabla 2.2 muestra todos los resultados del calculo de los cruces por cero.
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Tabla 2.2a Tabla de valores que se obtienen al usar el método de falsa posicion
al calcular el primer cruce por cero.

Xn fx) X f(%) X1 f (%)
6.000000 -23.624104 7.000000 126.005431 6.157883 -3.957441
6.157883 -3.957441 7.000000 126.005431 6.183526 -0.529249
6.183526 -0.529249 7.000000 126.005431 6.186941 -0.068115
6.186941 -0.068115 7.000000 126.005431 6.187381 -0.008721
6.187381 -0.008721 7.000000 126.005431 6.187437 -0.001115
6.187437 -0.001115 7.000000 126.005431 6.187444 -0.000142
6.187444 -0.000142 7.000000 126.005431 6.187445 -1.82674e-5

Tabla 2.2b Tabla de valores que se obtienen al usar el método de falsa posicion
al calcular el segundo cruce por cero.

X f(x) Xy f(&) Xps1 f )
9.000000 118.292948 10.000000 | -126.264122 9.483702 4.871535
9.483702 4.871535 10.000000 @ -126.264122 9.502882 -0.032504
9.483702 4.871535 9.502882 -0.032504 9.502755 4.91275e-5

Tabla 2.2c Tabla de valores que se obtienen al usar el método de falsa posicion
al calcular el tercer cruce por cero.

Xn fx,) X, f(%) X1 f (%)
12.000000 | -143.229664 | 13.000000 164.123770 12.466009 | -6.151974
12.466009 -6.151974 = 13.000000 164.123770 12.485302 0.018546
12.466009 -6.151974 | 12.485302 0.018546 | 12.485244 | -3.02743e-5

Tabla 2.2d Tabla de valores que se obtienen al usar el método de falsa posiciéon
al calcular el cuarto cruce por cero.

Xn fx,) X, f(%,) X1 f (%)
15.000000 249.537288 16.000000 -63.137906 15.798071 2.478624
15.798071 2.478624 16.000000 -63.137906 15.805699 | -0.045230
15.798071 2.478624 15.805699 -0.045230 15.805562 | —1.99405e-5

Tabla 2.2e Tabla de valores que se obtienen al usar el método de falsa posicién
al calcular el quinto cruce por cero.

Xn fx,) X, f(x,) X1 f (%)
18.000000 | -202.342578 | 19.000000 84.994649 18.704198 | -6.582714
18.704198 -6.582714 = 19.000000 84.994649 18.725461 0.036746
18.704198 -6.582714 18.725461 0.036746 18.725343 -2.05257e-5
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2.4 Método de la secante

Un problema obvio que surge con el método de la falsa posicion es que, dependiendo de la funcién, el

intervalo de busqueda puede no decrecer. El problema se evita al considerar los puntos en sucesion estric-
ta en el sentido de que el valor mas viejo se descarta, y s6lo se usan los dos valores mas recientes al calcu-
lar el nuevo valor. Esta idea conduce al método de la secante [Maron, 1995], [Burden et al., 2002], [Nieves

et al., 2002], [Rodriguez, 2003], [Cordero et al., 2006], el cual se puede deducir de manera simple utilizan-
do la figura 2.4, es decir, si se tiene que m, = m,, entonces,

fizh = u, donde se tiene por notacién que f, = f(x,).
X1=Xo Xa—X

Si se tiene que f(x,)=0, entonces se llega a

_ _(xl _xo)f(xl)
1 f o) = f(x0)

X

Reagrupando, se llega finalmente a

[ )(x, = x,4)
flx)=fx,00)

El método de la secante necesita dos valores iniciales x, y x, para comenzar. Los valores f(x,)y f(x;)
se calculan y dan dos puntos sobre la curva. El nuevo punto de la sucesion es el punto en el cual la recta
que une los dos puntos previos corta al eje x. Si se compara la férmula (2.4) con la (2.3b), se puede notar
que poseen la misma estructura; la nica diferencia es la forma de tomar los datos en los pasos de itera-
cién. En el método de la secante los puntos se usan en una sucesion estricta. Cada vez que se encuentra un
nuevo punto, el nimero mas atrasado se descarta. Al operar de esta forma, se tendran ciertas iteraciones
idénticas a las que se obtienen al aplicar el método de regla falsa; sin embargo, en este método, es total-
mente posible que la sucesion diverja como se muestra en la figura 2.5, donde el punto x, esta claramente
mas lejano de la raiz que el punto x,. La rapidez de convergencia de este método, cuando se esta suficien-
temente cerca de la solucién, es superior a la de los métodos de biseccion y falsa posicion. El programa
desarrollado en Matlab para este método se proporciona en la seccion 2.10.3.

Xpt1 = Xp — (2°4)

>
-

X, &~

Figura 2.5 Divergencia del método de la secante.
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La figura 2.5 muestra que el método de la secante puede divergir dependiendo de la naturaleza del
problema; sin embargo, antes de aplicarlo, se puede hacer una prueba de convergencia, para lo cual se

cuenta con el siguiente teorema que la garantiza.

Teorema 2.2  Suponiendo que f tiene segunda derivada continua, sea x*tal que f(x*)=0y f’(x*) %0.
Si x, es lo suficientemente cercana a x*, la sucesion {x; };-, generada por el método de la secante converge

a x* con un orden de convergencia aproximado de 7, =1.618.

_f)-f(a)

Demostracion  Si se define f[a, b]= ) , se tiene que
—a

X = Xk-1 :|

fx) = f(x)

X1 — X=X —x*—f(xk)[

Reagrupando, se obtiene

f[xk_l,xx_ll—f[xwx*]} (2.5)

X1 —X =(xk—x ){ f[xx_1>xk]
Definiendo ademas
a,b|l-f|b,c
f[a,b,c‘]=—f[ a_c[ ] (2.6)

se puede escribir la ecuacién (2.5) como

.
X =2 = (o0 —x ) (2044 —x*)M
f[xk—l) xk]

Ahora, del teorema del valor medio se tiene que existen & entre [x;, X, |, 7, entre [x,_y, x; ] y x%,

tales que:

flxes x]= f(&)

f[xk—1)xk)X*]=%f(77k)

Reformulando (2.6), se tiene que

R AU ) N
x _2f,(§k)(xk x*) (X4 —x¥) (2.7)
()

k+1

Se concluye de inmediato que el proceso converge si se inicia lo suficiente cerca de x*. Para determi-
nar el orden de convergencia, se nota que para k grande la ecuacion (2.7) se transforma en

Xy =X = M (o = x*) (x5 —x*)
") . .
donde M = S ). Si se define g, = x; —x*, se tiene que cuando k es lo suficientemente grande, enton-

2f(x*)

ces se tiene

Exn = MELE

Tomando el logaritmo de esta ecuacion y haciendo que y; =log Me;, se obtiene
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26 @ CAPITULO 2 Solucién de ecuaciones no lineales

Vi1 = Vit Vi

la cual es la ecuacidn en diferencias de los ndmeros de Fibonacci. Una solucidn a esta ecuacion debe sa-
tisfacer

Vit =Ty =0
donde 7, =1.618, por lo que
log Mey, — T logMe, —0
Utilizando una de las propiedades de los logaritmos, se obtiene

M£k+1
(Mg, )T1

log -0

y por tanto

% - M(Tlfl)
&

EJEMPLO 2.3

X
Considerando la misma ecuacién que en el ejemplo 2.1, es decir, f(x)=1+2x—3x%¢* +2x’sen(x)e 5,
calcular los cruces por cero dentro del intervalo [4, 20]; usar el método de la secante con un error maximo
de 107

SOLUCION. Para este ejemplo en particular, la seccién 2.10.4 contiene el c6digo Matlab que da la solucién
completa y, como resultado, se obtiene la tabla 2.3 enunciada a continuacién.

Tabla 2.3a Tabla de valores que se obtienen al usar el método de la secante
al calcular el primer cruce por cero.

n Xn f(x,) X+l f (1) Xn+2 f(%2)
0 6.000000 -23.624104 7.000000 126.005431 6.157883 -3.957441
1 7.000000 | 126.005431 6.157883 -3.957441 6.183526 | -0.529249
2 6.157883 -3.957441 6.183526 -0.529249 6.187485 0.005409
3 6.183526 -0.529249 6.187485 0.005409 6.187445 -7.15024e-6

Tabla 2.3b Tabla de valores que se obtienen al usar el método de la secante
al calcular el segundo cruce por cero.

n Xn f(x,) Xn+1 f (1) Xn+2 f(%2)
0 9.000000 118.292948 10.000000 | -126.264122 9.483702 4.871535
1 10.000000 -126.264122 9.483702 4.871535 9.502882 | -0.032504
2 9.483702 4.871535 9.502882 -0.032504 9.502755 4.91275e-5
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Tabla 2.3c Tabla de valores que se obtienen al usar el método de la secante
al calcular el tercer cruce por cero.

n Xn fx,) Xn+1 f (1) Xn+2 f(xui2)
0 12.000000 -143.229664 13.000000 164.123770 12.466009 -6.151974
1 13.000000 164.123770 12.466009 -6.151974 12.485302 0.018546
2 12.466009 -6.151974 12.485302 0.018546 12.485244 -3.02743e-5

Tabla 2.3d Tabla de valores que se obtienen al usar el método de la secante
al calcular el cuarto cruce por cero.

n Xn f(xn) Xn+1 f(xn+1) Xn+2 f(xn+2)

0 15.000000 249.537288 16.000000 -63.137906 15.798071 2.478624
1 16.000000 -63.137906 15.798071 2.478624 15.805699 -0.045230
2 15.798071 2.478624 15.805699 -0.045230 15.805562 -1.99405e-5

Tabla 2.3e Tabla de valores que se obtiene al usar el método de la secante
al calcular el quinto cruce por cero.

n Xn f(xn) Xn+1 f(xn+l) Xn+2 f(xn+2)

0 18.000000 -202.342578 19.000000 84.994649 18.704198 -6.582714
1 19.000000 84.994649 18.704198 -6.582714 18.725461 0.036746
2 18.704198 -6.582714 18.725461 0.036746 18.725343 -2.05257e-5

2.5 Método del punto fijo

El método del punto fijo es facil de usar y se aplica a una amplia variedad de problemas. En su forma mas
simple, la ecuacion que se va a iterar se obtiene reagrupando la ecuacion que contiene x en el lado izquier-
do de la ecuacion. Una aproximacion a x se inserta en el lado derecho; asi se calcula un nuevo valor de x.
El nuevo valor de x se usa en el calculo para dar mas valores de x, y el proceso se repite en forma iterativa.
Si el punto inicial y la reordenacion de la ecuacion son adecuados, los valores se aproximan cada vez mas
a la solucion verdadera. En este caso se puede decir que el método es convergente. A menos que se requie-
ra un andlisis cuidadoso, es muy fécil elegir un método que dé una sucesion de valores que poco a poco
convergen a la solucion de la ecuaciéon dada [Burden et al., 2002], [Nieves et al., 2002], [Rodriguez, 2003],
[Cordero et al., 2006].

Resulta facil mostrar graficamente las circunstancias bajo las cuales el proceso converge. La figura
2.6a muestra una gréfica tipica en la cual el proceso es convergente. Se traza la curva y = g(x), y esto per-
mite obtener de la grafica el valor y, = g(x,). Entonces se requiere el valor x, = y,, y esto se encuentra
trazando la linea y = x. Asi se puede obtener el valor apropiado de x. Trazando las lineas comenzando de
X @ Xy, etc., se observa que los valores estdn convergiendo al punto x*, donde x* = g(x*), que es la solu-
cion de la ecuacion. En este tipo de convergencia, la diferencia entre la aproximacion y la soluciéon verda-
dera siempre tienen el mismo signo; debido a esto, los valores se aproximan a la solucién de manera
estable. Este tipo de comportamiento se conoce como mondtonamente convergente. La figura 2.6b mues-
tra otro tipo de convergencia posible donde los valores oscilan en cualquier lado de la solucién verdadera.
Este tipo de oscilacion convergente es muy conveniente debido a que los dos ultimos valores dan limites
en donde esta la solucion verdadera. Sin embargo, es igualmente posible que el método diverja; las figuras
2.6¢ y 2.6d muestran dos ejemplos sencillos de coémo puede ocurrir esto.
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Figura 2.6 Método de punto fijo.

Del estudio de las graficas queda claro que el proceso va a ser convergente cuando la derivada de la
funcién g(x) es menor que la derivada de lalinea y = x. Por ejemplo, en la regién cubierta por la iteracién
se requiere que

g’ (x)<1
Esto se puede demostrar tedricamente, si se tiene que

X =g(x,), (n=0,1,2,...)

y la solucion verdadera x* satisface

Restando estas ecuaciones se obtiene
Xt =%, =g(x*) - g(x,)
Usando el teorema del valor medio en el lado derecho de la ecuacidn, se tiene
g(x*)—g(x,)=(x*-x,)g"({)
donde { es algun valor entre x*y x,. Si se define €, = x* —x,, la ecuacién anterior serd

Epn = g/(C) © &

www.FreeLibros.me



2.5 Método del punto fijo @ 29

v, si|g’(§)| <1, entonces el error siempre decrecera paso a paso. Para |g’({)|>1, el error seré creciente. En
la seccidon 2.10.4 se proporciona el programa desarrollado en Matlab para este método. Para el método del
punto fijo, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 2.6 Sea g una funcién continua en el intervalo [a,b] con a< g(x)<b para a<x<b. Su-
poniendo que g’ es continua en [a, b] y que existe una constante 1 > K >0 tal que

|¢’(x)|£K paratodaxen|a,b]
Si ¢’(p)#0, entonces para cualquier p, €[a, b}, la sucesién generada por
Xp =g(x,),n=12,...

converge linealmente a p en [a,b], con p=g(p). o

EJEMPLO 2.4

X
Considerando la ecuacién f(x)=1+2x—3x% " +2x’sen(x)e 5, calcular los cruces por cero dentro del
intervalo [4, 20]; usar el método de punto fijo con un error maximo de 107>,

SOLUCION. Para aplicar el método se iguala la funcién a cero y se despeja en variable en funcién de la
misma variable; asi se obtiene:

| —1=2x, +3(x,) e
Xn

2(x,) e 3

X = 8 (1) = sen”

Como resultado de la aplicacion de este programa se obtiene la tabla 2.4 que muestra todos los pasos
intermedios hasta llegar a la convergencia.

Tabla 2.4a Tabla de valores que se obtienen al usar el método de punto fijo
al calcular el primer cruce por cero.

n Xn fx,) &Xnt1 f(gxun)
0 6.000000 -23.624104 6.185174 -0.306835

1 6.185174 -0.306835 6.187419 | -0.003554

2 6.187419 -0.003554 6.187445 -4.11259e-5

Tabla 2.4b Tabla de valores que se obtienen al usar el método de punto fijo
al calcular el segundo cruce por cero.

n Xn f(x,) &Xn1 f (&%)

0 9.000000 118.292948 9.503571 | -0.208860
9.503571 -0.208860 9.502754 = 0.000241

2 9.502754 0.000241 9.502755 | -2.80076e-7
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Tabla 2.4c Tabla de valores que se obtienen al usar el método de punto fijo
al calcular tercer cruce por cero.

n Xy f(x2) §xnnt f(8%u)
0 12.000000 -143.229664 12.486554 0.419841
1 12.486554 0.419841 12.485240 -0.001255
2 12.485240 -0.001255 12.485244 3.75685e-6

Tabla 2.4d Tabla de valores que se obtienen al usar el método de punto fijo
al calcular cuarto cruce por cero.

n Xn f(x,) &Xni1 f(&%n1)
0 15.000000 249.537288 15.800338 1.728367

1 15.800338 1.728367 15.805526 0.012094

2 15.805526 0.012094 15.805562 8.46963e-5

Tabla 2.4e Tabla de valores que se obtienen al usar el método de punto fijo
al calcular el quinto cruce por cero.

n Xn f(x,) &Xnt1 F(gxun)
0 18.000000 -202.342578 18.733198 2.447108
1 18.733198 2.447108 18.725253 -0.028061
2 18.725253 -0.028061 18.725344 0.000321
3 18.725344 0.000321 18.725343 -3.68681e-6

2.6 Método de Newton-Raphson

Los métodos de cdlculo estandar se utilizan para encontrar un método con rapidez de convergencia satis-
factorio. Si la iteracion ha alcanzado el punto x,,, entonces se requiere un incremento Ax, que tomard el
proceso hacia el punto solucién x*. Si se hace la expansién de f (x*) en series de Taylor se tiene que:

Ozf(x*)Ef(xn+Axn):f(xn)'f‘Aan’(Xn)+%f”(xn)+... (2.8)

Si la distancia Ax,, entre el punto de la iteracién actual y la solucién verdadera es suficientemente pe-
queiia, entonces, tomando los dos primeros términos del lado derecho de la ecuacion (2.8), se obtiene:

0= f(x,)+Ax, f'(x,)
Asi, despejando Ax,, se llega a la expresion

f(xa)

Ax
T f(x)
Si se toma
Axn =Xp1 — Xy

despejando x,,,, y sustituyendo en el valor de Ax,, se obtiene el método de Newton-Raphson como [Ma-
thews, 2000], [Burden et al., 2002], [Nieves et al., 2002], [Rodriguez, 2003], [Cordero et al., 2006]:
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e S
T ) 22

Si se traza la tangente a la curva en el punto x,, entonces:

tant9=M
Ax

=f’(x0)

Debido a esto, el paso Ax se encuentra graficamente trazando la tangente a la curva en el punto de la
presente iteracion, y se encuentra donde corta el eje x. (Esto se muestra en forma grafica en la figura 2.7.)
Este valor de x en el cruce se usa en la siguiente iteracion. La aproximacion grafica es util para demostrar
las propiedades de convergencia del método de Newton-Raphson.

A y=f(x)

Figura 2.7 Método de Newton-Raphson.

Hay varias formas en las cuales el método puede no converger. La figura 2.8 muestra un ejemplo de
una curva inclinada a lo largo del eje. Es evidente que el método de Newton-Raphson diverge en este caso.

Como contraste, es claro que para una curva como la de la figura 2.7 el método de Newton-Raphson con-
verge mondtonamente.

>

y=f(x)

Figura 2.8 Divergencia del método de Newton-Raphson.
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Otra posibilidad es mostrarlo por las oscilaciones de la figura 2.9. Aqui, la derivada en el punto x,
genera un punto x, en el que se calcula una derivada. Esta genera un punto en la misma 4rea que x, de tal
forma que el proceso oscila alrededor de un punto que no es la soluciéon. Por supuesto, es esencial en un
proceso iterativo en computadora tener alguna forma de detenerlo si éste no converge.

y=f(x)

Y
A

| I

| ~ 77

| N e I

| N L }

| N

| AN !

| e AN }

(R4 Nl

L N

>» X
Xo X1
X, X3

Figura 2.9 Oscilacion del método de Newton-Raphson.

En vista de las dificultades que pueden surgir cuando se usa el método de Newton-Raphson, se nece-
sita verificar con cuidado que el proceso converja satisfactoriamente. La convergencia se puede garantizar
cuando la funcién tiene una segunda derivada que no cambia de signo en la region de iteracidn, es decir,
satisface la siguiente condicion

flx)f"(x)>0

Si la segunda derivada se puede calcular facilmente, es posible usar esta condicion para verificar la
convergencia. Si la convergencia no se puede calcular matematicamente, entonces es necesario progra-
mar con cuidado para monitorear el progreso de las iteraciones y ver si estdan convergiendo. Si no hay
signos de convergencia, se tendra que cambiar el programa y emplear otro método iterativo que garanti-
ce la convergencia. Aun cuando el método muestre la convergencia, puede haber dificultades si la rapidez
de convergencia es lenta.

Lo atractivo del método de Newton-Raphson es que, cuando los errores son pequeiios, cada error es
proporcional al cuadrado del error previo, lo cual ocasiona que la convergencia sea mas rapida que la
relacion lineal que sostiene la iteracion simple. El error relacionado con el método de Newton-Raphson
se establece expandiendo f(x) alrededor del punto x,,, as

(X* —Xn )2
2!

0=f(x*)=f(x,)+(x*=x,) f'(x,)+ f7(9) (2.10)

donde ¢ es algtin valor de x entre x,, y x* El término f(x,)/f’(x,) dela férmula de Newton-Raphson
se encuentra en la ecuacion (2.9) y se sustituye en la (2.10) para dar

(x*=x,)" f(¢)
2t f(x)

De esta manera, probando que f’(x,) y f”(£{) no son cero, el error es un multiplo del cuadrado del
error previo. Asi se tiene que

Xnt1 = Xp +(X*—Xn)+
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(9

X* =Xy =
" 20 (%)

con lo que se establece el siguiente teorema.

Teorema 2.4 Suponiendo que f tiene segunda derivada continua y sea x* tal que f(x*)=0y
f/(x*)#0. Si x, es lo suficientemente cercana a x*, la sucesion {x; };—, generada por el método de Newton-
Raphson converge a x* con un orden de convergencia de al menos 2. o

Este método se desarrolla en la plataforma que ofrece Matlab y se programa para dar todos los cruces
por cero de una funcién no lineal que se mueve en plano real. El programa de computo se provee en la
seccion 2.10.5 de este capitulo. El resultado de ejecutar este programa se resume en la tabla 2.5, aqui se
dan todos los pasos intermedios hasta lograr la convergencia.

EJEMPLO 2.5

Con la misma ecuacién del ejemplo 2.1, es decir, f(x)=1+2x—3x%* +2x>sen(x)e 5. Calcular los cru-
ces por cero dentro del intervalo [4,20]; usar el método de Newton-Raphson con un error méximo
de107.

SOLUCION. La tabla 2.5 muestra los resultados numéricos del calculo de los cruces por cero utilizando el
método de Newton-Raphson.

Tabla 2.5a Tabla de valores que se obtienen al usar el método de Newton-Raphson
al calcular el primer cruce por cero.

Xy f(xn) f,(xn)

n

0 6.000000 -23.624104 116.204971
1 6.203296 2.154944 136.658802
2 6.187528 0.011142 135.240326
3 6.187445 3.086892e-7 = 135.232833

Tabla 2.5b Tabla de valores que se obtienen al usar el método de Newton-Raphson
al calcular el segundo cruce por cero.

Xy, f(xn) f,(xn)

n

0 9.000000 118.292948 -204.321275
1 9.578955 -19.604657 -258.215107
2 9.503031 -0.070709 -256.082005
3 9.502755 -1.477762e-6 | -256.071298

Tabla 2.5¢ Tabla de valores que se obtienen al usar el método de Newton-Raphson
para calcular el tercer cruce por cero.

xn f(xn) f,(xn)

n

0 12.000000 | -143.229664 258.157006
1 12.554816 22.395130 323.174443
2 12.485518 0.087849 320.370373
3 12.485244 1.958645e-6 = 320.356083
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Tabla 2.5d Tabla de valores que se obtienen al usar el método de Newton-Raphson
al calcular el cuarto cruce por cero.

n Xy f(xs) f(x)

0 15.000000 | 249.537288 -253.302600
1 15.985135 @ -58.420480 -318.111897
2 15.801487 1.348182 -330.895919
3 15.805561 0.000322 -330.736660
4 15.805562 1.864464e-11 | -330.736621

Tabla 2.5e Tabla de valores que se obtienen al usar el método de Newton-Raphson
al calcular el quinto cruce por cero.

n X, fx) f'(xn)

0 18.000000 | -202.342578 220.423607
1 18.917971 59.887064 308.343028
2 18.723749 -0.496616 311.469309
3 18.725343 1.849543e-5 = 311.492374

Analisis de resultados

La tabla 2.6 muestra una comparacion de los cinco métodos; todos estain implementados bajo las mismas
restricciones. Analizando los resultados, se puede notar de manera simple que para converger a la tole-
rancia especificada, salvo el caso de biseccidn, el resto de los métodos convergen practicamente en el
mismo nimero de iteraciones.

Tabla 2.6 Tabla comparativa de nimero de iteraciones empleadas en el célculo de cada cruce
por cero, utilizando diferentes métodos.

Numero de iteraciones para encontrar los cruces por cero

IWeto otz aio con un error mdximo de 107
Primero Segundo Tercero Cuarto Quinto
Biseccion 20 19 16 19 19
Regla Falsa 7 3 3 3 3
Secante 4 3 3 3 3
Punto fijo 3 3 3 3 4
Newton-Raphson 3 3 3 4 3

Para el caso del ejemplo de aplicacion, si se analiza la funcion a iterar en punto fijo, se tiene

| —1=2x, +3(x, ) e

X4 =SEN N
2(x,) e 5

Si se sabe que el primer cruce por cero esta en el intervalo [6,7]; adicionalmente, si se toma como
comienzo el inicio del intervalo, la funcién dngulo cuyo seno dara como resultado
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2
—-1-2(6)+3(6) e
1 (6) (6) € |=—0.0980103287414036

X, =sen”
; -8

2(6)e 5

Este resultado es el arco complementario de 27. Asi, el resultado correcto es

x, =27 —0.0980103287414036 = 6.18517497843818

Si se sabe de antemano que el seno es una funcion circular, en cada caso se debe hacer el ajuste para
interpretar correctamente el resultado de la ecuacion; si no, siempre se tendra de forma errénea que la
ecuacion es no convergente.

2.7 Aproximaciones iniciales de los cruces por cero

Las siguientes ideas pueden ser ttiles para calcular las aproximaciones iniciales de las soluciones de una
ecuacion:

La grafica de la ecuacion por resolver puede dar informacion para localizar los cruces por cero.

El conocimiento de las circunstancias fisicas del problema que se estd modelando pueden conducir a
una buena aproximacion inicial de los cruces por cero.

Alternativamente, en ocasiones es posible reescribir la ecuacion en otra expresion equivalente y ésta
nos puede indicar la posicion aproximada de los cruces por cero.

En ocasiones la ecuacion se pueden separar en dos partes, y la interseccion de las graficas de las dos
funciones puede indicar con mas claridad la ubicacion de los cruces por cero que la grafica de la funcién
original.

Si se esta considerando un programa automatico de computo, entonces se puede hacer el calculo sis-
tematico de valores de la funcion hasta que se encuentren dos valores de signo contrario. Para funciones
continuas, estos valores contienen un cruce por cero.

Cuando se tiene el caso de que en ciertas regiones parte de la ecuacidn es insignificante, es posible
obtener una aproximacion a la solucidn resolviendo la parte residual de la ecuacion.

2.8 Sistemas de ecuaciones no lineales

Algunos de los métodos de la seccion previa se pueden generalizar para obtener la solucion de sistemas de
ecuaciones no lineales, aunque el anélisis de las propiedades de convergencia no es sencillo. Se analizan
dos de ellos, como son el de Newton-Raphson y el de punto fijo multivariable. A continuacién se propor-
ciona una descripcion de cada uno de ellos.

2.8.1 Newton-Raphson

En el caso del método de Newton-Raphson, éste se puede extender al caso de dos ecuaciones simultaneas
no lineales con dos incdgnitas [Grainger et al., 1996], de la forma:

flx,y)=0
g(x,y)=0

Si xy, ¥, son la primera aproximacion de la solucidén y Ax y Ay son los incrementos necesarios para
alcanzar la solucidn correcta, entonces, expandiendo la funcién en series de Taylor se tiene

d d
0= f(x,+Ax,y, +A}’):f(xo))’o)"'%(XOa)’o)A’C"'é(xo’)’o)Ay"'"'

p) P
0=g(x +Ax,)’0+AJ’):g(x():)’o)+§(xo’J’0)Ax+§(xo>)’o)Ay+'"

www.FreeLibros.me



36 @ CAPITULO 2 Solucién de ecuaciones no lineales

. . 9
Si se ignoran los términos de segundo orden y las derivadas parciales se designan como i =a,

) )
f =a, < a,y 5 = a,,, se tiene el sistema de ecuaciones

o0x
ay Axg +ap Ay, + f(x9,90) =0
a5 Axy +an Ay, + g(x,0) =0

Agrupando matricialmente en funcién de los incrementos Ax, y Ay, se obtiene:

B Il o el

Si se asigna la matriz de coeficientes a una nueva variable A y se premultiplica por la inversa, se

llega a
ol S e

Las nuevas aproximaciones son, por tanto:
X, =Xy +Ax,
y=Yot+Ay

Este proceso se puede repetir usando los valores de x; y y, del lado derecho y en la derivada parcial
para encontrar nuevos valores. Asi se obtiene el esquema iterativo

Xr+1 Zxr+A-xr
r=0,1,2,...
yr+1 =yr+Ayr

En términos generales se tienen #n ecuaciones con # incognitas de la forma

fi (xY), xgr),...,xf[))
f (xf’), P xﬁ,r))

") =

La matriz A se forma con los términos

J:

y los incrementos Ax") se forman resolviendo sucesivamente el grupo de ecuaciones:
A =—ATTED . (r=0,1,2,..)

El programa de computo desarrollado en Matlab para este método se presenta en la seccion 2.10.7 de
este capitulo.

o EJEMPLO 2.6

Con el método de Newton-Raphson resolver el siguiente sistema de ecuaciones sujeta a las siguientes
condiciones iniciales, x, =1, y, =1y z, =1
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2x—3xy+2z> =1
x+7y+2yz=2
3x+xy+8z=3

SOLUCION. Aplicando el método de Newton-Raphson, el sistema iterativo queda de la siguiente manera

x]"” 2-3y0  3x() 420 T 2x® —3xy® 4 2() )2 =1
Aly| =- 1 74220 2y xD+7y" 42y 2
z 3+y0 x0 8 3x +xy) 4 82 3

Sustituyendo las condiciones iniciales para obtener Ax?, se obtiene

(0) -1

X 2-3 -3 4 2-3+2-1 —-0.7333
Aly| =—| 1 7+2 2 1+7+2-2|=| -0.6571
z 3+1 1 8 3+1+8-3 —0.6762

Numéricamente la primera iteracion es
x; = X+ Ax, =1—0.7333=0.2667
Y1 = Yo + Ayp =1-0.6571 =0.3429
z; =29+ Azy =1-0.6762 =0.3238

La tabla 2.7 muestra los resultados de las iteraciones hasta que el método converge.
Tabla 2.7 Método de Newton-Raphson.

Iteracion X y %
0 1.0000 1.0000 1.0000
1 0.2667 0.3429 0.3238
2 1.2794 0.1370 | -0.1527
3 0.7739 0.1742 0.0656
4 0.6785 0.1834 0.1049
5 0.6746 0.1838 0.1065

Se dice que el método converge cuando cada valor de Ax es menor a una tolerancia especificada. Para
el caso del ejemplo 2.6 se usé una tolerancia de 0.001.

2.8.2 Punto fijo multivariable

El método del punto fijo también se puede extender de manera simple para aplicarlo a un sistema de
ecuaciones no lineales. El sistema de ecuaciones por iterar se obtiene reagrupando cada una de las ecua-
ciones para obtener un sistema de ecuaciones que separa en el lado izquierdo cada una de las variables; en
el lado derecho se inserta una aproximacion de cada variable, y asi se calculan los nuevos valores. Estos se
usan para dar, a su vez, nuevos valores, y el proceso se repite en forma iterativa [Nieves et al., 2002], [Bur-
den et al., 2002]. Si el método es adecuado, los valores se aproximan cada vez mas a la solucidn verdadera.
Si se parte del siguiente sistema de ecuaciones
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fo(XO, xl,..., xn):O
fi(xgs Xp5eer x,) =0
fn(xo,xl,...,xn)ZO

la férmula general del método se obtiene reacomodando el sistema de ecuaciones como:

X =g (X5 X15en0s X))

x, =g (%0, X15eees Xy)

X, =g (x05 X150 X))

En forma iterativa, el sistema simplemente queda de la siguiente forma:

A = g, 0 )
(r+l) _ (r) ,.(r) (r)
2 =g (187, 20, x
& g(xt, 4 " ),con r=0,1,..,n 2.11)
X =g (xf), %7, 1)

La solucion verdadera x* satisface la ecuacion,
x*=G(x*) (2.12)
Restando la ecuacién (2.11) de la ecuacion (2.12) se llega a,
x*—x" = G(x*)-G(x")
Usando el teorema del valor medio en el lado derecho de la ecuacion se tiene
G(x*)-G(x")=(x*—x")G’({)

donde { es un vector de valores entre x* y x".
Si se define " = x* —x" la ecuacidén anterior sera:

8r+1 — G/(C) e’

y, si todos los valores de |G’({)| <1, entonces el error en cada variable siempre decreceré paso a paso. Para
|G’(£)|>1 el error sera creciente.

El programa desarrollado en Matlab para punto fijo multivariable con el desarrollo de Gauss y de
Gauss-Seidel se provee en la seccion 2.10.7 de este capitulo.

EJEMPLO 2.7

Para efectos de comparacion, se aplica el método de punto fijo multivariable al sistema de ecuaciones
del ejercicio 2.6, con las condiciones iniciales x, =1, y, =1y z, =1, es decir, el siguiente sistema de ecua-
ciones
2x—3xy+2z> =1
x+7y+2yz=2
3x+xy+8z=3
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SOLUCION. Despejando de la primera ecuacién la primera variable y asi sucesivamente, el sistema itera-
tivo tiene la siguiente estructura,

_ 1+ 3xn—1yn—l — zzzrz—l
2

n

_ 2 —Xp1— 2yn—lzn—l
7

n

_ 3- 3xn—l —Xn-1)n-1
8

n

Numéricamente, la primera iteracion se obtiene sustituyendo en forma simultanea todas las condi-
ciones iniciales en el sistema de ecuaciones anterior. Asi se obtiene

_ 1+3x0y0—2220 _ 1+3_2 _

X, 1
2 2

2=Xxg—2y0zy 2-1-2 1

)/1: = = ——

7 7 7

Z _3_3x0_x0y0_3_3_1_ l

! 8 8 8

La forma de sustitucidn anterior se conoce con el nombre de método de Gauss. Una variante conoci-
da con el nombre de “método de Gauss-Seidel” utiliza las soluciones que se van calculando en las siguien-
tes ecuaciones; es decir, una vez que se calcula el valor de una variable, se utiliza inmediatamente en las
ecuaciones sucesivas. Con este esquema, el sistema iterativo queda de la siguiente forma

— 1+ 3xn—1yn—l _ 2Z2n—1

n

2
2_xn - 2yn—lzn—l
! 7
3-3x, —
z, = Xn = Xu)n
8

Con este método se obtienen los siguientes resultados en la primera iteracién

C143x,yp -2z 1+43-2

X = 1
2 2
2=x1=2y0zy 2-1-2 1
yl: = = ——
7 7 7
. _3-3x—x ) _3—3+%_ 1
' 8 8 56

La tabla 2.8 muestra los resultados utilizando ambos métodos de punto fijo multivariable. Compa-
rando los resultados de ambos métodos, es decir, el método de Newton-Raphson (tabla 2.7) y el método
de punto fijo multivariable con sus dos variantes (tabla 2.8), se puede deducir de manera simplista que el
método de Newton-Raphson tiene mayor rapidez de convergencia; sin embargo, se debe tener en cuenta
que el ejemplo de aplicacion tiene derivada analitica, y esto simplifica la aplicacién del método de Newton-
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Tabla 2.8 Método de punto fijo multivariable.

Método de Gauss Meétodo de Gauss-Seidel
Iteracion x y z X y z
0 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
1 1.0000 -0.1429 = -0.1250 1.0000 -0.1429 0.0179
2 0.2701 0.1378 0.0179 0.2854 0.2457 0.2592
3 0.5555 0.2464 0.2691 0.5380 0.1907 0.1604
4 0.6329 0.1874 0.1496 0.6281 0.1872 0.1248
5 0.6556 0.1873 0.1228 0.6609 0.1846 0.1119
6 0.6691 0.1855 0.1138 0.6705 0.1840 0.1081
7 0.6732 0.1841 0.1086 0.6734 0.1838 0.1070
8 0.6741 0.1838 0.1071 0.6742 0.1838 0.1067
9 0.6744 0.1838 0.1067 0.6745 0.1838 0.1066
10 0.6745 0.1838 0.1066 0.6746 0.1838 0.1065
11 0.6746 0.1838 0.1066 0.6746 0.1838 0.1065
12 0.6746 0.1838 0.1065
13 0.6746 0.1838 0.1065

Raphson, ademas de no introducir errores causados por la implementaciéon de un método de derivacion
numérica para el caso de problemas sin derivada analitica.

EJEMPLO 2.8

Aplicacion del método de Newton-Raphson en la solucion de flujos de potencia en un sistema eléctrico.

SOLUCION. Usando el principio de suma de corrientes en un nodo igual a cero, es decir, el método de
nodos, y de que a partir del estado estable de un sistema trifasico se puede representar por la secuencia
positiva, se tendra [Grainger et al., 1996]

YL=L+L+.+1,=0

i=1

donde 7 es el niimero de lineas conectadas al nodo. Para el caso de parametros concentrados, se tiene que
para el i-ésimo nodo la representaciéon matematica lleva a;

L =Y,V
I, =Y,V,
I, =Y,V,

1 . . . i .
donde Yi, =——, con Z,, como la impedancia nodal de secuencia positiva. Sumando todas las corrientes

m
y asignandole a la suma total una variable denotada como el i-ésimo nodo, se tiene

L= zn;Yika
k=1
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Representando el método nodal en funcién de la potencia compleja

S =Vi'L;
Es decir,
S =V Y YaVi
k=1
donde

Si =B —jQ
Vi" =|Vil(cosd; — jsend; )
Y, =Gy +jB; para k=1,2,..,n
Vi =|Vil(coséy + jsend,) para k=1,2,...,n

Sustituyendo, se obtiene la siguiente ecuacion

P, - jQ =|Vi|(cosd; — jsend;) D (Gy + By )|Vi|(cos S + jsendy )

k=1
Aplicando la ley distributiva y separando parte real e imaginaria se llega a

P= |V,»|Z|Vk|G,»k (cos &, cosdy + jsend;sendy )+ By (cosd; cos + jsend;sendy )
k=1

Q= |V,»|Z|Vk|Gik (cos &, cosdy + jsend;sendy )+ By (cos; cos + jsend;sendy )
k=1

La expansi6n de Taylor de P,y Q; alrededor de (&, V;) es:

Pi =Pi(50,V0)+A(5O,VO)B(B(60’VO))+"'+An(&)’VO)8(3(60)‘/0))

(8, Vo) nl (8, Vo)
Q.= B8, V) +A(5 ,%)—a(gg(§5°"/‘/;)))+...+“ Sl )

Tomando s6lo dos términos de la expansion se obtiene en forma matricial
a(R (60 > VO ))

[P,-(6 Vy)-P ]+ (8, Vs)

Q(8,%)-Q = ’V")]:m

9(Qi(8,Y%))
a(50 >V0)

Si se sabe que P; y Q; son valores especificados y P.(6,,V;) v Q;(8,,V;) son valores calculados con
condiciones iniciales de dngulo y voltaje nodales respecto a una referencia, denotados aqui por &, y Vj, el
primer término de la ecuacion estara constituido por los incrementos o variaciones de Py Q, es decir, las
diferencias entre los valores especificados en el nodo y los valores calculados. Esto se denota por
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42 @ CAPITULO 2 Solucién de ecuaciones no lineales

AP:P:‘(50>V0)_P§
AQ:Qi(5 ’VO)_Qi

Asi se obtiene la ecuacién

(P (8,V0))
9(6,V5)

ol

A la derivada parcial de P.(8,,V,)y Q;(6,,V; ) respecto al éngulo y al voltaje modal se le conoce como
jacobiano y lo denota con la ecuacién:

8@l |
Q1)
8(50,‘/0)

2
jEe
Asi, sustituyendo, se obtiene finalmente
AP J[A(8, Vo)]= 0
[ o i@ = |

La ecuacion anterior tiene inicamente como incégnita los incrementos de dngulo y de voltaje nodal.
Por tanto, despejando [A(8y, V)], se obtiene

[A(50,V0)]=—J_1|:ig:|

Esta correccion se aplica de la siguiente manera

61 250+A60
‘/1 :V0+AVO

Con las ecuaciones previas se vuelven a calcular P; y Q;, asi como sus incrementos; asimismo se calcu-
la el jacobiano. Con la actualizacion se vuelven a calcular los incrementos de angulo y de voltaje nodal. El
proceso iterativo anterior se obtiene de acuerdo con una logica propia, debido a que los criterios pueden
ser variados; el criterio puede ser, por ejempo, el nimero de iteraciones, o cuando los AP y AQ sean me-
nores a una tolerancia.

Como caso de aplicacion, se toma una red de 19 nodos, como se muestra en la figura 2.10. La red es
trifasica con 6 puntos de generacion y 13 puntos de carga. Esta red opera en forma balanceada; por tanto,
se puede representar solamente con su modelo de secuencia positiva. Los parametros de secuencia posi-
tiva de cada linea se muestran en la figura 2.11, asi como los nodos de generacion y de carga. A continua-
cidén se da una breve explicacion de cada etapa.

Etapa 1

Se toma la red trifasica y se calculan los parametros L, R, C y G. Se toma un caso base donde se tiene ge-
neracion y carga en funcién de la potencia real P y la potencia reactiva Q. El esquema de conectividad se
muestra en la figura 2.10.

Etapa 2

Una vez que se tienen los parametros de las lineas, se aplica la transformacién de componentes simétricas
y se hace la representacion con la secuencia positiva; esto es posible debido a que la red opera en estado
estable. Los parametros Z, Y de cada linea se muestran en la figura 2.11.
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Nig P =-3.44
Q =-0.452

P =3.26

P =-2.96
Q =-0.363

P =-3.668
Q = -2.651

N6 P =-3.58
Q=-1.379

Figura 2.10 Datos de Py Q de la red trifasica.

N6 '

L1 > Z=0.0038+.04938j, Y=1.4978]j L11 = Z=0.0035+.04520}, Y=1.2759j L19 2> Z=0.0027+.03326j,Y=0.9817j

L2 > Z=0.0033+.04393j,Y=1.1583j L11' > Z=0.0043+.04540j, Y=1.2604j L20 > Z=0.0006+.00820j, Y=0.2285j=L20"
L3 > Z=0.0002+.00240j, Y=0.0672j L12 > Z=0.0007+.00894j}, Y=0.2638] L21 2 Z=0.0040+.05347j,Y=1.5065j=L21"
L4 > 7Z=0.0033+.04289j,Y=1.2143j L13 > Z=0.0035+.04341j}, Y=1.2800j L22 2 Z=0.0003+.00328},Y=0.0967j

L5 = Z=0.0019+.02057j,Y=0.5658] L14 > Z=0.0041+.05013j,Y=0.4796j 122" > Z=0.0002+.00238j,Y=0.0703j

L6 > Z=0.0019+.02562j,Y=0.7199j L15 =2 Z=0.0006+.00707j, Y=0.2088]j 123 2 Z=0.0022+.02729},Y=0.8056j

L7 = Z=0.0007+.00839j, Y=0.2348]j L15' 2> Z=0.0040+.05309j, Y=1.4954j 124 > 7Z=0.0011+.01750}, Y=0.6367]

L8 > Z=0.0011+.01374j,Y=0.4281j L16 > Z=0.0029+.03539j, Y=1.0444j L24" > Z=0.0014+.01820j, Y=0.5094;j

L9 > Z=0.0009+.01201j}, Y=0.3544]j L17 = Z=0.0022+.02890},Y=0.7967j=L1" L25 2 Z=0.0044+.05680j, Y=1.6094]j

L10 - Z=0.0035+.04510j, Y=1.2953j L18 > Z=0.0040+.05331j, Y=1.4954j=L18"

Figura 2.11 Datos de las lineas de la red trifasica.

Etapa 3

Con estos datos se programan flujos de potencia. Como resultado de la simulacion, se obtienen los volta-
jes nodales y los dangulos referidos al nodo Slack el cual se deja con el dangulo igual a cero. La figura 2.12
muestra el resultado de la simulacion.
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v =1.1178
8 =-2.2120 N18 v =1.0020
8 =-11.3774

N19 ( )

v =1.1327
8§ =-1.0949

v =1.0431
8 =0.1398

v =1.0290

4@ 8 =-5.8449

v =1.0220
8§ =-8.6347

v =1.0534
8 =5.3023

v =1.1491
8 =2.2272

N4

v =1.1316
8 =-3.2876

v =1.0290
8 =-8.2651

v =1.0883 N16

8 =-3.8765

e —
v =1.1554 v =1.1745

6 =-2.0823 § =-2.0452

v =1.1568
8 =2.9179

N15

v =1.0987
8 =-3.5768

N6

v =1.1529
§ =2.1193

Figura 2.12 Voltajes y 4ngulos nodales calculados.

Etapa 4
Con los datos obtenidos se calcula el flujo de potencia de cada linea y su direccion. Esto se muestra en la

figura 2.13.

P = 3.2600

T

N19
-—

l fooa P = 3.2600
Fotme P=1.1255
P = 0.1040 P =0.1040 =t
P =3.7296
N12 P = 4.7600
P=13441 -
N17
P =4.3200 P = 4.3200

P = 1.6694

P = 4.7600

p=3.2630 NI3
-—

l P =2.9600

P =7.1400 N16

3.8000 P =2.7600

P= u.zsn\

N7

P =3.8770

P =0.4100

P=5.2076
'

P = 3.6680 P =1.7100

P = 0.0000

P =2.6264

P=0.2521

P = 1.8200 N5

P =2.1073

P =2.2350

P =2.6027

'Ns

P =3.5800

Figura 2.13  Flujo por cada linea.
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El problema de flujos de potencia consiste en determinar en una red eléctrica, la direccion y la cantidad
de potencia que circula por cada linea de transmision. Este problema se resuelve con la técnica de Newton-
Raphson, debido a que es un problema no lineal. Como el punto de convergencia en un sistema no lineal
depende de las condiciones iniciales, para garantizar la convergencia en un punto que fisicamente sea
realizable o posible, se dan condiciones iniciales muy cercanas a los valores nominales de la red eléctrica.

2.9 Comparacion de métodos

El método mas sencillo es el de biseccidn, que siempre es convergente. Tiene la desventaja de que su ve-
locidad de convergencia es baja. Es totalmente conveniente como un método preliminar para hacer
aproximaciones burdas de las soluciones, las cuales se pueden después refinar con métodos mas perfec-
cionados. Otro método siempre convergente es el de la falsa posicion. En ciertas circunstancias, este
método es equivalente al de la secante y, entonces, tiene una buena rapidez de convergencia. Sin embargo,
la figura 2.14 muestra una situacion en la cual la convergencia del método de falsa posicion puede resul-
tar lentisima. Cuando se satisfacen las condiciones para la convergencia, se deben usar métodos como el
de la secante o el método de Newton-Raphson.

Para un programa de computacion automatico, es siempre preferible una combinaciéon de un méto-
do siempre convergente, como el de la falsa posicion, con uno de convergencia rapida como el de Newton-
Raphson. El método de falsa posicion define un intervalo que contiene la solucion, y el valor dado por el
método de Newton-Raphson se acepta como el punto de la nueva iteracion si esta dentro de este interva-
lo. Si no, el valor dado por el método de falsa posicion se usa como el punto de la nueva iteracion. Con
esto se mantienen dos puntos de lados opuestos del cruce por cero, y el método de Newton-Raphson se
usard solamente cuando se obtenga un valor dentro de este rango.

Todos estos métodos se pueden aplicar para encontrar las raices de un polinomio; sin embargo, sélo
se podran determinar las raices reales y simples; pero si no se tienen la experiencia y el cuidado adecua-
dos, se tendra divergencia aun cuando en apariencia se estd implementando un método cuya prueba de
convergencia es positiva. Como un ejemplo de ello se prueba la funcion simple dada por:

f(x)=x*+2x+10
Si se aplica el método de punto fijo a esta ecuacion, despejando de la parte lineal se obtiene:
g(x)==3(x*+10)
La derivada de g(x) es,
g(x)=~x

De acuerdo con el teorema 2.6, con la condicién inicial dentro del intervalo [—1, +1], se tendria
un esquema convergente. La tabla 2.9 muestra las sucesiones de resultados generadas cuando se tienen
diferentes puntos de inicio dentro del intervalo.

y=f(x)

Figura 2.14 Convergencia lenta del método de la falsa posicion.
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46 @ CAPITULO 2 Solucién de ecuaciones no lineales

Tabla 2.9 Resultados de aplicar el método de punto fijo a un polinomio de grado 2.

Iteracion Condicion inicial
xo=-1 Xo=7% Xo =0 Xo=7% X0 =1
1 -5.5000 -5.1250 -5.0000 -5.1250 -5.5000
2 -20.1250 -18.1328 -17.5000 -18.1328 -20.1250
3 -207.5078 -169.3994 -158.1250 -169.3994 -207.5078
4 -2.1535e4 —-1.4353e4 -1.2507e4 —-1.4353e4 —2.1535e4
5 -2.3187e8 -1.0301e8 -7.8210e7 -1.0301e8 -2.3187e8
6 -2.6882¢e16 -5.3051el5 -3.0584el5 -5.3051el5 -2.6882el6
7 -3.6133e32 -1.4072e31 -4.6768e30 -1.4072e31 -3.6133e32

Analizando la tabla anterior se puede notar que, a pesar de la prueba de convergencia positiva, en
realidad el método es incondicionalmente inestable. La razon por la cual la solucidn es incondicionalmen-
te inestable es que el polinomio tiene raices en el plano complejo, como es el caso normal en un polino-
mio, y los métodos descritos en este capitulo trabajan sélo en el plano real. Por esta razén el uso de este
tipo de métodos para encontrar las # raices de un polinomio de orden n-ésimo es muy limitado.

Si se utilizan los métodos de la secante, de punto fijo o de Newton-Raphson para obtener las raices de
un polinomio n-ésimo, se restringen al calculo de las raices reales. Se debe, por supuesto, tener la certeza
absoluta de que estas soluciones existen o los métodos divergen. Adicionalmente, se deben evitar los
puntos de inconsistencia, es decir, puntos donde la funcidn esta en un minimo local. Por otro lado, en el
caso de los métodos de biseccion y regla falsa aplicados al problema de célculo de raices, si se tienen raices
de multiplicidad par, entonces la funcion no tendra cambios de signo en la cercania de la raiz y, por tanto,
estos métodos no encuentran dicha raiz.

Cuando se tienen raices de multiplicidad par, hay siempre una region en la cual f(x) f”(x) >0, de tal
manera que el método de Newton-Raphson se puede usar garantizando convergencia solo si se tiene una
aproximacion inicial suficientemente cercana.

Los métodos adecuados para la solucion del problema de célculo de raices se analizan en el capitulo 3
de este mismo texto.

2.10 Programas desarrollados en Matlab

Esta seccion proporciona los codigos de los programas desarrollados en Matlab para todos los ejercicios
propuestos. A continuacion se da la lista de ellos:

2.10.1 Meétodo de biseccion

2.10.2 Meétodo de falsa posicion o regla falsa

2.10.3 Meétodo de la secante

2.10.4 Meétodo de punto fijo

2.10.5 Meétodo de Newton-Raphson

2.10.6 Método de Newton-Raphson para sistemas de ecuaciones
2.10.7 Meétodo de punto fijo multivariable; Gauss y Gauss-Seidel

2.10.1 Método de biseccion

El método de biseccion se basa en dividir el intervalo en dos partes y verificar en cual subintervalo se en-
cuentra el cruce por cero. El método da como resultado un valor para la variable independiente dentro de
un intervalo, para el cual la funcién evaluada da cero o es menor a una tolerancia especificada. En Matlab,
cuando se usa el signo % significa que se estd haciendo un comentario. Adicionalmente, las funciones
propias de Matlab aparecen sombreadas.
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Programa principal del método de biseccion

)

% Programa principal para determinar los cruces por cero de una funcién continua
clear all

clle

% Utilizando el método de biseccidn, determinar los cruces por cero de la funcidn.

$ fx = 1 + 2.%*x - 3.*x."2.%exp(-x) + 2.*x."3.*sin(x).*exp(-x./5) dentro del intervalo
% [4,20]. Utilizar un error relativo de le-6.

r = 0; % Inicia el contador de cruces por cero
% Ciclo para calcular todos los cruces por cero dentro del intervalo [4,20]
for k = 4:20

1 = k+1;

% Evaluacién de la funcidén en el punto k.
gk = 1 + 2.%k - 3.%*k."2.%exp(-k) + 2.*k."3.*sin(k).*exp(-k./5);
% Evaluacidén de la funcidén en el punto 1l=k+1.
gl =1 + 2.%1 - 3.*x1.%2.%exp(-1) + 2.*1."3.*sin(1).*exp(-1./5);
% Condicional que marca el subintervalo donde se encuentra un cruce por cero.
if gk*gl < 1le-3

% Método de biseccidn.
[Cero,Mat] =Biseccion(k,1) ;
r=1r + 1;
Cruce (r) = Cero;
dr = length(Mat(:,1));

o ~

Contador de cruces por cero.

Almacena los cruces por Cero.

NGmero de iteraciones para encontrar el cruce por
cero.

NGmero de variables por almacenar.

Matriz que almacena todas las iteraciones de todos
los cruces por cero.

o\° o\

o\

dc = length(Mat(1,:));
M(r,1l:dr,1l:dc) = Mat;

o\° o\

o

end
end
Ml(:,:) = M(1,:,:); % Iteraciones del primer cruce por cero.
M2(:,:) = M(2,:,:); % Iteraciones del segundo cruce por cero.
M3(:,:) = M(3,:,:); % Iteraciones del tercer cruce por cero.
M4 (:,:) = M(4,:,:); % Iteraciones del cuarto cruce por cero.
M5(:,:) = M(5,:,:); % Iteraciones del quinto cruce por cero.

Funcion de Matlab llamada biseccion

Funcién del método de Biseccidn para cdlculo de cruces por cero.
de una funcidén no lineal que se mueve en plano real.

o°

o\° o\ o

El método calcula un cruce por cero.

La funcién se llama de la siguiente manera:

o\° o\° o

[Cero,Mat] =Biseccion(a,b)

o\° o\ o

Entradas:
% a -- Limite inferior del intervalo.
% b -- Limite superior del intervalo.
%
% Salida:
% Cero -- Valor de la variable para la cual la magnitud de la funcidén es
% cero o menor a una tolerancia especificada previamente.
% Mat -- Vector que contiene todas las iteraciones hasta converger.

o\

function [Cero,Mat] = Biseccion(a,b);

Err = 1; % Inicializa el error para ingresar al ciclo iterativo.
tol = le-8; % Tolerancia especificada para la convergencia.
c = 0; % Inicializa el contador de iteraciones.

while Err > tol & ¢ < 30
% Valor de la funcidén al inicio del intervalo
fa =1 + 2.%*a - 3.*a."2.%exp(-a) + 2.*a.”3.*sin(a).*exp(-a./5);

% Valor de la funcidén al final del intervalo
fb = 1 + 2.*b - 3.*%b."2.*exp(-b) + 2.*b."3.*sin(b).*exp(-b./5);
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Calculo del punto medio.
= (a+b)/2;
Valor de la funcidén en el punto medio
fh = 1 + 2.*h - 3.*h."2.*exp(-h) + 2.*h."3.*sin(h) .*exp(-h./5);
Contador de iteraciones para no dejar en un ciclo el programa en caso de alguna
inconsistencia.
=c + 1;
Matriz que almacena los resultados de cada iteracidén.
Mat(c,:) = [a fa b fb h fh];
% Discriminante para determinar el nuevo intervalo.
disc = fh*fa;
% E1l cruce por cero cumple con el criterio de error.
if abs(disc) <= tol
Exrr = 0;
Cero = h;
% Definicidén del nuevo intervalo al no cumplir el criterio de error.
elseif disc > tol
a = h;
b = b;
% Definicidén del nuevo intervalo al no cumplir el criterio de error.
elseif disc < tol

o 5 oe

o\® o

o°e

a=aj;
b = h;
end
Err = abs(disc); % Criterio de error.
end
% Cruce por cero que determina el método de biseccidn.
Cero = h; (* )

2.10.2 Método de regla falsa o falsa posicion

El método de regla falsa se basa en trazar una linea recta entre dos puntos cuya funcién evaluada tiene
signo contrario. El método encuentra el cruce entre la linea recta y el eje x, evaltia la funcion en este pun-
to y verifica en cual subintervalo se encuentra el cruce por cero. Realiza esta operacion en forma iterativa
hasta la convergencia. En Matlab, cuando se usa el signo % significa que se esta haciendo un comentario.
Adicionalmente las funciones propias de Matlab aparecen sombreadas.

Programa principal del método de regla falsa o falsa posiciéon

[}

% Programa principal para determinar los cruces por cero de una funcidén continua
clear all
clle
% Utilizando el método de regla falsa, determinar los cruces por cero de la funcidn.
fx = 1 + 2.%x - 3.*x.72.%exp(-x) + 2.*x.73.*sin(x).*exp(-x./5) dentro del
intervalo [4,20]. Utilizar un error relativo de le-6.
% Inicia contador de cruces por cero.
lo para calcular todos los cruces por cero dentro del intervalo [4,20].
4:20
= k+1;
Evaluacién de la funcidén en el punto k.
gk = 1 + 2.%k - 3.*%k."2.%exp(-k) + 2.*k."3.*sin(k).*exp(-k./5);
% Evaluacidén de la funcidén en el punto l=k+1.
gl =1 + 2.%¥1 - 3.*1.%2.%exp(-1) + 2.*1."3.*sin(1).*exp(-1./5);
% Condicional que marca el subintervalo donde se encuentra un cruce por cero.
if gk*gl < 1le-3

% Método de regla falsa o falsa posicidn.
[Cero,Mat] = ReglaFalsa(k,1);
r=r1r+ 1; Contador de cruces por cero.
Cruce (r) = Cero; Almacena los cruces por cero.
dr = length(Mat(:,1)); NGmero de iteraciones para encontrar el cruce por
cero.

Namero de variables por almacenar.

Hh
O
Lo
o H A Q
1l

o\° o\° o\

oe

dc = length(Mat(1,:));

o
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M(r,1l:dr,1l:dc) = Mat; % Matriz que almacena todas las iteraciones de
% todos los cruces por cero.
end

end

M1(:,:) = M(1,:,:); % Iteraciones del primer cruce por cero.
M2(:,:) = M(2,:,:); % Iteraciones del segundo cruce por cero.
M3(:,:) = M(3,:,:); % Iteraciones del tercer cruce por cero.
M4 (:,:) = M(4,:,:); % Iteraciones del cuarto cruce por cero.
M5(:,:) = M(5,:,:); % Iteraciones del quinto cruce por cero.

Funcién de Matlab llamada regla falsa

Funcién del método de Regla Falsa o Falsa Posicidén para cdlculo de cruces por cero
de una funcidén no lineal que se mueve en plano real.

o\

o\°

El método calcula un cruce por cero.

o\° o\° o\

La funcidén se llama de la siguiente manera.

o\° o\ o

[Cero,Mat] =ReglaFalsa(a,b) .

%

% Entradas:

% a -- Limite inferior del intervalo.

% b -- Limite superior del intervalo.

%

% Salida:

% Cero -- Valor de la variable para la cual la magnitud de la funcidén es
% cero o menor a una tolerancia especificada previamente.

% Mat -- Vector que contiene todas las iteraciones hasta converger.

oe

function[Cero,Mat] = ReglaFalsa(a,b);
Err = 1; % Inicializa el error para ingresar al ciclo iterativo.
tol = le-5; % Tolerancia especificada para la convergencia.
c = 0; Inicializa el contador de iteraciones.
while Err > tol & ¢ < 30
% Valor de la funcidén al inicio del intervalo.
fa =1 + 2.%a - 3.*a."2.*exp(-a) + 2.*a.”"3.*sin(a).*exp(-a./5);
% Valor de la funcién al final del intervalo.
fb = 1 + 2.*b - 3.*%b.”"2.*exp(-b) + 2.*b."3.*sin(b) .*exp(-b./5);
% Punto de cruce de la recta entre los puntos [a,f(a)] y [b,£(b)].
h =a - fa*(b-a)/(fb-fa);
% Valor de la funcidn en el punto de cruce.
fh = 1 + 2.*h - 3.*h."2.*exp(-h) + 2.*h."3.*sin(h).*exp(-h./5);
% Contador de iteraciones para no dejar en un ciclo el programa en caso de alguna
% inconsistencia.
=c + 1;
Matriz que almacena los resultados de cada iteracidn.
Mat(c,:) = [a fa b fb h fh];
% Discriminante para determinar el nuevo intervalo.
disc = fh*fa;
% E1 cruce por cero cumple con el criterio de error.
if abs(disc) <= tol
Exrr = 0;
Cero = h;
% Definicidén del nuevo intervalo al no cumplir el criterio de error.
elseif disc > tol
a = h;
b = b;
% Definicidén del nuevo intervalo al no cumplir el criterio de error.
elseif disc < tol

o\°

o°

a = a;
b = h;

end

Err = abs(disc); % Criterio de error.

end
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[}

% Cruce por cero que determina el método de regla falsa o falsa posicidn.
Cero = h; (- )

2.10.3 Método de la secante

El método de la secante es similar al método de regla falsa, s6lo que utiliza los puntos en sucesion estricta
Por esta razon, es necesario hacer la prueba de convergencia antes de su implementacion, o bien, estar
verificando que las iteraciones no diverjan. En Matlab, cuando se usa el signo % significa que se esta ha-
ciendo un comentario. Adicionalmente, las funciones propias de Matlab aparecen sombreadas.

Programa principal del método de la secante

[}

% Programa principal para determinar los cruces por cero de una funcién continua
clear all
cllE

o\°

Utilizando el método de la secante, determinar los cruces por cero de la funcidn.
fx = 1 + 2.*%x - 3.*x."2.%exp(-x) + 2.*x.73.*sin(x).*exp(-x./5) dentro del
intervalo [4,20]. Utilizar un error relativo de le-6.
=0; % Inicia el contador de cruces por cero.
Ciclo para calcular todos los cruces por cero dentro del intervalo [4,20].
for k = 4:20
1 = k+1;
% Evaluacidén de la funcidén en el punto k.
gk = 1 + 2.%k - 3.*k."2.%exp(-k) + 2.*k."3.*sin(k).*exp(-k./5);
% Evaluacidén de la funcidén en el punto 1l=k+1.
gl =1 + 2.%¥1 - 3.*1.%2.%exp(-1) + 2.*1."3.*sin(1).*exp(-1./5);
% Condicional que marca el subintervalo donde se encuentra un cruce por cero.
if gk*gl < le-3
% Método de la secante.
[Cero,Mat] = Secante(k,1);
r=1r + 1;
Cruce(r) = Cero;
dr = length(Mat(:,1));

o° o°

o° H

o°

Contador de cruces por cero.

Almacena los cruces por cero.

NGmero de iteraciones para encontrar el cruce por
cero.

NGmero de variables a almacenar.

Matriz que almacena todas las iteraciones de
todos los cruces por cero.

o\° o\

o°

dc = length(Mat(1,:));
M(r,1l:dr,1l:dc) = Mat;

o\° o\

o°

end
end
M1(:,:) = M(1,:,:); % Iteraciones del primer cruce por cero.
M2(:,:) = M(2,:,:); % Iteraciones del segundo cruce por cero.
M3(:,:) = M(3,:,:); % Iteraciones del tercer cruce por cero.
M4 (:,:) = M(4,:,:); % Iteraciones del cuarto cruce por cero.
M5(:,:) = M(5,:,:); % Iteraciones del quinto cruce por cero.

Funcion de Matlab llamada secante

Funcién del método de la secante para cdlculo de cruces por cero de una funcidén no
lineal que se mueve en plano real.
El método calcula un cruce por cero.
La funcién se llama de la siguiente manera.
[Cero,Mat] =Secante (a,b) .

o\°

o\°® o\° o\°

o\°® o\° o\°

Entradas:
% a -- Limite inferior del intervalo.
% b -- Limite superior del intervalo.
%
% Salida:
% Cero -- Valor de la variable para la cual la magnitud de la funcidén es
% cero o menor a una tolerancia especificada previamente.
% Mat -- Vector que contiene todas las iteraciones hasta convergencia.

o\
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function[Cero,Mat] = Secante(a, b);
Err = 1; % Inicializa el error para ingresar al ciclo iterativo.
tol = le-6; % Tolerancia especificada para la convergencia.

)

% Valor de la funcidén al inicio del intervalo.
fa =1 + 2.%a - 3.*a.”2.*exp(-a) + 2.*a.”"3.*sin(a).*exp(-a./5);
% Valor de la funcidén al final del intervalo.
fb = 1 + 2.*b - 3.*%b."2.*exp(-b) + 2.*b.”"3.*sin(b) .*exp(-b./5);
% 1Inicializa la matriz para almacenar datos generados.
Mat = [a fa
b fb];

% Contador de iteraciones, inicia en dos pues de antemano se tienen dos cédlculos.
c = 2;
while Err > tol & ¢ < 20

% Punto de cruce de la recta secante con el eje x.
h = a - fa*(b-a)/(fb-fa);
% Valor de la funcidén en el punto de cruce.
fh = 1 + 2.*h - 3.*h."2.*exp(-h) + 2.*h."3.*sin(h).*exp(-h./5);
Contador de iteraciones para no dejar en un ciclo el programa en caso de alguna

o\° o\

inconsistencia.

c=c+ 1;

% Matriz que almacena los resultados de cada iteracidm.

Mat(c,:) = [h fh];

% Los nuevos puntos para la siguiente iteracidn son:

a = b; fa = fb;

b = h; fb = fh;

% Criterio de error.

Err = abs(fh);
end
% Cruce por cero que determina el método de la secante.
Cero = h; ()

2.10.4 Método de punto fijo

El método de punto fijo se basa en despejar la variable de la funcién, de esa forma la variable queda en
funcién de si misma. Debido a esto se necesita una prueba de convergencia para garantizar que desde el
punto inicial se converge a la solucién deseada. En Matlab, cuando se usa el signo % significa que se esta
haciendo un comentario; adicionalmente, las funciones propias de Matlab aparecen sombreadas.

Programa principal del método de punto fijo
% Programa principal para determinar los cruces por cero de una funcién continua
clear all
clle
% Utilizando el método de Punto fijo, determinar los cruces por cero de la funcidén
5 fx =1 + 2.*x - 3.*x."2.%exp(-x) + 2.*x."3.*sin(x).*exp(-x./5) dentro del
% intervalo [4,20]. Utilizar un error relativo de le-6.

% Inicia contador de cruces por cero.
lo para calcular todos los cruces por cero dentro del intervalo [4,20].
= 4:20
= k+1;
Evaluacidén de la funcidén en el punto k.
gk = 1 + 2.%*k - 3.*k."2.%exp(-k) + 2.*k."3.*sin(k).*exp(-k./5);
% Evaluacién de la funcidén en el punto l=k+1.
gl =1 + 2.%¥1 - 3.%¥1.%2.%¥exp(-1) + 2.*1."°3.*sin(1).*exp(-1./5);
% Condicional que marca el subintervalo donde se encuentra un cruce por cero.
if gk*gl < le-3

% Método de punto fijo.
[Cero,Mat] = PuntoFijo(k);
r=1r + 1;
Cruce (r) = Cero;
dr = length(Mat(:,1));

H
O
=

o = X Q

o°

Contador de cruces por cero.

Almacena los cruces por cero.

NGmero de iteraciones para encontrar el cruce
por cero.

NGmero de variables por almacenar.

o\° o\° o\

o°

dc = length(Mat(1,:));
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M(r,1l:dr,1:dc) = Mat;

o\°

Matriz que almacena todas las iteraciones de
% todos los cruces por cero.

end
end
M1(:,:) = M(1,:,:); % Iteraciones del primer cruce por cero.
M2(:,:) = M(2,:,:); % Iteraciones del segundo cruce por cero.
M3(:,:) = M(3,:,:); % Iteraciones del tercer cruce por cero.
M4 (:,:) = M(4,:,:); % Iteraciones del cuarto cruce por cero.
M5(:,:) = M(5,:,:); % Iteraciones del quinto cruce por cero.

Funcién de Matlab llamada punto fijo

Funcién del método Punto fijo para cédlculo de cruces por cero de una funcidén no
lineal gque se mueve en plano real.

o\® o\

El método calcula un cruce por cero.

o\°® o\° o\°

o\

La funcién se llama de la siguiente manera:

o\® o\

[Cero,Mat]=Punto fijo(a).

o

% Entradas:

% a -- Punto inicial del método.

% Salida:

% Cero -- Valor de la variable para la cual la magnitud de la funcidén es cero

% o0 menor a una tolerancia especificada previamente.

% Mat -- Vector que contiene todas las iteraciones hasta convergencia.

function[Cero,Mat] = PuntoFijo(a);

Err = 1; % Inicializa el error para ingresar al ciclo iterativo.

tol = le-6; % Tolerancia especificada para la convergencia.

d = round(a/pi); % Numero de pi enteros de acuerdo a la condicidén inicial.
= (-1)"d; % Signo de acuerdo si es par o impar en # de pi.

o° (D

Valor de la funcién en el punto inicial.
fa = 1 + 2.%*a - 3.*a."2.*%exp(-a) + 2.*a.”3.*sin(a).*exp(-a./5);
Contador de iteraciones.

o\

[¢] =1;
% Inicia la matriz que almacena cada iteraciédn.
Mat (c,:) = [a fal;

while Err > tol & ¢ < 20
% Calculo del punto de aproximacién que determina el método de punto fijo.

gx = d*pi+e*asin((-1 -2.*a +3.*a.”2.*exp(-a))/(2.*a."3.*exp(-a./5)));

% Valor de la funcidén en el nuevo punto.

fgx = 1 + 2.*gx - 3.*gx."2.%*exp(-gx) + 2.*gx.”3.*sin(gx).*exp(-gx./5);

Contador de iteraciones para no dejar en un ciclo el programa en caso de alguna

o\

% inconsistencia.

c=c¢+ 1;

% Matriz que almacena los resultados de cada iteracidn.
Mat (c,:) = [gx fgx];

% El nuevo punto para la siguiente iteracidén es

a = gx;

% Criterio de error.
Err = abs(fgx);

end
% Cruce por cero que determina el método de la secante.
Cero = gx; (- )

2.10.5 Meétodo de Newton-Raphson

El método de Newton-Raphson se basa en una aproximacion por incrementos equivalente a una expan-
sién en series de Taylor hasta la primera derivada. En Matlab, cuando se usa el signo % significa que se
estd haciendo un comentario. Adicionalmente las funciones propias de Matlab aparecen sombreadas.
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Programa principal del método de Newton-Raphson

)

% Programa principal para determinar los cruces por cero de una funcidén continua.
clear all
clle

oe

Utilizando el método de Newton-Raphson, determinar los cruces por cero de la
funcidén.

fx = 1 + 2.%x - 3.*x."2.%exp(-x) + 2.*x.73.*sin(x).*exp(-x./5) dentro del
intervalo [4,20]. Utilizar un error relativo de le-6.

o\® o\

o\

r=0; % Inicia el contador de cruces por cero.
for k = 4:20
1 = k+1;

% Evaluacidén de la funcidén en el punto k.

gk = 1 + 2.%k - 3.*k."2.%exp(-k) + 2.*k."3.*sin(k).*exp(-k./5);
% Evaluacidén de la funcidén en el punto l=k+1.

gl =1 + 2.%1 - 3.*x1.%2.%exp(-1) + 2.*1."3.*sin(1).*exp(-1./5);
% Condicional que marca el subintervalo donde se encuentra un cruce por cero.
if gk*gl < le-3

[)

% Metodo de Newton-Raphson.

[Cero,Mat] = Newton-Raphson (k) ;
r=r1r+ 1; % Contador de cruces por cero.
Cruce (r) = Cero; % Almacena los cruces por cero.
dr = length(Mat(:,1)); % Namero de iteraciones para encontrar el cruce
% por cero.
dc = length(Mat(1,:)); % NUGmero de variables por almacenar.

M(r,1l:dr,1:dc) = Mat; Matriz que almacena todas las iteraciones de

todos los cruces por cero.

end
end
MI(:,:) = M(1,:,:); % Iteraciones del primer cruce por cero.
M2(:,:) = M(2,:,:); % Iteraciones del segundo cruce por cero.
M3(:,:) = M(3,:,:); % Iteraciones del tercer cruce por cero.
M4 (:,:) = M(4,:,:); % Iteraciones del cuarto cruce por cero.
M5(:,:) = M(5,:,:); % Iteraciones del quinto cruce por cero.

Funcién de Matlab llamada Newton-Raphson

Funcién del método de Newton-Raphson para cédlculo de cruces por cero de una
funcién no lineal que se mueve en plano real.

o\ o\

oe

El método calcula un cruce por cero.

o\ o\

o°

La funcién se llama de la siguiente manera.

[Cero,Mat] =Newton-Raphson (a)

o\° o\° o

% Entradas:
% a -- Punto inicial del método.
%
% Salida:
% Cero -- Valor de la variable para la cual la magnitud de la funcidén es cero
% o menor a una tolerancia especificada previamente.
Mat -- Vector que contiene todas las iteraciones hasta convergencia.

o° o°

function[Cero,Mat] = NewtonRaphson(a) ;

1
Err = 1; % Inicializa el error para ingresar al ciclo iterativo.
tol = le-12; % Tolerancia especificada para la convergencia.
c = 0; % Inicializa el contador de iteraciones.

while Err > tol & ¢ < 20
% Valor de la funcién en el punto inicial.
fa =1+ 2.*a - 3.*a."2.%exp(-a) + 2.*a.”3.*sin(a).*exp(-a./5);
% Valor de la derivada de la funcidén en el punto inicial.
fpa = 2 - 6.*a.*exp(-a) + 3.*a.”2.*exp(-a) + 6.*a.”2.*sin(a).*exp(-a./5) +
2.*a.”3.*cos(a) .*exp(-a./5) - (2/5).*a.”3.*sin(a).*exp(-a./5);
% Calculo del nuevo valor de x dado por el método de Newton-Raphson.
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xn = a - fa/fpa;
% Valor de la funcion en el nuevo punto.
fxn = 1 + 2.*xn - 3.*xn."2.*exp(-xn) + 2.*xn.”3.*sin(xn).*exp(-xn./5);

Contador de iteraciones para no dejar en un ciclo el programa en caso de alguna

o° o

inconsistencia.
c=c+ 1;
% Matriz que almacena los resultados de cada iteracidm.
Mat (c,:) = [a fa fpal;
% Asignacidén de la aproximacidén més nueva para seguir la iteracidn.
a = Xn;

% Criterio de error.
Err = abs(fxn);

end
% Cruce por cero que determina el método de Newton-Raphson.
Cero = xn; (> )

2.10.6 Método de Newton-Raphson para sistemas de ecuaciones

El método de Newton-Raphson para sistemas de ecuaciones no lineales es una extension del método de
Newton-Raphson para una ecuacién no lineal, se basa en el mismo principio de incrementos y se puede
obtener como una expansion en series de Taylor de primer orden para sistemas matriciales. En Matlab,
cuando se usa el signo % significa que se esta haciendo un comentario; adicionalmente, las funciones
propias de Matlab aparecen sombreadas.

@ Programa principal del método de Newton-Raphson
para sistema de ecuaciones

o\

Programa principal para resolver un sistema de ecuaciones no lineales utilizando
el método de Newton-Raphson.

Cada sistema de ecuaciones se resuelve en forma Gnica. El que se resuelve aqui es
2x - 3xy + 2z"2 =1

X+ 7y + 2yz =2

o\ o\

o°

o° o°

3x + Xy + 8z =3
clear all
clle
x(1)=1; y(1l)=1; z(1)=1; % Se fijan las condiciones iniciales.
Err = 1; % Inicializa el error para ingresar al ciclo iterativo.
tol = le-6; % Tolerancia especificada para la convergencia.
k  =1; % Inicializa el contador de iteraciomes.

while Err > tol & k < 20

% Contador de iteraciones para no dejar en un ciclo el programa en caso de alguna
% inconsistencia.
k = k+1;
% Evaluacidén del jacobiano.
J = [2-3*y(k-1) -3*x (k-1) 4%z (k-1)
1 7+2%z (k-1) 2*y(k-1)
3+y (k-1) x(k-1) 8 1;
% Evaluacidén del sistema de ecuaciones no lineales.
FO = [2*x(k-1) - 3xx(k-1)*y(k-1) + 2%z (k-1)*z (k-1) -1
x(k-1) + 7ry(k-1) + 2*y(k-1)*z(k-1) -2
3*x(k-1) + x(k-1)*y(k-1) + 8*z(k-1) - 31;

% Incrementos de cada variable calculados por Newton-Raphson.
Dx = -inv(J) *F0;
% Calculo de los nuevos valores de las variables dadas por el método.
x(k) = Dx(1) + x(k-1);
(k) = Dx(2) + y(k-1);
(k) = Dx(3) + z(k-1);
Matriz que almacena los resultados de todas las iteraciones.
MD = [x; y; z;];
Célculo del error para cumplir la tolerancia.
Err = max(abs(MD(:,k)-MD(:,k-1)));
end (> )

o N N

o\
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2.10.7 Método de punto fijo multivariable; Gauss y Gauss-Seidel

El método de punto fijo multivariable es una extension del método de punto fijo, sélo aplicado a un gru-
po de ecuaciones no lineales. El método tiene dos variantes, la de Gauss que sustituye todos los valores en
todas las ecuaciones en forma simultdnea y el de Gauss-Seidel que va utilizando los valores mas nuevos
en cada calculo. En Matlab, cuando se usa el signo % significa que se estd haciendo un comentario. Adi-
cionalmente las funciones propias de Matlab aparecen sombreadas.

Programa principal del método de punto fijo multivariable

o\

Programa principal para resolver un sistema de ecuaciones no lineales utilizando
el método de Punto fijo multivariable, ya sea por el método de Gauss o por el
método de Gauss-Seidel.

o

o\ o\

o\

Cada sistema de ecuaciones se resuelve en forma Gnica. El que se resuelve aqui es

o\° o\

2x - 3xy + 2z°2 =1

X+ 7y + 2yz =2

3x + Xy + 8z =3

Solucidén del sistema de ecuaciones no lineales mediante el método de Punto fijo
multivariable utilizando la sustitucidén dada por el método de Gauss.

clear all

o\

o\° o\° o

clle

x(1)=1; y(1l)=1; z(1)=1; % Se fijan las condiciones iniciales.

Err = 1; % Inicializa el error para ingresar al ciclo iterativo.
tol = le-6; % Tolerancia especificada para la convergencia.

k =1; % Inicializa el contador de iteraciones.

while Err > tol & k < 20

% Contador de iteraciones para no dejar en un ciclo el programa en caso de alguna
% inconsistencia.

k = k+1;

% Calculo de los nuevos valores de las variables dadas por el método de Gauss.
x(k) = (1 + 3*y(k-1)*x(k-1) - 2*z(k-1)"2) / 2;

y(k) = (2 - x(k-1) - 2%z(k-1)*y(k-1)) / 7;

z(k) = (3 - 3*x(k-1) - y(k-1)*x(k-1)) / 8;

% Calculo del error para cumplir la tolerancia.

Err = max (abs ([x(k)-x(k-1) y(k)-y(k-1) z(k)-z(k-1)1));
end
% Matriz que almacena los resultados de todas las iteraciones.
MDGauss = [x; v; 2z;];
% Solucidén del sistema de ecuaciones no lineales mediante el método de Punto fijo
% multivariable utilizando la sustitucidén dada por el método de Gauss-Seidel.
clear x v z

clle

x(1)=1; y(1l)=1; z(1)=1; % Se fijan las condiciones iniciales.

Err = 1; % Inicializa el error para ingresar al ciclo iterativo.
tol = le-6; % Tolerancia especificada para la convergencia.

k  =1; % Inicializa el contador de iteraciones.

while Err > tol & k < 20
% Contador de iteraciones para no dejar un ciclo en el programa en caso de alguna
% inconsistencia.

k = k+1;

% Cédlculo de los nuevos valores de las variables dadas por el método de Gauss-

Seidel.
x(k) = (1 + 3*y(k-1)*x(k-1) - 2*z(k-1)"2) / 2;
y(k) = (2 - x(k) - 2*z(k-1)*y(k-1)) / 7;
z(k) = (3 - 3*x(k) - y(k)*x(k)) / 8;
% Calculo del error para cumplir la tolerancia.
Err = max(abs([x(:,k)-x(:,k-1) yi(:,k)-y(:,k-1) z(:,k)-2(:,k-1)1));
end
% Matriz que almacena los resultados de todas las iteraciones.
MDGaussSeidel = [x; y; z;]; o
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2.11.1 Encuentre la tercera iteracion por el método de biseccion de la funcion f(x)=sen(x)—

cos(l +x2)—1 en el intervalo [a,b], donde a=27/3 y b=r.

2.11.2 Encuentre la cuarta iteracion por el método de biseccion de la funcién f(x)=x*Inx—9x—18
en el intervalo [a,b], dondea=6y b=7.

2.11.3 Encuentre la quinta iteracion por el método de biseccion de la funcién f(x)= x> —2x”sen(x)
en el intervalo [a,b], donde a=2y b=3.

2.11.4 Encuentre la sexta iteracion por el método de biseccion de la funcién f(x)=2xtan(x)—10en
el intervalo [a,b], donde a=13y b=14.

2.11.5 Encuentre la séptima iteracion por el método de biseccion de la funcién f(x)=xlogx—10en
el intervalo [a,b], dondea=6y b=5.

2.11.6 Encuentre los dos cruces por cero por el método de biseccién de la funcién f(x)=2x"*—

e "™ tan(x)—2, en el intervalo [a,b], donde a=1y b=1.55. El proceso se detiene cuando existen dos
iteraciones consecutivas que difieren en menos de 0.001 como valor absoluto. La bsqueda del intervalo
que contiene un cruce por cero se hace con un Ax =0.05.

2.11.7 Encuentre los cinco cruces por cero utilizando el método de biseccion de la funciéon
f(x)=2x" —cos(x)log;y(x)—20, en el intervalo [a, b], donde a =40 y b =55. Detener el proceso
cuando la evaluacién de f(x) sea menor a 0.0001 como valor absoluto. La busqueda del intervalo que
contiene un cruce por cero se hace con un Ax =0.1.

2.11.8 Aplicando el método de regla falsa, encuentre el valor del cruce por cero de la funcién
f (x)=x¢"* +4x* —10 iniciando con x, =1 y x; =2. Detener el proceso en la cuarta iteracion.

2.11.9 Aplicando el método de regla falsa determine el cruce por cero de la funcién f(x)=
x?cos(x)—5x? —1; en forma inicial el intervalo es [36, 37]. Detener el proceso en cuatro iteraciones.

2.11.10 Por el método de regla falsa encuentre la tercera iteracion de la funcion f(x)=2x—20sen(x)
iniciando con x, =2y x; =4.

2.11.11 Por el método de regla falsa encuentre la quinta iteracién de la funcién f(x)=

1000x” tan(x)e>* —10 iniciando con x, =0.5y x, =1.

2.11.12 Utilizando el método de regla falsa encuentre los tres cruces por cero de la funcion f(x)=

x” —2x? cos(2x)—12 dentro del intervalo [a, b], donde a=0y b= 4. Detener el proceso cuando la eva-
luacién de f(x) sea menor que 0.0001 como valor absoluto.

2.11.13 Utilizando el método de regla falsa encuentre los tres cruces por cero de la funcion
f(x)=2000x’e"* cos(2x)+1, dentro del intervalo [a, b], donde a=—0.1y b = 3. Detener el proceso
cuando la evaluacion de f(x) sea menor que 0.0001 como valor absoluto.

2.11.14 Aplique el método de la secante iniciando con x, =1, x; =2, f(x,)=2y f(x;)=1.5; con
estos valores cudl es el valor de x,.

2.11.15 Realice cuatro iteraciones utilizando el método de la secante a la funcién f(x)=x—2cos(x)
con x, =1y x; =1.5 como condiciones iniciales.

2.11.16 Realice el niimero de iteraciones hasta la convergencia, utilizando el método de la secante a la
funcién f(x)=>5xe " +cos(5x) con x, =3.9 y x; =4 como condiciones iniciales. Utilizar como criterio
de convergencia cuando la funcién evaluada f(x) sea menor que 0.0001, en valor absoluto.

2.11.17 Realice el niimero de iteraciones hasta la convergencia, utilizando el método de la secante a la
funcién f(x)=x*cos(10x)+1 con x, =1.3 y x, =1.4 como condiciones iniciales. Utilizar como criterio
de convergencia cuando la funcién evaluada f(x)sea menor que 0.0001, en valor absoluto.
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2.11.18 Realice el niimero de iteraciones hasta la convergencia, utilizando el método de la secante a
la funcién f(x)=23000x’e""""* +sen(5 000x) con x, =0.0144 y x; =0.0145 como condiciones iniciales.
Utilizar como criterio de convergencia cuando la funcién evaluada f(x)sea menor que 0.0001, en valor
absoluto.

2.11.19 Realice el niimero de iteraciones hasta la convergencia, utilizando el método de la secante a la
funcién f(x)=>5xcos(x)+2 con x, =1.0 y x; =1.1 como condiciones iniciales. Utilizar como criterio de
convergencia cuando la funcién evaluada f(x) sea menor que 0.0001, en valor absoluto.

2.11.20 Realice el niimero de iteraciones hasta la convergencia, utilizando el método de la secante a
la funcién f(x)=e**sen(0.1x)—e " cos(0.1x)+0.3 con x, =0.4 y x; =0.3 como condiciones iniciales.
Utilizar como criterio de convergencia cuando la funcién evaluada f(x) sea menor que 0.0001, en valor
absoluto.

2.11.21 Por el método de punto fijo encuentre la quinta iteracion de la funcién f(x)=8x+
cos(x+7m)—x? con x, =2 como condicién inicial. ,

5
2.11.22 Con el método de punto fijo, utilizando el arreglo g(x)=Inx— %+§ con x, =12,

encuentre x,.

2.11.23 Con el método de punto fijo determine el cruce por cero de la funcién f(x)=x’¢"* +lnx—3
iniciando con x, =1y con x, =50 como condicidn inicial.

2.11.24 Con el método de punto fijo determine el cruce por cero de la funcién f(x)=sen(0.1x)+
e** —0.6, en el intervalo [ 20, 30].

2.11.25 Con el método de punto fijo determine el cruce por cero de la funcién f(x)=cos(3x)+
5¢7%%* —3 en el intervalo [34, 34.5].

2.11.26 Por el método de Newton-Raphson determine el cruce por cero de la funcién f(x)=x*cosx —
6x1nx —25 con x, =23 como condicién inicial.

2.11.27 Aplicando el método de Newton-Raphson determine el cruce por cero de la funcién
f(x)=(x- 2)’ —Inx con x, =1 como condicién inicial.

2.11.28 Aplique el método de Newton-Raphson para determinar el cruce por cero de la funcion
f(x)=cos(x)—3x con x, =0.5 como condici6n inicial; obtener la convergencia con cuatro cifras deci-
males.

2.11.29 Aplique el método de Newton-Raphson para determinar el cruce por cero de la funcién
f(x)=cos(5x)+5sen(15x)+e "®* —3 contenido en el intervalo [16.1,16.5]; obtener la convergencia con
cuatro cifras decimales. Encuentre la condicidn inicial apropiada.

2.11.30 Aplique el método de Newton-Raphson para determinar el cruce por cero de la funcion
f(x)=log;o(50x —40)— x"* +20cos(x)+12 contenido en el intervalo [5,10]; obtener convergencia con
cuatro cifras decimales. Encuentre la condicidn inicial apropiada.

2.11.31 Aplique el método de Newton-Raphson para resolver un sistema de ecuaciones no lineales
tomando como condiciones iniciales x, =1, y, =1y z, =1. Detener el proceso hasta que el valor de
todos los incrementos sea menor que A <1le™, el sistema de ecuaciones es el siguiente:

71xz —9x> +7z* =240
xy+17 yz + xyz =31
3xz+3yz+13z> =132

2.11.32 Aplique el método de Newton-Raphson para resolver un sistema de ecuaciones no lineales
tomando como condiciones iniciales x, =10, y, =10 y z, =10. Detenga el proceso cuando el valor de
todos los incrementos sea menor que A < le®. El sistema de ecuaciones es el siguiente:
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24xz+3y* —5xyz° =34
x—57y*—12xz =53
4xy+3yz® +25xz> =39

2.11.33 Aplique el método de Newton-Raphson para resolver el sistema de ecuaciones no lineales
siguiente:

xyz —3x%y* +2yz* =45
xz*+7y* —5yz=76
4xy’ +2yz> +3xz° =91
Realice el proceso tomando como condiciones iniciales x, =1, y, =1y z, =1. Repitalo, pero tomando

ahora como condiciones iniciales x, =1, y, =2y z, = 3. Detenga el proceso cuando el valor de todos los
incrementos sea menor que A < le™®.

2.11.34 Analizando los resultados del problema anterior (2.11.33), explique la diferencia entre los
resultados dependiendo de la condicién inicial que se utilice.

2.11.35 Aplique el método de punto fijo multivariable en sus dos variantes (Gauss y Gauss-Seidel)
para resolver el sistema de ecuaciones no lineales siguiente:

7x+xy+4z=24
x?+28y—3yz=12
—3xy+yz+13z=43

Realice el proceso tomando como condiciones iniciales x, =4, y, =7 y z, = 3. Repitalo, pero tomando
ahora como condiciones iniciales x, =4, y, =7y z, = 8. Detenga el proceso cuando el valor de todos los
incrementos sea menor que A <1e”®. Interprete y explique los resultados de cada condicién inicial.
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Capitulo 3

Solucion de ecuaciones
polinomiales

3.1 Introduccion

El problema que se considerard en este capiulo es determinar las raices de un polinomio
que tiene la siguiente estructura:

f(z)=ay+az+---+a,z" con a,#0 (3.1a)
o bien,

fe)=a,(z-2)(z-2)-(z-2,) (3.1b)

donde los a, j=0,1,...,n son coeficientes reales y los z,, =1, 2,..., n son, en general,
raices complejas. Al nimero « se le llama raiz de la ecuacién si f (o) = 0. El método mds
sencillo es aquel que encuentra solamente las raices reales; s6lo que para tener una solu-
cién completa se deben encontrar todas las raices. Ya se ha demostrado que existen exac-
tamente 7 raices para un polinomio de grado n. Se debe tener siempre en mente que las
raices complejas ocurren en pares complejos conjugados. Asi, para cualquier raiz a+ib
existe la raiz conjugada correspondiente a —ib.

A simple vista parece no haber razones para suponer que habria una dificultad par-
ticular para encontrar las raices de un polinomio. Analiticamente, un polinomio es una
funcién muy simple, ya que todas sus derivadas son continuas en cualquier region y se
pueden integrar facilmente. Sin embargo, el problema de calcular aproximaciones preci-
sas de todas las raices de un polinomio puede ser extremadamente dificil, incluso para
polinomios de grado tan bajo como 20. El problema se complica cuando se presentan
raices repetidas.

Un ejemplo sencillo ilustra como una pequefia variacion en los coeficientes de un
polinomio puede causar grandes variaciones en las raices. El siguiente polinomio con
raices z, =k parece simple a primera vista,

f(z)=(z-1)(z~2)---(z~20) 3.2)
Desarrollando la ecuacion se obtiene,

f(z)=2% —2102" +20 615z +---+20! (3.3)
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Sin embargo, un cambio tan pequefio como agregar (—2723) al coeficiente —210, que representa un
pequeno cambio en la séptima cifra decimal significativa, que queda con un valor de —210.000000119209,
cambia las raices z,,...,z;4 a raices complejas. También hay cambios significativos en todos los valores. Las
nuevas raices se proporcionan en la tabla 3.1 y son:

Tabla 3.1 Raices nuevas después del pequefio cambio en el coeficiente.

z; =1.00000000000013 z19 =10.095216877102 — 0.6421405730795651
z, =2.00000000000384 zy, =10.095216877102 + 0.6421405730795651
z3 = 2.99999999923892 zy, =11.7933291579272 —1.652144796130091
z, =4.00000001968083 213 =11.7933291579272 +1.652144796130091
Raices | z; =4.99999978833186 z14 =13.9922919681938 — 2.518877611754451
nuevas | z4 =6.00000577000426 z15 =13.9922919681938 + 2.518877611754451
z; =6.99972684950338 z14 =16.730744522784 — 2.812650910363641
zg = 8.00699644364665 z1; =16.730744522784 + 2.81265091036364i
z¢ =8.91829273399838 z13 =19.5024493611409 —1.940337641501861
Z, = 20.8469147405052 Z19 =19.5024493611409 +1.94033764150186i1

3.2 Aritmética para polinomios

Una ventaja de trabajar con polinomios, es que existen algoritmos simples para ejecutar muchos de los
calculos necesarios. En esta seccion se aborda el problema de encontrar, en cualquier punto dado ¢, el
valor de un polinomio, su derivada, y el residuo de dividirlo entre z — . Los procedimientos que se des-
criben son la multiplicacién anidada, la division sintética y la evaluacion de la derivada.

3.2.1 Multiplicacién anidada

En la aritmética computacional, se sefala que la suma y la multiplicacion son la base de las operacio-
nes por computadora, pero se emplean otras funciones por segmentos de cédigo que son muy lentos. Esto
es cierto para funciones del tipo exponencial tales como z”; por tanto, seria conveniente evitar tales fun-
ciones. La evaluacion directa de un polinomio requiere de n—1 potenciaciones, # multiplicaciones y n
sumas.

El método de multiplicacién anidada aplicado a una funcion cubica tiene la siguiente forma:

((asz+ay)z+a,)z+a, (3.4)

Se puede notar que el efecto de esto es la multiplicacién de a; por z°, etc. Esto se puede escribir en forma
algoritmica como sigue:
b,=a
v (3.5a,b)
b, =zb,,, +a, r=n-1,n-2,.,10

lo cual es facil de programar en una computadora. La cantidad b, da el valor del polinomio para un valor
dado de z [Mathews et al., 2000].

EJEMPLO 3.1

Como ejemplo se considera el valor del polinomio cubico 2z° —z* +6 evaluado en el punto z=1.1. La
formulacion dada por la ecuacion (3.5a) indica que el primer término es by = 2.00.

SOLUCION. La ecuacién (3.5b) es una funcién recursiva; si se aplica tomando el resultado de b5 como el
valor de la b, ,, se obtiene,

b, = zby +a, =(1.10)(2.00)—1.00 =120
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Aplicando nuevamente (3.5b) se llega a:
b, =zb, +a, =(1.10)(1.20)+0.00 = 1.32
Por dltimo, se obtiene el valor buscado como:
by = zb, +a, =(1.10)(1.32)+6.00 = 7.4520
El resultado de evaluar el polinomio en la forma tradicional en z =1.1es:
r=2(11) —=(1.1)* +6=7.4520

Este resultado comprueba que la multiplicaciéon anidada no es un método que introduzca errores en
el resultado y que, por supuesto, evita la evaluacion de potencias.

3.2.2. Division sintética

El proceso de divisién de un polinomio por un factor z — & es importante por dos razones. Esto forma un
componente del esquema para encontrar las raices de un polinomio y también habilita el teorema de re-
siduo del algebra para emplearlo eficientemente cuando se calcula utilizando computadora [Burden et al.
1985]. El teorema del residuo se desarrolla escribiendo un polinomio de la forma:

fn(Z)Z(Z—OC)fn_l(Z)'FR (3.6)

El subindice denota el grado del polinomio y la division dard un cociente de grado n—1y un residuo
R que es una constante. Si se emplea z = ¢, entonces R = f,, (¢¢), de manera que el residuo dar el valor del
polinomio en z = ¢. Primero se muestra una division muy larga entre z — o y después la tabla abreviada
que se conoce como division sintética.

(as2* +(a, +a;00)z +a, +(a, + az0) t)

z —a)a3z3 +a,z° +az+a,
a;z° —asoz?
(a, +a;0)z* +ayz (3.7)

(a, +a;00)z* —(a, +as0) oz

[a +(a, +as0) o)z +a,
[a, +(a, +asa) ]z —[a, +(a, +asa) o

ay +[a, +(a, +as0) o) o

Se puede observar que escribir las potencias de z en (3.7) es superfluo; basta colocar los coeficientes
en la columna correcta, y asi la parte izquierda de la columna, que produce ceros en la resta, se ignora. Se
puede lograr una simplificacién adicional cambiando el signo de o y sumando las dos cantidades. Asi
se produce la siguiente tabla:

as a a ay

+al+ 0 pso P00 po (3.8)

ps=a; Pr=a;t P pr=a;t P py=dayt p

El elemento inferior de la tltima columna del esquema da el residuo ( p, ), por ejemplo, el valor del
polinomio en z =¢. Los coeficientes del cociente del polinomio estan dados por ps, p, y p;. La seccion
3.7.1 proporciona el programa en Matlab para realizar la division sintética con un factor simple.
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EJEMPLO 3.2

Con el esquema dado por (3.8), sacar las raices de la siguiente ecuacion polinomial,

f(z)=2"—z*—60z° — 20z + 464z — 384

SoLUCION. Utilizando el esquema de la ecuacién (3.8) y tomando como primera raiz o =8 se llega a:
1 =1l —-60 -20 464 —384
+8 |+ 0 8 56 -32 —416 384
p5:1 p4=7 p3=_4 p2=_52 p1=48 p():O

Asi, la primera raiz es z; =8, el residuo es p, =0 y el cociente es:
C(z)=z*+72> -4z —52z+48

Para que con el método anterior se obtenga una raiz del polinomio, es necesario que con el proceso
se llegue siempre a un valor p, =0. De otra forma la solucion propuesta no es raiz del polinomio.

3.2.2.1 Division sintética de un factor cuadratico

El procedimiento anterior tiene los mismos pasos computacionales que la multiplicacién anidada, pero
este esquema también se puede extender a la division utilizando un factor cuadrético, que es el proceso
usado en la solucion del polinomio cuando se tiene un par complejo conjugado de raices. La division
sintética mediante un factor cuadratico z* + @z + f3 tiene la forma siguiente:

—|dy as a a doy
— psx — P& —p.x
(3.9)
-B —puB -psB —p:p

|p4=a4 Ps=a;— pyot P2 =a,— p;0t—p, 3 P =a,— po—p;f3 Po=ao—p:p3

En este caso, el residuo es R= p,z+ p, y los coeficientes del cociente son p,, p; y p,. La seccién 3.7.2
proporciona el programa Matlab para realizar la division sintética utilizando un factor cuadratico.

EJEMPLO 3.3

Determinar el cociente del polinomio f(z)=z*+7z>—15z° =121z —520, si se sabe que tiene un factor
cuadrético f(z)=z"+4z+13 que contiene dos raices complejas conjugadas.

SOLUCION. El esquema dado por la ecuacion (3.9) lleva al resultado siguiente,

—4 1 7 —15 —121 —520
-4 =12 160 0
~13 —-13 -39

|p4=1 P3=3 p2=_40 p1=0 P0=0

Si el residuo del factor cuadratico estd dado por R = p;z + p,, se obtiene cero como residuo, y como
cociente se obtiene la ecuacién C, (z) =z + 3z — 40.
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3.2.3 Evaluacion de la derivada

Consideremos la formula (3.6) que muestra la division entre z — . Por ejemplo:

fo(2)=(z=0) fa (2)+R (3.10)
derivando ambos términos, recordando que R es una constante, se tiene:
fn’(Z)an_l(Z)+(Z—a)fn,_1(Z) (3°11)

Sustituyendo el valor de z =, el segundo término del lado derecho de la ecuacién es cero y la deri-
vada se obtiene por el valor de f,_, (z). Este polinomio esta disponible en el proceso de la division sintéti-
cay se puede evaluar en el punto z = o empleando una division sintética adicional o por la multiplicacion
anidada.

El proceso descrito utiliza el método de Newton para un polinomio sencillo, dado que el proceso se
puede usar para evaluar f(x)y f’(x).

0 EJEMPLO 3.4

Utilizando el procedimiento descrito en esta seccion, determinar la derivada en z=5 del polinomio
f(z)=2"—z* —432° + 61z + 342z — 360.
SOLUCION. Primero se aplica la division sintética para obtener el cociente, asi se obtiene:

1 =l —43 61 342 —360
+5 0 5 20 —115 —270 360

| ps=1 ps=4 p;=-23 p,=-54 p=72 po=0

Por tanto, f,_,(z)=2z*+4z’ —23z* —54z+72, con residuo igual a cero. Evaluando f,_, (z) mediante
el proceso de multiplicaciéon anidada se obtiene la secuencia:

by=a, =1l

by=zb,+a;=(5)(1)+4=9

b, = zby +a, =(5)(9)—23=22

b, =zb, +a, =(5)(22)—54 =56

by = zb, +a, =(5)(56)+72 = 352
Por tanto, la derivada de la funcion es,

f'(z)=by =352

COMPROBACION. Si se quiere comprobar el resultado anterior, se toma la ecuacién original de f(z), se
saca su derivada y se evaliia en z =5 ; asi, se tiene que la derivada es,

f'(z)=5z* —42z> —=129z% +122z + 342
Evaluando en z =5 se obtiene,
f/(2)=5(5)" —4(5)’ —129(5)” +122(5)+342 = 352

Con esto se comprueba que el procedimiento es exacto cuando el residuo es cero.
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3.3 Aproximaciones iniciales

Antes de anotar los datos en la computadora es posible hacer algun trabajo preliminar en la ecuacion.
Luego se pueden usar métodos donde interviene la intuicién y habilidad para resolver el problema. El
método obvio es esbozar la grafica del polinomio v, si es posible, estimar la posicion de las raices. Existen
propiedades asociadas a los polinomios que ayudan a estimar el valor aproximado de las raices; a conti-
nuacion se presentan algunas de ellas.

3.3.1 Propiedades de los polinomios

Los polinomios se pueden presentar en cualquiera de las siguientes dos formas:

f(z)=a,z"+a, 2" +-+az+a, (3.12)
o bien,

f(z)=a,(z—z)(z—2,)(z-2,) (3.13)

donde z, (r =1, 2,..., n) son las raices de la ecuacion. Si los a, (r =1, 2,..., n) son reales, entonces todas las
raices también lo son, o son pares complejos conjugados. Comparando las formulaciones de las ecuacio-
nes (3.12) y (3.13) se obtienen relaciones entre los coeficientes a, y los productos simétricos de las raices.
Los tres mds importantes son:

pIpA— (3.14)
r=1 aﬂ
3 Y g =0 (3.15)
r=1 s=r+l aﬂ
[z =(-)"% (3.16)
r=1 a"

Las dos primeras ecuaciones se pueden usar para dar el limite superior de las raices del polinomio, si
todas las raices son reales.
Se debe notar que la maxima raiz x,;, satisface la relacion:

Xha SxP x4+ x?

max —
=(x,+x,++x, )2 = 2(x%, + XX+ XX, + X, X5+ X004 +00) (3.17)
2
a, a,
Asi, se tiene que,
2
|xméx|S\/(an—1/an) _z(an—Z/an) (3°18)

Es util poder corroborar la relacion (3.18) para el caso de raices multiples, ya que a menudo se tiene
dificultad para resolverlas. Esto se puede hacer facilmente sila raiz también es raiz de la derivada sucesiva
del polinomio. Si se acepta que o es una raiz de multiplicidad k, por ejemplo:

f(x)=(x—a) g(x), (3.19)

entonces, diferenciando f(x) se nota que o también es raiz de f(x), asi se tiene que,

f(x)=k(x—a) ™ g(x)+(x-a) g’ (x) (3.20)
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Diferenciaciones adicionales muestran que todas las derivadas superiores a f*™ (x) también tienen
una raiz en x = o y esto indica el orden de multiplicidad de la raiz por encontrar. Existe una regla simple,
conocida como la regla de signos de Descartes, que algunas veces proporciona informacion util sobre la
posicion de las raices. El método tiene la desventaja de que, algunas veces, al final no da informacién. Si
todos los coeficientes de la ecuacién (3.12) son reales, entonces el numero de raices positivas de f(z) es
igual al nimero de cambios de signo de la sucesién a,, a,,..., a,, 0 es menor en un nimero par. El nt-
mero de raices negativas se relaciona en forma similar con el polinomio insertando el valor de —x en el
polinomio f(x). El numero de raices negativas de f(x) es igual al numero de cambios de signo en el po-
linomio f(—x) o menor en un numero par. Entonces se puede notar que, si no hay cambios de signo en
f(x), no hay raices positivas. Sin embargo, cuando los coeficientes cambian muchas veces, se pueden
descubrir muy pocos valores.

3.3.2 Sucesion Sturm

En el caso simple, una sucesion de polinomios se produce como sigue; f,(x) es el polinomio original y
f1(x) es la derivada de este polinomio. Los polinomios subsecuentes se definen como el negativo del resi-
duo que se obtiene de dividir f, (x) entre f,,, (x).

fo(x)=f(x) (3.21a)
filx)=f"(x) (3.21b)
fo(x)=fi(x)q (x)— fo(x) (3.21¢)
fi(x)= fo(x)q:(x)= f3(x) (3.21d)

Si no hay raices repetidas, la sucesion termina con el polinomio f; (x)(k =n), que es constante. Cuan-
do se presentan raices repetidas, el proceso termina con el polinomio f;(x)(k<n) y el valor (n—k+1)
representa la multiplicidad de la raiz.

Suponiendo que no hay raices repetidas; se escogen dos valores a y b con (a<b) y los valores de las
funciones de la sucesiéon Sturm se evaltian en ambos puntos. Si N (a) representa el ntimero de cambios de
signo en la sucesion f(b), f;(b)...., f,(b) entonces el nimero de raices entre a y b estd dado por
N(a)—N(b). Se supone que no hay raices en a o en b. Si un punto elegido es una raiz de la funcién, este
valor se puede grabar inmediatamente y evaluar la sucesién Sturm en un punto diferente.

Se puede presentar una complicacion adicional si no hay residuo en algunos puntos en la sucesion de
funciones. En este caso existe una raiz repetida, y ésta se determina por el altimo término de la sucesion
fr(x)(k<n). Asi, se puede usar la teorfa de sucesion Sturm formando una nueva sucesion al dividir entre
un factor comun f; (x).

ﬁ(x)zﬁi; r=0,1,..., k (3.22)

El patrén de cambio de signo se puede usar para encontrar la posicion de otras raices.

3.4 Soluciéon completa de un polinomio

Existen dos filosofias para la solucién completa de un polinomio: ya sea encontrando de raiz en raiz, o bien
encontrandolas todas al mismo tiempo. Ambas filosofias tienen sus propias caracteristicas y poseen dife-
rencias en cuanto a convergencia y crecimiento del error. Los métodos mas comunes para encontrar las
raices en forma individual son:

1. Procedimiento de deflacion

2. Método de Bairstow
3. M¢étodo de Laguerre
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4. Método de Bernoulli
5. Meétodo de Newton

Por otra parte, los métodos mas comunes que encuentran todo el conjunto de raices en forma simul-
tdnea son:

6. Algoritmo de diferencia de cocientes
7. Meétodo de Lehmer-Schur
8. Meétodo de raiz cuadrada de Graeffe

A continuacion se describe la forma operativa de cada uno de los métodos anteriores, tanto de los que
encuentran las raices individuales, como los que las encuentran en forma simultanea.

3.4.1 Procedimiento de deflacion

Se sabe que un polinomio de grado n tiene » raices, algunas de las cuales son reales y otras son complejas
conjugadas. Las raices complejas pueden, por tanto, representarse por un factor cuadratico con coeficien-
tes reales. Esto es:

(x—a-if)(x—o+if)=x*-20x+a*+ (3.23)

Primero, es necesario hacer estudios preliminares para encontrar aproximaciones a las raices. Enton-
ces se usa un método iterativo adecuado para encontrar el valor preciso de la rajz. Surge inmediatamente
el problema de que los métodos iterativos no siempre convergen a la raiz deseada. En algunos casos, hay
una raiz dominante; asi, el proceso iterativo converge siempre a la misma raiz en un intervalo amplio de
valores iniciales. En este caso, es necesario eliminar esta raiz para utilizar el método iterativo para encon-
trar las demds raices. Esto se hace con el método de deflacién. Se usa la division sintética, dividiendo entre
el factor preciso, esto da como cociente un nuevo polinomio con una raiz menos. Si las raices son com-
plejas, es mas conveniente usar el método iterativo de Bairstow para un factor cuadratico, ya que evita el
uso de numeros complejos. Cuando se encuentra un factor cuadratico en forma precisa, el proceso de
division sintética se puede usar nuevamente reduciendo el grado del polinomio en 2.

Desafortunadamente, esta sucesion de deflacion e iteracion puede generar grandes errores, que se
pueden minimizar en dos formas. Primero, es posible encontrar las raices en orden de magnitud crecien-
te. Segundo, es posible invertir el polinomio y asi encontrar las raices en orden creciente de magnitud que
corresponden al orden decreciente en magnitud del conjunto original. Si se tiene el polinomio

f(z)=ay+az++a, 2" " +a,z" (3.24)

se forma una nueva funcién aplicando la transformacion z =1/z. Asi se obtiene:

Ay 4 1 -
= — (a2 + @z o ta,z+a,)

a
zZ)=ag+—+-+
f( ) 0 z Zn_l Zn z (3.25)

El polinomio dentro de los paréntesis tiene raices reciprocas de las raices originales y ordenadas por
amplitud en forma invertida. En el primer proceso, la raiz mas pequena es la mas precisa, y en el segundo
caso los inversos de las raices mas grandes seran mas precisos.

EJEMPLO 3.5

Utilizando el procedimiento de deflacion, encontrar las raices del siguiente polinomio f(z)=z>+6z* —
62> —64z% —272+90.

SoLucION. Utilizando el esquema de la ecuacion (3.8) y tomando como primera rafz o; =1, se llega a:
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1 6 -6 —64 —27 90
+1+ 0 1 7 1 -63 -90

p5:1 P4=7 P3=1 p2=_63 P1:_90 p0:0

Asi, la raiz es z, =1, el residuo es p, =0, y el cociente es C,(z)=z* +7z’ +z*> —63z —90. Para que el
procedimiento de deflaciéon dé como resultado un cociente que contiene las 7 —1 raices restantes, es nece-
sario que el proceso de division sintética llegue siempre a un valor de p, =0. De otra forma la solucién
propuesta no es raiz del polinomio. Una vez que se obtiene una raiz, se puede repetir el proceso para
obtener la siguiente raiz. Con &, =—2 se obtiene

1 7 1 -63 -90
0 =2 -10 18 90

| ps=1 ps=5 p=-9 pr=-45 Po=0

=2

La nueva raiz es z, = -2, y el nuevo cociente es C, (z) = z° +5z* =9z —45. Aplicando nuevamente el
procedimiento de division sintética con ¢t; = 3, se obtiene

1 5 =9 —45
0 3 24 45
| p3=1 P2=8 p1:15 p0=0

La nueva raiz es 23 =3 y el nuevo cociente es C;(z)=z*+8z+15. Aplicando de nuevo el procedi-
miento con ¢, = —5 se llega finalmente a,

‘ 1 8 15
-5 0 -5 —15
| p=1 =3 Po=0

La nueva raiz es z, = —5 y el nuevo cociente es C,(z) =z + 3. Por tanto, la tltima raiz es zs =—3. Con
esto se comprueba que utilizando la division sintética y el procedimiento de deflacion se pueden encon-
trar una a una todas las raices de un polinomio.

3.4.2 Método de Bairstow

Inicialmente, el método requiere de una aproximacién x* + poXx +q para un factor cuadratico. El proceso
consiste en iterar para encontrar los incrementos Ap, y Aq, que mejoran la aproximacién [Nakamura,
1992], [Maron et al., 1995], [Nieves et al., 2002], [Rodriguez, 2003]. La sucesién de valores;

Dri1 = Pr + AP, Gr1 =4, +Aq, r=0,1,2,..., (3.26)

se encuentra resolviendo las dos ecuaciones simultdneas
a,Ap, +a,Aq, =b,
aZlApr +a22Aq, = bz (3.27)

Los pasos que se siguen en este proceso son los siguientes:

1. El polinomio f(x) se divide entre la aproximacién a la ecuacién cuadratica x* + p,x +q, para
obtener un cociente Q(x)y el residuo R,x+S,. Cuando el proceso converge R, y S, dan cero.

2. Lafuncién xQ(x) se divide entonces entre x> + p,x +¢,. Esto da un nuevo residuo R,x +S,.

3. Lafuncién Q(x) se divide entre x> + p,x +¢,. Esto da un residuo Ryx + S;.
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4. Los coeficientes de las dos ecuaciones simultaneas estan dados por: a,; =—R,, a;, =—R;, a,; =—S,,
4y =—S, by=—R yb, =—5,.

5. Se calculan los nuevos valores de p,,, y g,,,. El proceso se repite hasta que convergen los valores
de p v g. Un rasgo del esquema que se ha ignorado, ya que no existe una solucion simple, es el
problema de encontrar la aproximacion inicial del factor cuadratico. Una posibilidad es usar los
tres términos de menor grado de la ecuacion, aunque esto no garantiza la convergencia.

NOTA: La seccién 3.7.3 proporciona el programa desarrollado en Matlab para el calculo de un factor
cuadratico por el método de Bairstow.

EJEMPLO 3.6

Utilizando el método de Bairstow aproximar un factor cuadrético del polinomio f(x)= x°®+37x> +520x" +
3 490x> +11 449x* +16 633x +8 190, con una aproximacion inicial de p, =10y g, = 40.

SoLucION. Utilizando el método de divisién sintética entre un factor cuadrético x* + pyx + ¢y, se tiene
que

—-10 1 37 520 3490 11449 16 633 8190
—10 —270 —2100 —3100 510 —47 430
—40 —40 —1080 —8400 —12 400 2040

pe=1  ps=27 p,=210 p,=310 p,=-51 p =4743  p,=-37200

Por tanto R, =4 743 y S, =—37 200. El cociente es Q(x)=x*+27x> +210x> +310x —51.
El siguiente paso es dividir xQ(x) entre el factor cuadratico. Por tanto se tiene

-10 1 27 210 310 =51 0
—-10 —170 0 3700 —36490
—40 —40 —680 0 14 800

ps=1  p,=17  ps=0  p,=-370  p,=3649  p,=-21690

Por tanto R, =3649 y S, =—21690. El siguiente paso es dividir Q(x) entre el factor cuadrético, asi
que

10| 1 27 210 310 —51
-10 ~170 0 3700
_40 —40 —680 0

p4=1 p3=17 p2=0 p1:_370 p0=3649

Por lo que R; =370y S; =3 649. Con estos valores se calculan los incrementos con la siguiente ecua-

cién:
EHEE =T
Aq _Sz _S3 _Sl
Sustituyendo valores y realizando las operaciones matriciales, se llega a Ap=0.6698 y Ag=—6.2132.
Entonces, los nuevos valores del factor cuadrético son:

P = po+Ap=10+0.6698 =10.6698

G = qo +Aq=40-6.2132 =33.7868
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Con estos nuevos valores se realizan las tres divisiones para dar nuevos incrementos. La tabla 3.2, de
valores hasta llegar a converger a un factor cuadratico con un error maximo Ap, —Ap,_, <le” y Agq, —
Ag,_, <1e”, es la siguiente:

Tabla 3.2 Resultados para obtener un factor cuadratico con el método de Bairstow.

0 1 3 3 4 5 6
p  10.0000 10.6698 11.3011 11.8272 11.9915 12.0000 12.0000
q 40.0000 33.7868 | 32.5773 = 34.1730 34.9577 | 34.9999 = 35.0000

El factor cuadratico es, por tanto, f (x)=x*+12x+35, y el cociente que contiene las raices restantes
es Q(x)=x*+25x +185x* +395x + 234.

Del mismo modo, al cociente se le puede aplicar el método de Bairstow seguido del procedimiento de
deflacion para encontrar las raices restantes.

3.4.3 Meétodo de Laguerre

Suponiendo que todas las raices de un polinomio f(z) son reales y se pueden ordenar en forma ascenden-
te como [Nieves et al., 2002]:

Si se define
I =[0;,0, | parai=1,2,....,n,con g =—o0y o, =+ (3.28)

Si se toma una aproximacién arbitraria a una raiz de f(z), ésta quedara dentro de un intervalo I;. Asi,
la esencia del método de Laguerre es construir una pardbola con dos raices reales dentro del intervalo I;;
de esta forma al menos una de estas raices estard mds cercana a una raiz de f(z) que a la aproximacion
dada. Por supuesto, se puede trazar un nimero infinito de parabolas, dependiendo del parametro arbitra-
rio de A. Se elige el valor de A de manera que una de las raices de la pardbola esté lo mas cercana posible a
una de las raices de f(z).

Inicialmente, para una valor real arbitrario de A se tiene que,

s(z)zg(l_“")zm

X—Otl-

por lo que la ecuacion de la parabola sera:

o(y)=(x-y)"S(A)~(A-y) (3.29)

La ecuacidén (3.29) tiene dos raices reales y distintas si Az&, lo cual se acepta como un hecho. Si
f(x)#0, entonces @(x) <0y @(0;)>0 parai=0, 1, 2,..., n+1, Por tanto, si x€ I, i=1, 2,..., 1, las dos
raices de () estan en el intervalo I, una entre [¢¢;, x| y otra entre [ x, &, |. Elegir A de manera que una
de las raices de @(y) esté lo més cerca posible a una raiz de f(z), significa maximizar |x — y| como fun-
ci6n de A o alternativamente como una funcién del pardmetro real = A —x. Asi se tiene que:

f(x) =5, = i 1 (3.30)

foo T Fx-a

LGl = () £ (x) _s,=y L 3.31
L) 2 o

i=1 (x—oci)z
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Asi se puede definir

A—o;\* u? 2u
-| = + +1 (3.32)
X—ai (x_ai)z x—O!,«

Utilizando las ecuaciones (3.30), (3.31) y (3.32), la ecuacion de la pardbola ahora se expresa como
> (n?S,—1)+2un(nS, -1)+(n-1)n>=0 (3.33)

donde n7=x— y. Analizando la ecuacién (3.33), se puede notar que la solucién de ¢(y)=0 no depende
de ¢;. La ecuacion (3.33) es una funcidn cuadratica en K, cuyas raices son funciones continuas del para-
metro 7. Como 1 sélo puede tomar valores reales, €l objetivo es encontrar el méximo valor de [17] que dé
un valor real de u. Para obtener este resultado se debe tener una valor de |17| para el cual el discriminante
de la ecuacion cuadratica sea cero. Asi se llega a la ecuacion:

D=n?((S2=(n-1)S,)n*-2nS, +n) (3.34a)

Resolviendo para D =0, se tiene que el valor de 7 es:

- Sy +/(n—1)(nS, —S.2)

n (3.34b)

esto conduce a la ecuacidn,

—x nf(x) (3.35)

YT ) e VH )
donde

H(x)=(n=1)"[f'(x)]" =n(n=1)f (x) f"(x) (3.36)

Cuando todas las raices son reales, la funcién H(x) siempre es un numero real positivo. Asi, en forma
iterativa, se tiene el esquema

nf(x;)
f,(xi)i\/H(xi)

Xipg =X — (3.37)

Para determinar el signo que se debe utilizar en el denominador, primero se determina el orden del
polinomio, para lo cual se tiene que

Fla)=a
F(x) tiene orden psiysolosi F/(o)=0 1<j<p
F?(a)#0

De lo anterior se deduce que si se tiene que « es una raiz real simple de f(x), entonces:

nf(x)
() JH()
Lo afe) . af(@)
= i) Fle)En-DIf (@)
o (@) T n—2f"(c)
£te) f’(a)i(n—l)lf’(a)lx(l f’(a)i(n—l)lf’(a)l(li 27(@) ))

F(x)=x-
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De las expresiones anteriores se puede notar que si el signo de la expresion v H(x) se escoge de ma-
nera que sea igual al signo de f”(), entonces, tanto F’(c) como F” () serdn cero. Por tanto, en la prac-
tica se elige el signo de v/H (x) igual al signo de f"(x;). De esta forma se puede decir que el método de
Laguerre es de tercer orden para raices reales simples. El método funciona a expensas de calcular f(x;),
f'(x;) yf ”(x;) en cada iteracién. En la seccién 3.7.4 se proporciona el cédigo Matlab del método de
Laguerre para el célculo de raices reales simples.

EJEMPLO 3.7

Utilizando el método de Laguerre, calcular una de las raices del siguiente polinomio: x° +45x> +802x* +
7236x° +34792x” + 84 384x +80 640 = 0. Iniciar con x, =120.

SOLUCION. Primero se evalda la funcién y sus primeras dos derivadas en x, =120. Asi se obtiene

f(x)=4.285045(10)"
f’(x9)=2.018196(10)"
7 (x0)=7.919865(10)°

Se evalua el polinomio de Laguerre
H(x,)=1.697884(10)*

Se calcula la siguiente aproximacién tomando f’(x,)y H (%) con el mismo signo.

x; =0.333809

Los resultados completos de las iteraciones se muestran en la tabla 3.3.

Tabla 3.3 Resultados de la aplicacién del método de Laguerre.

Xo X1 X2 X3 Xy X5
120 0.333809 —2.597270 —2.990968 —2.999999 -3.0

La raiz de menor médulo del polinomio es efectivamente x =—3. Analizando la tabla anterior se
puede notar como el método de Laguerre converge rapidamente a la raiz de menor médulo, aun cuando
la aproximacion inicial sea muy burda. Por lo anterior se concluye que en el caso de tener un polinomio
con raices reales, el método de Laguerre es una buena opcion de célculo.

3.4.4 Método de Bernoulli

Si se tiene la funcién
f(z)=a,z"+a, 2" ++az+a, (3.38)
y ademds se considera la ecuacién en diferencias con los mismos coeficientes
auuy +a,_ Uy, +- -+ agy_, =0, (3.39)

silas raices ¢ de la ecuacion (3.38) son reales y distintas, la solucion de la ecuacion (3.39) esta dada por
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C k
U, = C,‘ O{,-
‘ 21 (3.40)

donde los ¢; dependen de las condiciones usadas para resolver la ecuacién (3.39).
Si las raices se ordenan en magnitud decreciente, la ecuacion (3.40) se puede escribir como:

k
SO
uk:CI (Xlk 1+2_(_)
i—2 C1\ 0 (3.41)

De aqui se deduce que si ¢, #0, entonces

Uk

lim = O(l
koo tdye ) (3.42)

La esencia del método de Bernoulli es usar la ecuacion (3.39) para generar los valores sucesivos de 1,
y después calcular el radio de los valores sucesivos de u hasta la convergencia.
Los valores iniciales para usarse en la ecuacion (3.39) se generan con la siguiente ecuacion:

Ay + Ay Uy ++ -+ Aty +ma,_,, =0 (3.43)

donde m=1,2,...,n.
En la seccién 3.7.5 se proporciona el cdigo Matlab del método de Bernoulli para calcular las raices
reales simples.

EJEMPLO 3.8

Utilizando el método de Bernoulli, calcular la raiz de mayor médulo del siguiente polinomio: f(x)=x+
17x* +105x> +295x> +374x +168.

SOLUCION. Primero con la ecuacién (3.43) se generan las condiciones iniciales, asi se obtiene:

Con m =1 se tiene asu; +a, =0

Con m =2 se tiene asu, +asu; +2a; =0

Con m =3 se tiene asus +auu, +asu; +3a, =0

Con m =4 se tiene asuy +auus +asu, +a,u; +4a, =0

Con m =5 se tiene asus +auuy +asus +a,u, +agu; +5a, =0

Sustituyendo los valores de los coeficientes dados por el polinomio f (x) se genera el siguiente grupo
de ecuaciones,

u +17=0

U, +17u; +210=0

uz +17u; +105u; + 885=0

Uy +17u; +105u, +295u; +1496 =0

Us +17u, +1051; +295u, + 3741, +840 =0
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En forma matricial, se tiene que:

— == = — =

1 0 0 0w -17
17 1 0 0 u -210
105 17 1 0 0l u|=| —885
205 105 17 1 Offu,| [-1496
1374 295 105 17 1flus| | -840 |

De este grupo de ecuaciones se obtienen los valores iniciales para utilizar en la ecuacion (3.39), los
cuales son: u; =17, u, =79, u; =—443, u, =2775 y u; =—18107.
La ecuacion en diferencias queda de la siguiente manera:

U, = —17uk_1 — IOSuk_Z — 295uk_3 — 374uk_4 — 168uk_5
Iniciando en k =6, se obtiene,
ug =122539

Asi, de acuerdo a la formula (3.42), la primera aproximacion a la raiz es:

Raiz = %5 = _6.767493
Us

La tabla 3.4 muestra los resultados hasta obtener dos valores consecutivos de la raiz que difieren en
menos de 1(10) .

Tabla 3.4 Resultados de la aplicacion del método de Bernoulli.

Coeficiente Raiz

us =1.225389x10° (ug /us ) = —6.767493
u, = —8.422429x10° (4, /ug) = —6.873264
Uy =5.837154x10° (us /u;) = —6.930487
Uy = —4.063594 X107 (uy /ug ) = —6.961601
1y = 2.835838 x10° (1410 /g) = —6.978646
uy, =—1.981700x10° (141, /1) = —6.988056
1, =1.385859 x 10" (1 [y ) = —6.993287
3 = —9.695772x10'° (113 /11, ) = —6.996213
Uy, = 6.784963 10" (thy [113) = —6.997857
5 = —4.748649 x 1012 (15 /1y, ) = —6.998784
s = 3.323726x10" (1 /1415 ) = —6.999309

Analizando los resultados del ejercicio, se puede notar que el método de Bernoulli es de convergencia
lenta. Sin embargo, se puede apreciar que la primera aproximacién es muy buena y no necesita condicio-
nes iniciales externas; es decir, el método por si mismo fija las condiciones iniciales. Por esta razdn, aun-
que es un método de convergencia lenta, es bastante valioso como primera aproximacién para otro
método de convergencia rapida.
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3.4.5 Método de Newton

El objetivo de este método es encontrar la raiz de menor méodulo de un polinomio dado. De esta forma, el
procedimiento de deflacidn se da en forma estable, y asi se encuentran las demas raices [Cordero et al.,
2006]. Dado un polinomio f(z) de la forma

f(z)=a,z"+a,,z2"" +-+az+a,, (3.44)

se desea generar la secuencia z; que converge a la raiz de menor magnitud, o al menos, a una muy cercana
a ésta. Los puntos sucesivos se relacionan con la formula,

Zit1 =2 +dek (3.45)

donde m es un escalar.
Un paso adecuado es aquel donde z,, # z;. Si la iteracion cumple con esta diferencia, la correccién
de Newton es:

Wy =— B
f(z) (3.46)
De esta forma se calcula el valor de dz;, como,
Wy si se cumple que Wil <3|z — 2y
dz =1 3|z — z_s e wy (3.47)

e en cualquier otra situacion
Wi

donde el dngulo ¢ se escoge de manera arbitraria como ¢ =45°. Si el paso previo no es adecuado entonces
se tiene que,

dzi =—1edz;, (3.48)
El razonamiento detrds de esta eleccion es el siguiente:

1. Siel paso es adecuado, pero el valor absoluto de |w| es relativamente grande, la funcion se estd
aproximando a un punto donde f’(z)— 0y, por tanto, se cambia la direccién de bisqueda un
angulo ¢.

2. Siel paso no es adecuado, se desea cambiar la direcciéon para encontrar una iteracién adecuada.
Perosi f(z)#0, existe una direcciéon descendente para la funcion, ya que f(z) tiene un minimo
local (o global) sélo en las raices, por lo que buscando en diferentes direcciones conducira a una
direccion descendente.

El método de Newton consta de dos etapas. En la primera se aproxima la raiz lo mas posible a la raiz
del polinomio, al punto que se pueda garantizar la convergencia. Una vez que se garantiza que el método
converge, se llega a la etapa dos, donde se utiliza la formula estandar de Newton para calcular la raiz. Para
garantizar la convergencia del método de Newton iniciando con z;, se debe de cumplir la siguiente des-
igualdad:

’ 4 4 2
2f (2l - 1f (zic) = f @I (@] Jzie =2l (3.49)
Esta prueba se debe hacer en cada iteracion de la etapa dos. En el momento en que se deje de cumplir,
se retrocede a la primera etapa.

Una vez que se elige dz;, se calcula F(z +dz; ) y se prueba la desigualdad

F(Zk +de)<F(Zk) (3.50)
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Si se cumple la desigualdad, se calcula F(z; +mdz; ) conm=2, 3,..., n. Sila desigualdad no se cumple,

se calcula la funciéon con m = [% i iem’ ]

Si F(zy +dzi) 2 F(2i) y F(z +5dzi )2 F(z, +dz;.), entonces se toma m =0 para tener un paso no
adecuado y cambiar la direcciéon de busqueda.
La primera etapa se inicia con las siguientes condiciones

ZO = 0
0
- f,( ) si se cumple que f'(0)#0
dzy =1 £'(0)
1 en cualquier otra situacion
1
1 ag |k | dz,
z, =—min| |—

2 k>0 |ag| |ldz,l

La eleccion de z, es tal que la magnitud sea menor que cualquier raiz de f(z). El c6digo del método
se proporciona en la seccién 3.7.6 de este mismo capitulo. El programa estd desarrollado en la plataforma
de Matlab y generalizado para calcular las raices del polinomio.

EJEMPLO 3.9

Utilizando el método de Newton calcular la raiz de menor médulo del siguiente polinomio f(z)=z" +
282z°+3222° +1960z* +6 769z° +13132z> +13 068z +504.

SOLUCION. Primero se fijan las condiciones iniciales del método como:
zy =0, dz, =—0.0386 y z, = —0.0002

La primera etapa se inicia cuando se cumple con la condicién de convergencia. La tabla 3.4 resume
los resultados de esta etapa.

Tabla 3.4 Resultados de la primera etapa del método de Newton.

Zy dz;
ZO = 0 dZO = _0.0386
z, =-0.0002 dz, =—0.00004 — 0.0004i

2, =-0.0033-0.0031i | dz, =—0.0099 —0.0084i
2,=-00231-0.0199i | dz, =—0.0172+0.0192i
z,=-0.0574+0.0186i | dz, =—0.0344+0.0385i

Una vez que se verifica que el método converge, se pasa a la segunda etapa. La tabla 3.5 muestra los
resultados de esta segunda etapa.

Tabla 3.5 Resultados de la segunda etapa del método de Newton.

2 dz;
z5 =—0.0402 —0.0007i dz; =0.0172-0.0192i
z ¢ =—0.0402+0.0000i dzs =0.0001+0.0007i
z, =-0.0402 —0.0000i dz; =0.0000 —0.0000i

El método se detiene cuando dz, es menor que una tolerancia especificada. En este caso fue de 1(10) ™.
Con esto se llega a la raiz z;, =—0.0402, la cual es efectivamente la raiz de menor médulo.
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3.4.6 Algoritmo de diferencia de cocientes

Se puntualizd el problema del crecimiento del error que se da cuando se usa un proceso iterativo, seguido
de deflacion, repetidamente. Entonces resulta atractivo encontrar todas las raices de un polinomio en
forma simultdnea. Desafortunadamente, los método de este tipo tienen la desventaja de que, cuando los
resultados estdn en la vecindad de los valores correctos, la rapidez de convergencia es, en general, mucho
menor que la que se logra con un buen método de raices simples. Una buena estrategia es usar un método
que encuentra todas las raices para dar una buena aproximacion inicial, combinado con un método de
convergencia eficaz para mejorar la precision de cada raiz individualmente.

En el algoritmo de diferencia de cocientes, primero se construye una tabla de 2n+1 columnas para un
polinomio de grado n. Las dos de los extremos son ceros. Las columnas restantes estdn en dos conjuntos
alternados, las cuales se obtienen de dos reglas de calculo diferentes, la regla de cocientes y la regla de
diferencias. El método de generacion de la tabla es mas facil de explicar mediante su construccién par-
tiendo de la columna izquierda de ceros, basandose en el método de Bernoulli para encontrar raices. Sin
embargo, para reducir los errores en la construccion, la tabla se genera renglon por renglén. Esto necesi-
ta un método para generar los primeros dos renglones. La tabla 3.6 muestra el ejemplo para una funcién
cubica. En la tabla los superindices son constantes para cada columna y los subindices son constantes a lo
largo de la diagonal hacia delante.

Tabla 3.6 Tabla de diferencia de cocientes.

ot g% %

0 eV e? 0
" o il

0 el e 0
3 g2 )

0 eV e? 0
B @ o

q3 9> G

Para un esquema de grado n el proceso se inicia calculando los elementos de los dos primeros renglo-
nes como sigue:

g ==L (3.51a)
an
g” =0 r=2,3,...n (3.51b)
en =9 2,1 (3.51¢)
a?’

Los elementos se calculan moviéndose a la derecha a lo largo de los renglones, y hacia abajo a lo largo
de las columnas usando los cuatro valores en los puntos del rombo como sigue:

o

Bia B (3.52)

O
Si los elementos o quedan en una columna q entonces o;+ ﬁj =0+ ﬁj+1. Si los elementos 0, que-
dan en una columna € entonces «; X 3; = &;,; X B;;. Resolviendo renglén por renglon, se conocen las

cantidades o, [3] y Bjs1 y los valores desconocidos de «;,, se encuentran con una de las siguientes dos
ecuaciones:
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ain=a; +e — e (3.53a)
q(_rJrl)

el =gl o (3.53b)
qj+1

. . . r P
Este esquema termina si cualquier valor de qﬁ ) se hace cero, ya que, como se sabe, no se puede divi-
dir entre cero. El algoritmo anterior es més util cuando las raices z, (r =1, 2,..., n) satisfacen la relacién
|z,|>|z,|>-->|z,|. En este caso se puede probar que:

h’mqﬁ’) =z, r=1,2,3,...,n (3.54a)
jee
lime!)=0  r=1,2,3...,n (3.54b)
e

Asi, el esquema revela si todas las raices son distintas en mddulo analizando el comportamiento de
las columnas &. Si algunas de las raices son de igual médulo, por ejemplo, |z,|2|z,|>---2|z,]|, entonces
se tienen las siguientes condiciones:

, limqY) =z, (3.55a)
=

Para toda r tal que |z, |>|z,|> |z,

Para toda r tal que |z,|> |z, |, lime{” =0 (3.55b)
[

Asi, la tabla se divide en grupos de columnas g, correspondientes a raices de igual médulo, y colum-
nas € que tienden a cero.

El caso mas comun de raices de igual médulo ocurre cuando una ecuacién con coeficientes reales
tiene raices complejas conjugadas. Se tendrdn aqui dos columnas g separadas por una columna € que
no tiende a cero y las dos raices, z,,, y z,.,, que son la solucion de la ecuacién cuadratica,

z?+A,z+B, =0

donde
(a4 )= A,
], (r+1) (r+2) (3.56)
lim(q;""+q)"") = B;

En la seccién 3.7.7 se proporciona un cédigo creado por Matlab, donde se desarroll6 este algoritmo.
El cédigo es general para el caso de raices reales simples.

o EJEMPLO 3.10

Utilizando el método de diferencia de cocientes, aproximar todas las raices del siguiente polinomio de
cuarto orden; f(z)=z*+17z>+101z* +247z +210.

SOLUCION. Con este polinomio se construye la tabla 3.7 de nueve columnas, de la forma que se muestra
en la pagina 78.

Analizando la tabla 3.7 se puede notar como las € tienden a cero. En este caso especifico, el proceso
se detuvo cuando el mayor valor de € es de una milésima. Igualmente se ve como en las columnas de g
quedan acomodadas las raices de mayor a menor modulo. En este caso, las raices exactas son z, =—7,
z,=-5,2z;=-3y2z,=-2, por lo que, aun cuando el método converge con lentitud, desde las primeras
iteraciones se puede notar como el método se dirige a las raices en forma estable.

www.FreeLibros.me



78 @ CAPITULO 3 Solucién de ecuaciones polinomiales

Tabla 3.7 Tabla de resultados al aplicar el algoritmo de diferencia de cocientes.

1

q
-17
0
—11.0588
0
-9.1809
0
—8.3100
0
—7.8346
0
—7.5509
0
—7.3722
0
—7.2555
0
-7.1774
0
—7.1241
0
—7.0873
0
—7.0617
0
—7.0437
0
—7.0311
0
—7.0221
0
-7.0157
0
—7.0112
0
—7.0080
0
—7.0057
0
—7.0041
0

g

5.9412

1.8780

0.8709

0.4754

0.2836

0.1787

0.1167

0.0782

0.0533

0.0368

0.0256

0.0180

0.0127

0.0090

0.0064

0.0045

0.0032

0.0023

0.0016

0.0012

q & q
0 0

2.4455

~3.4956 ~1.5953
1.1161

—4.2575 —2.2583
0.5920

—4.5364 —2.5889
0.3379

—4.6739 —2.7687
0.2001

—4.7574 —2.8705
0.1208

—4.8153 —-2.9289
0.0735

—4.8586 —-2.9622
0.0448

—4.8920 —2.9809
0.0273

—-4.9179 —-2.9912
0.0166

—4.9381 —2.9966
0.0101

—4.9537 ~2.9992
0.0061

—4.9655 —3.0004
0.0037

—4.9745 —3.0009
0.0022

—-4.9813 —3.0009
0.0013

—4.9863 —3.0008
0.0008

—-4.9900 —3.0007
0.0005

—-4.9927 —3.0005
0.0003

—4.9947 —3.0004
0.0002

—4.9962 —3.0003
0.0001
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e

0.8502

0.4531

0.2615

0.1580

0.0983

0.0624

0.0401

0.0261

0.0170

0.0112

0.0074

0.0049

0.0032

0.0022

0.0014

0.0010

0.0006

0.0004

0.0003

0.0002

4

q
0

—0.8502

—1.3033

—1.5648

—1.7228

-1.8212

—1.8836

-1.9237

—1.9498

—1.9668

-1.9780

—1.9854

—1.9903

—1.9935

—1.9957

-1.9971

—1.9981

—1.9987

—1.9992

—1.9944
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3.4.7 Método de Lehmer-Schur

Aunque este método siempre converge, es extremadamente laborioso y muy lento. Por supuesto, es ade-
cuado para encontrar la primera aproximacion. El método Lehmer-Schur se basa en una sucesion de calcu-
los que verifica si una raiz queda dentro de un circulo de prueba. Se produce una sucesién de circulos de
prueba que se puede usar para buscar en todo el plano complejo, y que va a converger a una raiz cuan-
do ésta se aisla (véase la figura 3.1). Primero, la prueba se usa para determinar si existe una raiz dentro de
un circulo con centro en el origen y de médulo unitario. Si la prueba no da resultado, se transforma la
ecuacion original para buscar en un circulo con el doble de radio.

Si continta sin dar resultados se hace una transformacién adicional con un circulo de radio cuatro
veces mayor, y asi sucesivamente. Este proceso se repite hasta que se encuentra una raiz que quede den-
tro del intervalo R <|z|<2R.

El 4rea en la cual estd la raiz se estrecha buscando en 8 circulos sobrepuestos de radio 4R/5 con centro
en los puntos.

3Rei27rk/8

zZ=——= k=0,1,2,...,7 3.57
2cos(7/8) (3:57)

Uno de estos circulos puede contener una raiz, aunque es importante resaltar el hecho de que més de
un circulo puede contener una raiz, ya que los circulos sobrepuestos cubren toda el area del intervalo y
parte de esta area en forma doble. Teniendo un circulo que contenga una raiz, se hace la bisqueda en una
sucesion de circulos, ahora de la mitad de radio, que dard un intervalo que contiene la raiz y luego se
vuelve a repetir el proceso.

3.4.8 Método de raiz cuadrada de Graeffe

En su forma mas sencilla, este método toma una ecuacién que tiene raices distintas en magnitud y de ésta
se obtiene una segunda ecuacion con raices que son el cuadrado de las raices originales. El proceso se
repite hasta que las nuevas raices son 2" veces las raices originales. Para una m muy grande, la magni-
tud de las raices originales se puede determinar de una forma muy facil. El método es atractivo porque el
proceso de elevacion al cuadrado incrementa la separacion de las raices, lo cual simplifica el proceso de
identificacion de las raices. Si se tiene un polinomio de la forma:

f(z)=a,z"+a,.,z" "+ -+ az+ay, (3.58)
si se supone que a, =1, entonces se puede hacer

fo(z)=(z~0,)(z~a;)--(z~a,,) (3.59)

eZ,

Figura 3.1 Método de Lehmer-Schur.
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Si se hace w = z?, se puede obtener
fl(w)z(—l)nfo(z)fo(—z)=(w—0{12)(w—a22)---(w—0{n2) (3.60)
de manera que las raices de f; (w) son los cuadrados de las raices de fo(2); asi se forma la secuencia

fran(w)=(=1)"f.(2) f,(~z), parar =0, L,... (3.61)

En este caso, las raices de un polinomio son los cuadrados de las raices del polinomio anterior. Si los

. . . . / j 0
coeficientes de los polinomios obtenidos con este método se denotan como aﬁj ) donde aﬁ ) = d,, como se
define en la ecuacion (3.58), los coeficientes de los nuevos polinomios se obtienen como sigue:

2
al) =(al) (3.62a)
all, =—(a§‘i)1) +2aa"", (3.62b)
ay, —( (0) ) —2a'%a', +24©4), (3.62¢)

En forma general, se tiene que:

min[n—j j]

N (CURSI ST 363

Para utilizar la sucesién de polinomios f, (z) se necesita la ecuacién que relaciona los coeficientes de
un polinomio con sus raices, es decir

ag’) :(—1)"_j S (alzr, o, ..o ), para j=0,1,...,n—1 (3.64)
donde
Sk(xl, Xoseens Zcxrlxﬂ

donde 2 ¢ indica que la suma se realiza tomando en cuenta todas las combinaciones de k, desde 1 hasta

n. Asi, por ejemplo
al==8, (7, 0% e, )= Eak (3.65)

lo cual lleva a la expresion:
.
. (o
a” =—a? [1 +2(—") } (3.66)

Si se tiene que las raices son diferentes en magnitud y estan ordenadas de manera que

P1>Py> >, (3.67)
entonces se tiene

1
7 —|a| (3.68)

o] ()
hm|a,,_1
r—>o0

Por tanto, para una r suficientemente grande, se tiene
1

Py =|ali [ (3.69)

En forma similar se tiene que

A =0 oy [HZ(aa ] ] (3.70)
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y en consecuencia, para una r suficientemente grande, se tiene

1 1
p, =—|a" [ (3.71)
P
Generalizando la férmula anterior se llega a
1
pr ~———]al"\|* para k=23, n (3.72)
P1Pra

En la préctica una r suficientemente grande significa que el método de la raiz cuadrada de Graeffe
continda hasta tener una aproximacion que se estabiliza en la cantidad de decimales que se desean. El
cddigo en Matlab de este método se presenta en la seccion 3.7.8.

o EJEMPLO 3.11

Utilizando el método de raiz cuadrada de Graeffe, aproximar todas las raices del siguiente polinomio de
tercer orden; f(z)=z’+26z%+203z+490.

SoLUCION. Utilizando la féormula (3.63), se calculan los coeficientes de cada iteracion, y las raices se
calculan con las férmulas (3.69) para la primera y (3.72) para las siguientes.
La tabla 3.8 muestra loa resultados de aplicar el método en cinco iteraciones.

Tabla 3.8 Tabla de resultados de aplicar el método de la raiz cuadrada de Graeffe.

r 1 2 3 4 5

a, 1 1 1 1 1

a, 26 -270 —41442 —1.481944482x10° = —2.177986723327 x10"®
a, 203 15729 117747441 9.086362201208x10" | 7.271210643588 x10°!
g 490 —240100 = —5764801x10" —3.32329305696x10*" = —1.104427674243x10*
Py 164317 | 14.2679 14.0073 14.0000 14.0000

p,  7.6325 | 7.3009 7.0542 7.0020 7.0000

ps 3.9070 | 4.7039 4.9590 4.9986 5.0000

En este caso se iter6 hasta que se tuvo un error de 1(10) >, lo cual se logré en cinco iteraciones. Ana-
lizando la tabla de resultados, se puede notar que los coeficientes son muy grandes. Por esta razén no se
puede hacer el niimero de iteraciones que se quieran. Asimismo, analizando las raices, se puede notar que
en cada iteracion siempre se obtiene signo positivo. Dicho de otra forma, el método en realidad sélo
aproxima el modulo de la raiz. El signo se puede obtener de manera sencilla con el procedimiento de di-
visién sintética. Por las razones anteriores, este método es adecuado para hacer una primera aproxima-
cion de los médulos de todas las raices de un polinomio y después se puede utilizar un método que no
tenga las limitantes antes mencionadas.

3.5 Meétodo de Jenkins-Traub

Considerando un polinomio ménico de la forma:
P(z)=z"+a,z" '+ +a,z+a, (3.73)

donde los a; son nimeros complejos con a, #0, se puede generar una secuencia de polinomios H*(z),
iniciando con H’(z)=P’(z), todos de la forma
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n

H*(2)=Y[Q*(j)+T - Q*(j-1)] (3.74)

=2

donde
H*(1)=P(1)

k_ _ P(s)
T

Q*(j)=Q*(j-1) - Sy +P(j), para j=2,...,n; con Q*(1)=P(1)

Asi, se puede aproximar la raiz o con la férmula (lo que equivale al método de Newton):

P(s)
Sin=Sp——"—=
SRS (3.75)
Como un estimado inicial de S, se elige
So=B-e” (3.76)

donde 6 es un angulo arbitrario y S es la Uinica raiz positiva del polinomio,
2" +a,|z2" 4+ ay |z —|ag| (3.77)

El teorema de Cauchy garantiza que S es el limite inferior de |o |, j=1,..., p.

3.5.1 Etapas del método de Jenkins-Traub

El método se divide en tres etapas de la siguiente manera:

Etapa uno
Se inicializa H"(z)= P’(z). Con S, =0 se calcula una nueva H *(z) con la siguiente férmula,

H*(0)
P(0)

Se itera para acentuar las raices de menor médulo. En la practica es imposible indicar cudntas itera-
ciones son las adecuadas, pero se recomienda que sean al menos cinco.

H ()= P(j)= HH (j-1)

,con H¥1(1)=P(1).

Etapa dos

Se propone una raiz de la forma S, = 8 - ¢”. Con esta aproximacién inicial, se calcula una nueva aproxi-
macién con

P(s
Skn =Sk —#

H*(s)
Se calcula una Q**! con la férmula
Q¥ (j)=Q*(j=1) - Skn +P(j), para j=2,..., n; con Q**(1)=P(1)

Se calcula una nueva H*"! utilizando la férmula (3.74)

Hk“(z)=é|:Qk“(j)—% - ok“u—n]
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Etapa tres

En esta etapa simplemente se repite el proceso de la etapa dos, sin modificar la raiz; es decir S;,; = S;. Una
vez que se hacen varias iteraciones, se regresa a la etapa dos para aproximar mds la raiz. La razén de estas
iteraciones es, por tanto, simplemente acentuar la raiz de menor médulo.

En la seccidn 3.7.9 se desarrolla el codigo del método en programacion Matlab. El método se aplica a
un polinomio con coeficientes complejos, y al final se obtiene la raiz. Se aplica el proceso de deflacion
para encontrar las raices del polinomio.

EJEMPLO 3.12

En el circuito de la figura 3.2, el interruptor K se cierra en tiempo igual a cero. Calcular el tiempo de esta-
bilizacion del voltaje del capacitor, tomando como referencia que se estabiliza cuando llega al 99% de su
voltaje final.

§R2:109

V=10 —
V= C=0.1F §L=O.SH

Figura 3.2 Circuito eléctrico.

SOLUCION. La ecuaciéon que modela el comportamiento fisico del voltaje en el capacitor es la siguiente:

d.
VC =Li+R2 iL

dt

donde, de acuerdo con la conectividad, la corriente i; que pasa por el inductor es:

d%, (1 Rz)diL (R1+R2), 1%
H—+—=|—+ ip =
dt* \CR, L )dt \ LCR LCR,

Sustituyendo valores, se tiene

2. .
dir % | 6oi, =40
dar? dt

La solucién homogénea de esta ecuacion se establece con el polinomio r? +22r+60=0, el cual tiene
como raices: ; =—3.189750 y r, =—18.810249. Asi, la corriente que pasa por el inductor es

2
iy = ~0.802801e 7 +0,136135¢ 11 =

Por tanto el voltaje en el capacitor es:
ve =0.5—+10i
c i L

Sustituyendo valores se tiene

20
Ve = —6.747650¢ 1 +0.080983¢ 11 4 =5
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La raiz més pequena es la que tardard mas en atenuarse; por tanto, es la que indicard cuando llega el
capacitor a su punto de estabilidad; asi, cuando el término —6.747650e*'%7>" = —0.067476, se llega al
punto de estabilidad. Por tanto, el tiempo es: t =1.443740 segundos. La figura 3.3 muestra la forma grafi-
ca del voltaje del capacitor. Ahi se puede observar como se estabiliza en el tiempo calculado.

Amplitud en volts

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2

Tiempo en segundos

Figura 3.3 Grafica del voltaje del capacitor.

3.6 Comparacion de métodos

La aproximacion mas sencilla para los que escriben su propio codigo es el uso del algoritmo de la diferen-
cia de cocientes para obtener la aproximacion de las raices, y un método de buena convergencia para
mejorar las raices, como es el método de Newton para raices simples, o el método de Bairstow para rai-
ces complejas conjugadas. Si se tiene a la mano un programa que use el método de Lehmer-Schur, éste se
puede usar en vez del algoritmo de diferencia de cocientes. La soluciéon completa de un polinomio no es
trivial, y si se tiene un programa confiable para encontrarlas, se debe usar. Sin embargo, quedaran siem-
pre polinomios que no se pueden resolver numéricamente por medios convencionales, y requieren ana-
lisis matematico cuidadoso para obtener la respuesta significativa.

3.7 Programas desarrollados en Matlab

En esta seccion se concentran los codigos de los programas desarrollados para el capitulo. Enumerando-
los se tienen los siguientes:

3.7.1 Division sintética por un factor simple
3.7.2 Division sintética por un factor cuadrético
3.7.3 M¢étodo de Bairstow

3.7.4 M¢étodo de Laguerre

3.7.5 M¢étodo de Bernoulli

3.7.6 M¢étodo de Newton

3.7.7 Algoritmo de diferencia de cocientes
3.7.8 M¢étodo de raiz cuadrada de Graeffe

3.7.9 Mdétodo de Jenkins-Traub
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3.7.1 Divisién sintética por un factor simple

La division sintética por un factor simple es una forma compacta de realizar una divisiéon de un polinomio
de grado n entre un polinomio de primer grado. Como resultado se tiene un cociente y un residuo. Cuan-
do se utiliza como factor del polinomio una de sus raices, el residuo serd cero; de otra forma tendra un
valor diferente de cero. En Matlab, cuando se usa el signo % significa que se esta haciendo un comentario.
Adicionalmente, las funciones propias de Matlab aparecen sombreadas.

. z z

Programa principal de la division sintética por un factor simple

Divisién sintética de un polinomio con la estructura P(x)= kl*x*n + k2*x"(n-1) +
+ km*x + kn, donde se tiene que kl=1 por un factor simple f(x) = x + r.

o\° o\°

o

El método entrega el cociente y el residuo después de aplicar el procedimiento de
deflacidn.

o\° o\

oe

clear all
cle

o°

Coeficientes del polinomio.

F = [1 56 1288 15680 108304 420224 836352 645120];

% Nlmero de coeficientes del polinomio

n = length(F);

% Factor simple de la forma x + r = 0. Para hacer la divisidén se les cambia
% directamente el signo r. Asi se tiene que

f =11 12]; % Coeficientes del factor simple.

r = -£(2); % r utilizada en el proceso de deflacidn.

% Inicia los polinomios para calcular la divisidén por el factor simple.
P1(1l:n) = zeros;

% Hace la deflacidén del factor simple; es decir, es la divisidén sintética de P(x).
P1(1) = F(1);

for k=2:n;
P1(k) = F(k) + P1l(k-1)*r;
end
% Cociente resultante de la divisidn sintética.
Q = P1(1:n-1)
% Residuo resultante de la divisidén sintética.
Rs = P1l(n) (* )

NOTA: Si se ejecuta este programa tal y como estd, da como resultado final:

Q = 1 44 760 6560 29584 65216 53760
Rs = 0

Lo cual corresponde al cociente y al residuo de la division sintética.

3.7.2 Divisién sintética por un factor cuadratico

La division sintética por un factor cuadratico es una forma compacta de realizar una divisiéon de un poli-
nomio de grado n, donde 7 es al menos 3, entre un polinomio de grado 2. Como resultado se tiene un
cociente y un residuo. Cuando se utiliza con un factor del polinomio, el residuo serd cero. De otra forma
tendra un valor diferente de cero. En Matlab, cuando se usa el signo % significa que se esta haciendo un
comentario. Adicionalmente, las funciones propias de Matlab aparecen sombreadas.

0 . z

Programa principal de la division sintética por un factor cuadratico

o\°

Divisién sintética de un polinomio con la estructura

$ P(x)= kl1*x*n + k2*x"(n-1) + ... + km*x + kn, donde se tiene que k1 = 1 por un

% factor cuadratico f(x) = x™2 + p*x + Q.

% El método entrega el cociente y el residuo después de aplicar el procedimiento de
% deflacidn.
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clear all
clle
% Coeficientes del polinomio

P = [1 100 4335 106800 1646778 16486680 107494190 444647600
1094071221 1396704420 654729075] ;
% NGmero de coeficientes del polinomio.
N = length(P);
% Factor cuadriatico de la forma x®2 + p*x + q = 0. Para hacer la divisién se les
% cambia directamente el signo a p y a q,; asi se tiene que
f=[1 22 85]; % Coeficientes del factor cuadréatico.
p = -f(2); % p utilizada en el proceso de deflaciénm.
g = -f(3); % q utilizada en el proceso de deflacién.
% 1Inicia los polinomios para calcular la divisidén por el factor cuadratico.
P1(1:N) = Zeros;
% Divisidén sintética de P(x).
P1(1) = P(1);
P1(2) = P(2) + P1(1)*p;
for k=3:N;
Pl(k) = P(k) + P1(k-1)*p + P1(k-2)*q;
end
% Cociente resultante de la divisidén sintética.
Q = P1(1:N-2)
% Residuo resultante de la divisidén sintética.
Rs = P1(N-1:N) [+ )

NOTA: Si se ejecuta este programa tal y como estd, da como resultado final:

Q = 1 78 2534 44422 454104 2720522 9043866 14438178 7702695
Rs = 0 0

Lo cual corresponde al cociente y al residuo de la division sintética.

3.7.3 Meétodo de Bairstow

El método de Bairstow se programé en forma dividida. En un programa se hace la funcién como tal, y en
otro se hace la logica para calcular los factores cuadraticos que contenga un polinomio de grado n. En
Matlab, cuando se usa el signo % significa que se estd haciendo un comentario. Adicionalmente, las fun-
ciones propias de Matlab aparecen sombreadas.

a Programa principal del método de Bairstow codificado en Matlab

% Programa principal que llama al método de Bairstow para cédlculo de factores
% cuadréaticos.

clear all

clc

% Vector de coeficientes.

Cf = [1 37 520 3490 11449 16633 8190];

n = length(Cf); Longitud del vector de coeficientes.

oe

po = 10; % Inicia el factor g.
qo = 40; % Inicia el factor p.
Dat = []; % Inicia la matriz para almacenar los factores resultantes.

% 1Inicia ciclo para calcular los factores cuadrdticos de un polinomio de orden n,
% para lo cual se deben tener mids de tres coeficientes.
while n > 3
% Ejecuta la funcidén del método de Bairstow.
p.q,Pn]l=Bairstow(Cf,n,po,qgo) ;
Nimero de iteraciones que realizd el método hasta la convergencia.
Nf = length(p);

o\¢

N —

% Almacena los factores calculados de la forma Dat = [1 p ql,
% lo que indica que se tiene un polinomio f(x) = x"2 + p*x + Q.
Dat = [Dat

1 p(Nf) q(Nf)];
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% Asigna el residuo a un nuevo polinomio para sacar un nuevo factor cuadrético.

Cf = Pn;
% Saca la longitud del residuo resultante.
n = length(Cf);
% Inicia nuevamente p y g con cualquier valor.
po = 5;
go = 10;
nd

Condicional para almacenar el Gltimo residuo. Si resulta que el residuo tiene tres
coeficientes, corresponde a un factor cuadratico, y si tiene sélo dos coeficientes,
corresponde a un factor simple.

o® o\ o° (D

if n == 3
Dat = [Dat
1 Pn(2) Pn(3)]
elseif n == 2
Dat = [Dat
0 Pn(1) Pn(2)]
end o

Funcion llamada Bairstow codificada en Matlab

Funcién del método de Bairstow para el cdlculo de factores cuadraticos de
polinomios con la estructura P(x)= kl*x*n + k2*x"(n-1) + ... + km*x + kn donde se
tiene que kl=1.

o\° o\° o

El método calcula un factor cuadréatico de la forma:

o\° o\° o\

f(x) = x"2 + p*x + g

o\° o\ o

La funcién se llama de la siguiente manera:

[p,q,Pz]=Bairstow (Cfl,N,po,go)

o\° o\ o

% Entradas:

% Cfl -- Vector de coeficientes.

% N -- NGmero de coeficientes.

% po -- Inicia el factor p.

% gqo -- Inicia el factor qg.

% Salidas:

% P -- Factor p final.

% q -- Factor g final.

% Pz -- Factores del residuo resultante.

\o

function [p,q,Pz]=Bairstow(Cfl,N,po,qo)
Valores iniciales de p v g

o\°

p(l) = po;

q(l) = qo;

% 1Inicia los polinomios para calcular las divisiones por factores cuadraticos de los
% polinomios P(x), x*Q(x) y Q(x).

P1(1:N) = zeros;

P2(1:N-1) = zeros;

P3(1:N-2) = zeros;

% Incrementos iniciales para el ciclo iterativo.
Dp = 1;

Dg = 1;

tol = le-6; % Tolerancia de convergencia.
ct = 1; % Contador de iteraciones.

[}

% Inicia el ciclo iterativo.

while abs(Dp) > tol | abs(Dg) > tol
% Divisidn sintética de P (x) .

P1(1) = Cf1(1);

P1(2) = Cf1(2) - P1(1)*p(ct);

for k=3:N;
P1(k) = Cfl(k) - P1l(k-1)*p(ct) - P1(k-2)*g(ct);

end
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Divisidn sintética de x*Q(x) .
Cf2 = [P1(1:N-2) 0];
(
(

P2 (1) = Cf2(1);
P2(2) = Cf2(2) - P2(1)*p(ct);
for k=3:N-1;
P2 (k) = Cf2(k) - P2(k-1)*p(ct) - P2(k-2)*qgl(ct);
end

% Divisidén sintética de Q(x) cuyo resultado son las primeras n-1 operaciones de
% la divisidn sintética de x*Q(x).
P3 = P2(1:N-2);

)

% Asignacidén de los residuos para la formacidén de las matrices A y B.

R1 = P1(N-1); R2 = P2(N-2); R3 = P3(N-3);
S1 = P1(N); S2 = P2(N-1); S3 = P3(N-2);
A = [-R2 -R3

-82 -83];
B = [-R1

-S11;

)

% Calculo de los incrementos a p v g.
Dpg = inv(A) *B;
(1)

Dp = Dpg(1)
Dg = Dpg(2);
% Asignacidén de los incrementos y almacenamiento.
ct =ct + 1;
pl(ct) = p(ct-1) + Dp;
g(ct) = gl(ct-1) + Dg;
end
% Polinomio resultante después de hacer la deflacidén por un factor cuadréatico.
Pz = P1(1:N-2); (* )

NOTA: Si se ejecuta este programa tal y como estd, da como resultado final:

Dat =
1.0000 12.0000 35.0000
1.0000 3.0000 2.0000
1.0000 22.0000 117.0000

Lo cual corresponde a los tres factores cuadraticos del polinomio de orden 6, cuyos coeficientes se
dan en forma inicial en el arreglo Cf. Se debe mencionar que el programa es general, basca cambiar los
coeficientes y que el primero sea uno, y entregalos factores cuadraticos y uno simple si fuera el caso de un
polinomio de grado impar.

3.7.4 Meétodo de Laguerre

El método de Laguerre se programo en dos partes, en un programa se hace la funciéon como tal, y en otro
se hace la logica para calcular las raices que contenga un polinomio de grado n. Se utiliza la division sin-
tética para pasar de un polinomio de grado »n a uno de grado n-1, después de encontrar una raiz. En
Matlab, cuando se usa el signo % significa que se estd haciendo un comentario, adicionalmente, las fun-
ciones propias de Matlab aparecen sombreadas.

Programa principal en Cédigo Matlab del método de Laguerre

Programa principal que llama al método de Laguerre para cdlculo de raices reales
simples

clear all

e

% Vector de coeficientes del polinomio,

F=1[1 37.06 565.9508 4596.67151 21297.81011979

55616.3956104624 74044 .983332884 36780.5723406719] ;

0
o
[

o

N = length(F); % NUmero de coeficientes del polinomio.
n = length(F)-1; % Grado del polinomio.
Xo = 77; % Inicia con un valor arbitrario.
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)

Raices = []; % Inicia la matriz para almacenar las raices resultantes.

)

% Inicia ciclo para calcular las raices de un polinomio de orden n.
for k 1:N-2

% Ejecuta el método de Laguerre.

[R]=Laguerre (F,n,Xo) ;

% NUmero de iteraciones que realizd el método hasta la convergencia.
Nf = length(R);

)

% Valor de la raiz calculada.
Ra = round(R(Nf)*1le6)/1le6;

% Almacena los factores calculados de la forma Raices = [raiz].
Raices = [Raices
Ral ;
% Hace la deflacidén del factor simple; es decir, es la divisidén sintética de P (x).
P1(1) = F(1);
for k=2:n;
Pl1(k) = F(k) + P1l(k-1)*Ra;
end
% Asigna el residuo a un nuevo polinomio.
F = P1;
% Obtiene el grado del residuo resultante.
n = length(F)-1;
% Inicia nuevamente X con cualquier valor.
X(1) = 77;
clear P1
end

% Valor de la Gltima raiz
Ra = round(-F(2)*1le6)/le6;
% Almacena la Gltima raiz.
Raices = [Raices

Ra]l; (- )

Funcién llamada Laguerre codificada en Matlab

Funcidén del método de Laguerre para calcular las raices reales simples de
polinomios con la estructura P(x)= ki1*x™n + k2*x"(n-1) + ... + km*x + kn donde se
tiene que kl=1.

o\° o\ o

oe

El método calcula la raiz mds cercana a la condicidén dada.

o\ o\

o

La funcién se llama de la siguiente manera:

o\ o\

[X]=Laguerre (F,n, Xo)

oe

% Entradas:
% F -- Vector de coeficientes.
% n -- Grado del polinomio.
% Xo -- Condicién inicial.
%
% Salida:
X -- Vector que contiene todas las aproximaciones.

o° o

hasta la convergencia.
function [X]=Laguerre(F,n,Xo);
Inicia el vector de salida con la condicidén inicial.
(1) = Xo;
% Célculo de la primera derivada de F.
Fp = polyder (F);
% Célculo de la segunda derivada de F.
Fpp = polyder (Fp) ;

> o

Dx = 20; % Inicial valor para entrar en el while.
tol = le-6; % Fija la tolerancia de convergencia.
ct = 1; % Contador de iteraciones hasta la convergencia.

[}

% Inicia el ciclo iterativo.
while abs(Dx) > tol

)

% Calculo del polinomio de Laguerre.
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x = X(ct);

f0 = polyval (F,x);

f1 = polyval (Fp,x);

f2 = polyval (Fpp, x) ;

H = (n-1)"2 * £1"2 -n*(n-1)*£0*£2;
% Cuenta la siguiente iteracion.

ct = ct+l;

)

% Asigna el signo de la derivada.
as = sign(fl);
% Calcula la siguiente iteracidn.
(ct) = X(ct-1) - (n*fo0)/(fl+as*sqgrt(H));
% Calcula la diferencia entre dos iteraciones consecutivas para verificar la
convergencia.
Dx = abs (X (ct)-X(ct-1));
end (* )

>

o\°

NOTA: Si se ejecuta este programa tal y como estd, da como resultado final:

Raices =
-1.12 -3.44 -4.56 -4.99 -5.67 -7.83 -9.45

Lo cual corresponde a las siete raices del polinomio de orden 7, cuyos coeficientes se dan en forma
inicial en el arreglo F. Se debe mencionar que el programa es general. Basta cambiar el arreglo de coefi-
cientes y que el primero sea uno, y muestra todas las raices.

3.7.5 Método de Bernoulli

El método de Bernoulli se programé en dos secciones. En uno se hace la funcién como tal, y en otro se
hace la logica para calcular las raices que contenga un polinomio de grado #. Se utiliza la division sintéti-
ca para pasar de un polinomio de grado n a uno de grado n—1, después de encontrar una raiz. En Matlab,
cuando se usa el signo % significa que se esta haciendo un comentario.

Programa principal en codigo Matlab del método de Bernoulli

% DPrograma principal que llama al método de Bernoulli para calcular las raices
% reales simples.
clear all
e
% Vector de coeficientes del polinomio.
F=1[1 155 10770 441750 11844273 216903435 2747429180 23767101700
134376696576 448372820160 670442572800] ;
N = length (F) ; % NlUmero de coeficientes del polinomio.
n = length(F)-1; % Grado del polinomio.
Raices = []; Inicia la matriz para almacenar las raices resultantes.
% Inicia ciclo para calcularlas raices de un polinomio de orden n.
for k = 1:N-2
% Ejecuta el método de Bernoulli.
[R]=Bernoulli (F,n);
% NUmero de iteraciones que realizd el método hasta la convergencia.
Nf = length(R);
% Valor de la raiz calculada.
Ra = round (R (Nf)*le4)/le4;
% Almacena los factores calculados de la forma Raices = [raiz].
Raices = [Raices
Ral;

Hace la deflexidén del factor simple; es decir, es la divisidén sintética de P(x).
1(1) F(1);
or k=2:n;

P

o°

o\

Hh o

1

=2
1(k) = F(k) + P1(k-1)*Ra;
end

% Asigna el residuo a un nuevo polinomio.
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F = P1;
% Saca el grado del residuo resultante.
n = length(F)-1;
clear P1
end
% Valor de la ultima raiz.
Ra = round(-F(2)*le4)/le4;
% Almacena la ultima raiz
Raices = [Raices

Ra] (- )

Funcién llamada Bernoulli codificada en Matlab

Funcién del método de Bernoulli para calcular las raices reales simples de
polinomios con la estructura P(x)= k1*x*n + k2*x*(n-1) + ... + km*x + kn donde se
tiene que kl=1.

El método calcula la raiz de mayor mbédulo.

La funcién se llama de la siguiente manera:

[R]=Laguerre (F,n)

Fh o\°® o\° o\° o° o° o\°® o°® o\°® o° o° o° o\° o° o\°® ol°® o\° o° o

Entradas:
F -- Vector de coeficientes.
n -- Grado del polinomio.
Salida:
R -- Vector que contiene todas las aproximaciones hasta la
convergencia.
unction [Raiz]=Bernoulli(F,n);
A = zeros(n,n);
B = zeros(n,1);
% Ciclo iterativo para sacar las condiciones iniciales.
for k = 1:n
a=0;
for 1 = k:-1:1
a = a+l;
A(k,a) = F(1);
end
B(k,1) = -k*F(k+1);

end
Coef = inv(A)*B;
% Ciclo para calcular una raiz hasta la convergencia.
Raiz (1) = 1;
tol = 1;
k = length(F);
while tol > 1le-6
Coef (k) = sum(-F(2:n+1)’.*Coef (k-1:-1:k-n));
Raiz (k-n+l) = Coef (k) /Coef (k-1);
k =k + 1;
tol = abs(Raiz(k-n)-Raiz(k-n-1));
end (- )

NOTA: Si se ejecuta este programa tal y como estd, da como resultado final:

Raices =
-20 -19 -18 -17 -16
-15 -14 -13 -12 -11

Lo cual corresponde a las diez raices del polinomio cuyos coeficientes se dan en forma inicial en el
arreglo F. Se debe mencionar que el programa es general y que entrega las raices de mayor a menor mo-
dulo, como se verifica en el ejercicio de Matlab.

www.FreeLibros.me



92 @ CAPITULO 3 Solucién de ecuaciones polinomiales

3.7.6 Método de Newton

El método de Newton encuentra la raiz de menor médulo, independientemente de si es compleja o real.
Después de encontrar una raiz, se utiliza la divisién sintética para pasar de un polinomio de grado n a uno
de grado n-1. El programa estd organizado en dos secciones: en un programa se hace la funcién como tal,
y en otro se hace la légica para calcular las raices que contenga un polinomio de grado n. En Matlab, cuan-
do se usa el signo % significa que se esta haciendo un comentario.

Programa principal en codigo Matlab del método de Newton

[}

% Programa principal que llama al método de Newton para calcular las raices simples.
clear all
e
% Vector de coeficientes del polinomio.
F=[1 26 270 1420 29 5274 2520] ;
N = length(F); Nimero de coeficientes del polinomio.
n = length(F)-1; Grado del polinomio.
Raices = []; Inicia la matriz para almacenar las raices resultantes.
% Inicia el ciclo para calcular las raices de un polinomio de orden n.
for k = 1:N-2
% Ejecuta el método de Newton.
[R,DR] = Newton(F,n) ;
% NUmero de iteraciones que realizd el método hasta la convergencia.
Nf = length(R);
% Valor de la raiz calculada.
Ra = R(Nf);
% Almacena los factores calculados de la forma Raices = [raiz]
Raices = [Raices
Ral ;
e la deflexidén del factor simple; es decir, es la divisidn sintética de P(x).
F(1);
:n

o\ o\

o\

% Hac

1(1)

or k H
P

1

k) = F(k) + P1(k-1)*Ra;

+h g

=2
1(
end
F = P1;
n = length(F)-1;
clear P1
end
% Valor de la tltima raiz.
Ra = -F(2);
% Almacena la Gltima raiz.
Raices = [Raices

Ra] ()

o°

Asigna el residuo a un nuevo polinomio.
Saca el grado del residuo resultante.

o°

Funcion llamada Newton codificada en Matlab

Funcién del método de Newton para calcular las raices simples de polinomios con la
estructura P(x)= k1*x*n + k2*x"(n-1) + ... + km*x + kn donde se tiene que kl=1.

o\® o\

El método calcula la raiz de menor médulo.

o\°® o\° o\

La funcidén se llama de la siguiente manera:

o\°® o\° o\°

[Z,dzk] = Newton (F,n)

%

% Entradas:

% F -- Vector de coeficientes.

% n -- Grado del polinomio.

%

% Salida:

% Z -- Vector que contiene todas las aproximaciones hasta la

o\

convergencia.
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dzk -- Vector que contiene todos los incrementos calculados.

Fh o\ o\

unction [Z,dzk]=Newton (F,n)
Fp = polyder (F);

oe

Calculo de la primera derivada de F.

Z(1) = 0 ; % Raiz para fijar la condicidén de arranque.
hill0) = polyval(F,Z(1)); % Evaluacidén del polinomio en la raiz.
fp = polyval (Fp,Zz(1)); % Evaluacién de la derivada en la raiz.
% Célculo del primer incremento dzk.
if fp ~= 0
dzk (1) = -f0/fp;
else
dzk (1) = 1;
end

[}

% Ciclo iterativo para calcular Z2.
for k = 1:n
al(k) = (abs(F(n+1)/F(k)))”*(n+1-k) * (dzk(1)/abs(dzk(1)));

end

[x,y] = min(abs(al)); % Regresa el minimo médulo y su posiciédn.

pn = sign(al(y)); % Toma el signo del minimo médulo.

Z ( = (1/2) *pn*x; % Calcula la primera aproximacidén a la raiz.

2)
Primera etapa que concluye cuando se cumple dos veces consecutivas con el criterio
de convergencia.
tol = 1; % Inicia la tolerancia de convergencia.
kr = 3; % Apuntador de iteraciones.
while tol <= 3
f0 = polyval (F,Z(kr-1));
fp = polyval (Fp, Z(kr-1));
wk = -f0/fp;
% Condicional para elegir dzk.
if abs(wk) <= 3*abs(Z(kr-1)-Z(kr-2))
dzk (kr-1) = wk;

o\° o

o\°

Evaluacidén del polinomio en la raiz.
Evaluacién de la derivada en la raiz.
Se calcula el radio de aproximacidn.

o\°

o°

else
dzk (kr-1) = (3*abs(Z(kr-1)-Z(kr-2))*wk*exp(i*pi/4)) /abs (wk);
end
Z(kr) = Z(kr-1)+dzk(kr-1); % Calcula la nueva aproximacidén de la raiz.
f1 = polyval (F,Z(kxr)) ; % Evaluacidén del polinomio en la raiz.

)

% Condicional de la evaluacidén del polinomio con aproximaciones consecutivas,

% para buscar nuevas aproximaciones.

if abs(fl) > abs(f0)

ra = Z(kr-1)+(2:n)*dzk (kr-1) ; % Raices nuevas conm = 2,..., n.

faux = polyval(F,ra); Evaluacidén de la funcidén con las raices.
[x,y] = min(abs(faux)) ; Regresa el minimo médulo y su posicidn.

oe

o\°

Zaux = ral(y); % Eleccidn del menor mddulo.
else
ra = Z(kr-1)+[1/2 1/4 (1/4)*exp(i*pi/4)]1*dzk(kr-1); % Raices nuevas con
$m=1/2 ...
faux = polyval(F,ra); % Evaluacidén de 1la

o\°

funcién con las
raices.

Regresa el minimo
médulo y su
posicidn.

Eleccién del menor
médulo.

o\°

o

[x,y] = min(abs(faux));

o\°

o\

Zaux = ral(y);

o\°

o\°

end
% Condicional para cambiar direccidn en caso de no encontrar un paso adecuado.
if abs(zZ(kr)) > abs(Zaux)

dzk (kr) = -(1/2)*exp(i*pi/4)*dzk (kr-1);

Z (kr) = Z(kr-1)+dzk (kr) ;
else

dzk (kr) = Zaux - Z(kr-1);

Z(kr) = Zaux;

end
% Evaluacidén de la prueba de convergencia.
fkd = polyval(F,Z(kr));
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fkpl = polyval (Fp,Z(kr-1));

fkp2 = polyval (Fp,Z(kr));

CDhd = 2*abs(fkd) *abs (fkpl-£fkp2);

Cdi = (abs(fkp2))“2*abs(Z(kr-1)-Z(kr));

if CDhd <= Cdi
tol = tol+1l;

else

tol = tol-1;
end
kr = kr+1;

nd
Si cumplié dos veces con el criterio de convergencia, se pasa a la etapa 2. En
esta etapa se evalla directamente la regla de Newton con la formula Z(n)=Z(n-
1) +dzk (n) .
while tol > le-12
f0 = polyval (F,Z(kr-1));
polyval (Fp, Z (kr-1)) ;

o\° o o° (D

o°

Error absoluto permitido.
Evaluacién del polinomio en la raiz.

o\°

fp = % Evaluacién de la derivada en la raiz.
dzk (kr) = -f0/fp; % Calculo del incremento.

Z (kr) = Z(kr-1)+dzk (kr) ; % Calculo de la raiz.

tol = abs(abs(Z(kr)) - abs(Z(kr-1))); % Error absoluto.

kr = kr+1l;

end

% Condicional para quitar la parte imaginaria cuando es més pequefla que le-6.
=real (Z (kr-1));
abs (imag (Z (kr-1))) ;
b < le-6
Z(kr-1)=a;
end L

a
b=
if

NOTA: Si se ejecuta este programa tal y como estd, da como resultado final:

Raices =
-0.4556
0.5325 + 1.84101
0.5325 - 1.84101
-14.1176
-6.2459 - 8.22571
-6.2459 + 8.22571

Lo cual corresponde a las seis raices del polinomio cuyos coeficientes se dan en forma inicial en el
arreglo F. Se debe mencionar que el programa es general y que entrega las raices de menor a mayor mé-
dulo, como se verifica en el ejercicio de Matlab.

3.7.7 Algoritmo de diferencia de cocientes

El algoritmo de diferencia de cocientes encuentra todas las raices de un polinomio de grado n en forma
simultanea, es decir, hace la aproximacion de las raices y las va precisando paso a paso, todas al mismo
tiempo. Al final las organiza de manera que quedan de mayor a menor médulo. El programa esta organi-
zado de manera sencilla en dos secciones; una de ellas es el codigo del algoritmo y la otra es el codigo
principal que llama a esta funcién. En Matlab, cuando se usa el signo % significa que se esta haciendo un
comentario.

Programa principal en cédigo Matlab del método de diferencia de cocientes

Método de Diferencia de Cocientes para cdlculo de todas las raices de un polinomio
de grado n.

clear all

e

% Coeficientes del polinomio.

F=1[1 41.67 734.0079 7120.893153 41505.25837644 148422.750838295

317083.244148468 368985.006030525 178708.14045363] ;

)
o
)

o
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% NGmero de coeficientes del polinomio.
n = length(F);
Ejecuta el método de diferencia de cocientes.
Q,E,R]=DiferenciaDeCocientes (F,n) ;
Valor de las raices de mayor a menor médulo

o

g oe
e

Funcion llamada Diferencia DeCocientes codificada en Matlab

Funcién del método de diferencia de cocientes para cédlculo de las raices de
polinomios con la estructura P(x)= k1*x*n + k2*x*(n-1) + ... + km*x + kn donde se
tiene que kl=1.

o\® o\° o\° o\

o\

La funcién se llama de la siguiente manera:

o\® o\

[Q0,E,R] =DiferenciaDeCocientes (F,n) .

o

% Entradas:

% F -- Vector de coeficientes.

% n -- Grado del polinomio.

% Salida:

% Q -- Matriz que contiene todos los renglones de las aproximaciones
% hasta la convergencia.

% E -- Matriz que contiene todos los errores de las aproximaciones

% hasta la convergencia.

% R -- Vector que contiene las raices calculadas.

o\

function[Q, E,R] =DiferenciaDeCocientes (F,n) ;

% Inicializa Q.

Q(1,1) = - F(2)/F(1);

Q(1,2:n-1) = 0;

% 1Inicializa E.

E(1,1:n) = 0;

E(1,2:n-1) = F(3:n)./F(2:n-1);

m = 1; % Inicia el contador de iteraciones.

dE = 1; % Inicia la tolerancia para entrar en el ciclo while.
tol = le-6; % Tolerancia para convergencia.

% 1Inicia el ciclo iterativo.
while dE > tol
m=m +1;
% Calcula el rengldn de Q.
(m,1:n-1) = Q(m-1,1:n-1) + E(m-1,2:n) - E(m-1,1:n-1);
Calcula el rengldén de E.
(m,2:n-1) = E(m-1,2:n-1) .* Q(m,2:n-1) ./ Q(m,1:n-2);
% Valor médximo del Gltimo rengldn e.
dE = max(abs(E(m,2:n-1)));

o0 0O

end

% Valor final calculado de las raices.

Ra = Q(m,:);

% Saca la raiz redondeada a cuatro cifras decimales.

R = round(Ra*le4)/le4; ()

NOTA: Si se ejecuta este programa tal y como estd, da como resultado final:

R = -9.25 -8.21 -6.717 -5.32
-4.56 -3.44 -2.34 -1.78

Lo cual corresponde a las ocho raices del polinomio cuyos coeficientes se dan en forma inicial en el
arreglo F. Se debe mencionar que el programa es general y que entrega las raices en orden de mayor a
menor modulo, como se verifica en el ejercicio de Matlab.

3.7.8 Meétodo de raiz cuadrada de Graeffe

El método de raiz cuadrada de Graeffe encuentra los mddulos de las raices de un polinomio de grado n
en forma simultanea. Al final las organiza de manera que quedan de mayor a menor mddulo pero sin
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signo, de manera que se necesita utilizar el proceso de deflacién para sacar el signo de cada raiz. El pro-
grama contiene dos rutinas; en una estd el método como funcién y la otra contiene la forma general de
ejecucion del método.

Programa principal en codigo Matlab del método de Graeffe

Método de raiz cuadrada de Graeffe para el cdlculo de las raices de un polinomio
de grado n.

clear all

clle

% Coeficientes del polinomio.

Coef = [1 45 805 7155 31594 55440];

% NOmero de coeficientes del polinomio.

n = length(Coef) ;

% Ejecuta el método de la raiz cuadrada de Graeffe.

[

)
o
0

o

% Valor de las raices de mayor a menor médulo.

B
()

Funcion llamada Graeffe codificada en Matlab

Funcidén del método de raiz cuadrada de Graeffe para calcular las raices de
polinomios con la estructura P(x)= k1*x*n + k2*x"(n-1) + ... + km*x + kn donde se
tiene que kl=1.

o\

o\ o\

oe

El método, como tal, funciona con base en la potenciacidén de valores; por esta
razén no se aplica a polinomios de alto orden.

o\°® o\ o\°

La funcidén se llama de la siguiente manera:

o\°® o\° o\°

[F,R] =Graeffe (F,n)

%

% Entradas:

% Fu -- Vector de coeficientes.

% n -- Grado del polinomio.

%

% Salida:

% F -- Matriz que contiene todos los renglones de las aproximaciones

% hasta la convergencia.

% R -- Matriz que contiene todas las aproximaciones de las raices hasta

o\

la convergencia.

o

function [F,R]=Graeffe(Fu,n);

N = n-1; % Grado del polinomio.

F(1,:) = Fu ; % Inicia el arreglo de coeficientes.

k = 2; % Contador para almacenar todas las iteraciones.

tol = 1; % Inicia la tolerancia para entrar en el el ciclo while.

o\

Ciclo condicional para fijar la madxima convergencia y el valor para redondear; la
convergencia es diferente. Depende del grado, debido a que el método utiliza en
forma explicita multiplicaciones sucesivas entre coeficientes y no se puede
obtener la convergencia hasta donde se quiera, pues se llega a tener sobreflujo
numérico.
if N ==

conv = le-3;

redo = le3;
elseif N==4 | N==5 | N == 6

conv = 5e-2;

redo = le2;
end
% 1Inicia el ciclo iterativo para el cdlculo de raices.
while tol > conv

[)

% Inicia el ciclo iterativo para la evaluacidén de los nuevos coeficientes.

o\°

o\°® o\° o\°
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for m = N:-1:0
a = min([N-m m]);
Ar = 0;
for km = 1:a
Ar = Ar + (-1)"(km)*(F(k-1,m-km+1))* (F(k-1,m+km+1));
end
F(k,m+l) = (-1)"(n-m)*(F(k-1,m+1) "2 + 2*Ar);
end
% Ciclo para calcular las aproximaciones a las raices.
rs = 1/(2.%(k-1));
R(1,k)= abs(F(k,2))."rs;
for k1 = 2:n-1

disc = 1;
for kh = 1:kl1-1
disc = disc*R(kh,k);

end
R(kl,k)=(1/disc)*abs (F(k,k1l+1))."rs;
end

% Tolerancia entre dos iteraciones consecutivas para todas las raices.
TOLER = abs(R(:,k)-R(:,k-1));

tol = max (TOLER) ; % E1 valor médximo de todas las tolerancias.
k = k+1; % Contador de iteraciones.
end
% Valor de las raices calculadas.
R = round(R*redo) /redo; (- )

NOTA: Si se ejecuta este programa tal y como estd, da como resultado final:

R =
0 20.37 13.93 11.82 11.16 11.02 11
0 12.73 10.84 10.16 10 10 10
0 8.89 8.9 8.93 8.97 9 9
0 6.21 7.3 7.81 7.97 8 8
0 3.87 5.65 6.62 6.94 7 7

Lo cual corresponde a las cinco raices del polinomio cuyos coeficientes se dan en forma inicial en el
arreglo Coef. Se debe mencionar que el programa es general y que presenta las raices en orden de mayor
a menor modulo, como se verifica en el ejercicio de Matlab.

3.7.9 Método de Jenkins-Traub

El método de Jenkins-Traub encuentra la raiz mas pequefia de un polinomio que tiene coeficientes com-
plejos. El programa contiene varias rutinas en forma de funcién y un programa principal en el cual se
utilizan las funciones creadas. Este programa contiene la forma general de ejecucion del método.

Programa principal en cédigo Matlab del método de Jenkins-Traub

% Método de Jenkins Traub para el cédlculo de raices de polinomios con coeficientes
% complejos

clear all

clle

OPR = [-5 4 2 -1 5 -4 4 2 -4 8 9]; Parte real de los coeficientes.

OPI = [-7 -5 9 7 5 -7 6 -9 6 2 5]; Parte imaginaria de los coeficientes.

P = OPR+OPI*i;
n = length(P);

Vector de coeficientes complejos.
NGmero de coeficientes del polinomio.
Ra = []; Inicia el espacio para guardar las raices.
% Ciclo iterativo paracalcular las raices del polinomio.
for k = 1:n-1
% En la etapa uno sélo se modifica la matriz H tomando s=0.
[H] = EtapaUno(n,P);
$ E

o\ o o\° o o

n la etapa dos se propone una raiz y se itera hasta la convergencia.
le-3*exp((49/180) *pi*i); % Se propone un valor de la raiz a un angulo de 49
% grados.
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[S,H] =EtapaDos(n,P,S,H) ;

En la etapa tres se realizan 10 iteraciones sin cambiar la raiz para forzar a
que una sea dominante.

H]=EtapaTres(n,P,S,H);

En la etapa dos se propone una raiz y se itera hasta la convergencia.

r

H

(

oe

Zr,H] =EtapaDos (n,P,S,H) ;
ace la deflacidén del factor simple; es decir, es la divisidén sintética de P (x).

o — o\° — o\

P1(1) = P(1);
for k=2:n;
P1(k) = P(k) + P1l(k-1)*Zr;
end
Q = P1(1:n-1); % Cociente resultante de la divisidn sintética.
R = P1l(n); % Residuo resultante de la divisidn sintética.
clear P1 % Se limpia el espacio donde se realiza la divisidén sintética.
P = Q; % Se asigna el cociente al nuevo polinomio de grado n-1.
n = length(P); % NGmero de coeficientes del nuevo polinomio después de la
% deflacidn.
% Guarda la raiz calculada.
Ra = [Ra
zZr] ;
end
Ra % Las N raices finales del polinomio de grado N (> )

Funcién de Matlab llamada EtapaUno
function[H] = EtapaUno(n,P)

% Se determina la primera aproximacidén de H(z)=P’ (z).
for K =1 : n-1

H(K) = (n-K)*P(K)/(n-1);
end
% Realizar n iteraciones para la primera etapa.
for km = 1:10

% Dividir -H(0)/P(0), lo que equivale a dividir -H(n-1)/P(n).

Td = -H(n-1)/P(n);

H(1) = P(1);

for kl=1:n-2

H(n-kl) = Td*H(n-kl-1) + P(n-kl);

end

end ©

Funcién de Matlab llamada EtapaDos

function[S,H] = EtapaDos(n,P,S,H);
% Vector de S*n para evaluar los polinomios.
[Sp,Sh]=VectorS(S,n);
% Cédlculo de -P(S)/H(s).
Td = -sum(P.*Sp)/sum(H.*Sh) ;
Se actualiza la raiz S.

= S + Td;

Inician las iteraciones.
for k = 1:20

Calcular un nuevo polinomio H(s) .
H] =NuevoH (n, Td, S, P) ;

Vector de S*n para evaluar los polinomios,
Sp, Sh]l =VectorS(S,n) ;

Célculo de -P(S)/H(s).
Td = -sum(P.*Sp)/sum(H.*Sh) ;
% Se actualiza la raiz S.

S =S + Td;

end (* )

o\

o° N

o\ — o\° — o\°

Funcién de Matlab llamada EtapaTres
function [H]=EtapaTres(n,P,S,H);

)

% Vector de S*n para evaluar los polinomios.
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[Sp,Sh]=VectorsS(S,n) ;
Cédlculo de -P(S)/H(s).
= -sum(P.*Sp) /sum(H.*Sh) ;
% Se realizan varias iteraciones sin cambiar la raiz para forzar a que la de menor
6dulo se separe de las demés.
for k = 1:10
Calcular un nuevo polinomio H(s) .
H] =NuevoH (n,Td, S, P) ;
% Calculo de -P(S)/H(s).
Td = -sum(P.*Sp)/sum(H.*Sh) ;
end

o\

—

Funcion de Matlab llamada VectorS
function [Sp,Sh] = VectorS(S,n);

)

% Vector de S elevados a las diferentes potencia para evaluar el polinomio P(s).
Sp(n) =

end
o

% Vector de S elevados a las diferentes potencias para evaluar el polinomio H(s).
Sh = Sp(2:n);

Funcion de Matlab llamada NuevoH
function [H] =NuevoH (n,Td, S, P) ;

% Calculo de la matriz auxiliar para la formacidén de la matriz H.
Q(1)=P(1);
Pv = P(1);
for k = 2:n-1
Pv = Pv*S + P(k);
Q(k) = Pv;
end
% Calculo de la nueva H.
H(1)=P(1);
for k=2:n-1
H(k) = Td*Q(k-1) + Q(k);
end o

NOTA: Si se ejecuta este programa tal y como estd, da como resultado final:

Ra =
-0.496221106758525 -0.3108555712488781
+0.924551080997739 +0.45541985983381
-0.332953946860917 +0.8905843169497461
+0.297707724919078 +0.840497938716161

+0.116918277821752 -1.021374163042271
-0.649845629294501 -1.221890902698211
+0.795192136589549 -0.5620848667611221
-1.36628834925816 -0.2377606370458771
+1.28790445667054 -0.08009269488685461
-0.77966734752926 +0.5313405039672891

Lo cual corresponde a las n raices del polinomio cuyos coeficientes se dan en forma inicial en el arre-
glo P. Se debe mencionar que el programa es general y que muestra las raices, como se verifica en el ejer-
cicio de Matlab.
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3.8.1 Por el método de division sintética (por inspeccion) determine las raices del siguiente polinomio:
£(x)=x7 —10x° +14x° +140x* —511x +350x? + 496 — 480
3.8.2 Por division sintética calcule el cociente del polinomio
P(x)=x%—10x° —60x* +646x> +491x> —7 116x +6 048

si se sabe que x =—7 es una raiz del polinomio.

3.8.3 Por division sintética calcule el cociente del polinomio
P(z)=2z" —12z° +422° +12z* —3752> + 840z — 748z + 240

si se sabe que z =5 es una raiz del polinomio.

3.8.4 Por division sintética calcule el cociente del polinomio
P(y)=y" —4y°—62y°>+200y* +1009y° —2356y* —3 828 y +5 040

si se sabe que y =1 es una raiz del polinomio.

3.8.5 Por division sintética calcule el cociente del polinomio
P(a)=a’+2a*—a-2

si se sabe que a = -2 es una raiz del polinomio.

3.8.6 Por division sintética calcule el cociente del polinomio
P(d)=d® —d* — 43d° + 61d* + 342d — 360

si se sabe que d =5 es una raiz del polinomio.

3.8.7 Por division sintética calcule el cociente del polinomio
P(y)=y"—2y*—23y> —112y*> —44y+1680

si se sabe que P, (y)= y*>+4y+20 es un factor cuadratico del polinomio.

3.8.8 Por division sintética calcule el cociente del polinomio
P(y)=y°—17y° +80y* —90y> +249y* —853y+ 630

si se sabe que P, (y) = y*+2y+5 es un factor cuadrético del polinomio.

3.8.9 Por division sintética calcule el cociente del polinomio
P(y)=y°+19y° +154y* +664y> +1543y> +1765y+750

si se sabe que P (y) = y*+8y+25 es un factor cuadrético del polinomio.

3.8.10 Por division sintética calcule el cociente del polinomio

P(y)=y°+43y* +666y> +4502y> +12 293y +8 415

si se sabe que P, (y) = y>+16y+55 es un factor cuadratico del polinomio.
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3.8.11 Por division sintética calcule el cociente del polinomio
P(y)=y*+52y” +1079y° +11638y° + 71159y +252 088 y> +503 401 y* +513 822y + 201 960

si se sabe que P (y)= y*>+26y+153 es un factor cuadratico del polinomio.

3.8.12 Utilizando el procedimiento de division sintética y sabiendo que z, =—2, calcule la derivada
del siguiente polinomio,

P(z)=2>+26z" +254z> +1156z* +2 433z +1890

3.8.13 Utilizando el procedimiento de division sintética y sabiendo que las raices de un polinomio
sonz;_;=[-2 4 7 11 -24];compruebe que la derivada del polinomio original evaluado en cada
raiz es la misma que la evaluacion del cociente que queda al utilizar cada raiz respectivamente. El
polinomio original es el siguiente,

P(z)=2z"+4z* —3752° +2510z* — 856z —14 784

3.8.14 Por el método de deflacion y division sintética (por inspeccion), calcule las raices de polino-
mio original y del inverso. El polinomio original es el siguiente:

P(x)=x"+3x*—63x’ +13x> +726x —1080

3.8.15 Utilizando el método de Bairstow determine el factor cuadratico del siguiente polinomio x> +
27x* +269x” +1197x* +2 250x +1 296 = 0, con una aproximacion inicial de p, =1y g, = 1.

3.8.16 Utilizando el método de Bairstow determine los factores cuadraticos del siguiente polinomio
x® +34x° +440x* +2 690x> +7 755x% +9 036x + 3 564 = 0. En cada caso aplique una aproximacién inicial

de py=1y gy =1
3.8.17 Utilizando el método de Bairstow determine los factores cuadraticos del siguiente polinomio
x*+23x” +182x* +568x +576 = 0. En cada caso aplique una aproximacién inicial de p, =100y g, = —300.

3.8.18 Utilizando el método de Bairstow determine los factores cuadraticos del siguiente polinomio
x” +4x°+6x° +8x* +145x° +6 768x* +2 425x +6 454 =0. En cada caso aplique una aproximacién
inicial de py =1y g, =1.
3.8.19 Utilizando el método de Bairstow determine los factores cuadraticos aplicando en cada caso
aplique una aproximacion inicial de p, =2y ¢, = 3; el polinomio es

x'0+9x° +54x% +76x7 +34x° +23x° +567x* +89x” +23x* +34x+23=0.

3.8.20 Utilizando el método de Laguerre determine la raiz mas cercana a la condicién inicial r, = 4.5
del siguiente polinomio:

x7 —6x°% —12x° +90x* +39x> —324x2 —28x+240=0

3.8.21 Utilizando el método de Laguerre determine la raiz mds cercana a la condicién inicial 7, = —10
del siguiente polinomio:

x°—x*—27x> +13x* +134x—120=0

3.8.22 Utilizando el método de Laguerre determine la raiz mds cercana a la condicién inicial 7, =200
del siguiente polinomio:

x* +184x° +11836x* +316 704x +2 995200 =0
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3.8.23 Utilizando el método de Laguerre determine la raiz mds cercana a la condicién inicial , =200
del siguiente polinomio:

x°+49x° +945x* +9 035x° +43 874x” +96 216x +60 480 =0
3.8.24 Utilizando el método de Laguerre determine las raices del siguiente polinomio:

X0 +103x° +4 722x% +126 798x7 +2 206 785x° + 25 985 127x° + 209 407 148x*
+1138752932x> +3991 620 384x% + 8123 774 400x + 7 264 857 600 = 0

Utilice division sintética después de encontrar cada raiz para hacer deflexién del polinomio.

3.8.25 Utilizando el método de Bernoulli calcule la raiz de mayor médulo del polinomio x* +30x> +
305x” +1200x +1404 =0.

3.8.26 Utilizando el método de Bernoulli calcule las condiciones iniciales para hacer la primera
aproximacion a la raiz de mayor mddulo del polinomio

x*+27x7 +226x* +648x +448 =0
3.8.27 Utilizando el método de Bernoulli calcule todas las raices del siguiente polinomio propuesto:
x®+45x° +802x* +7 236x> +34792x> + 84 384x+80640=0
3.8.28 Utilizando el método de Bernoulli calcule todas las raices del siguiente polinomio propuesto:
x® +64x7 +1708x° +24 640x° +208 054x* +1038 016x° +2 924 172x +4 098 240x +2 027 025 =0
3.8.29 Utilizando el método de Bernoulli calcule las raices del siguiente polinomio propuesto:
x +42x° +700x* +5880x> + 25 984x* + 56 448 x + 46 080 = 0
3.8.30 Utilizando el método de Newton calcule la raiz de menor modulo del siguiente polinomio:
x® +11.25x° +47.875x" +97.5x> +99.625x* +48.75x +9=0

3.8.31 Utilizando el método de Newton seguido del procedimiento de deflacion, calcule todas las
raices con un méaximo error de le™ del siguiente polinomio:

x7 +16.3x° +91.31x° +233.329x* +294.662x> +184.72276x* +53.15896.x +5.25504 = 0

3.8.32 Utilizando el método de Newton seguido del procedimiento de deflacion, calcule las raices con
un maximo error de le~ del siguiente polinomio:

x° +2x% +22x% +160x% +69x+132=0

3.8.33 Utilizando el método de Newton seguido del procedimiento de deflacién, calcule todas las
raices con un méximo error de le™® del siguiente polinomio:

x7 +28x°4+322x° +1960x* +6 769x° +13132x> +13 068x +504 =0

3.8.34 Utilizando el método de Newton seguido del procedimiento de deflacion, calcule las raices con
un maximo error de 1e™ del siguiente polinomio:

x7+9.21x° +32.892x° +57.528x* +50.772x> +20.502x> + 2.6x +0.024 = 0
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3.8.35 Utilizando el método de diferencia de cocientes forme la tabla para aproximar las raices del
siguiente polinomio:

x*+29x +288x% +1116x+1296 =0

3.8.36 Utilizando el método de diferencia de cocientes forme la tabla para aproximar las raices del
siguiente polinomio:

x* +17x° +101x% +247x+210=0

3.8.37 Utilizando el método de diferencia de cocientes forme la tabla para aproximar las raices del
siguiente polinomio:

x° —17x* +107x> —307x* +396x —180=0

3.8.38 Utilizando el método de diferencia de cocientes forme la tabla para aproximar las raices del
siguiente polinomio:

x°+59x° +1330x* +14 290x> + 74 129x% +164 851x +103 740 = 0

3.8.39 Utilizando el método de diferencia de cocientes forme la tabla para aproximar las raices del
siguiente polinomio:

x84+ 43x7 +784x° +7 882x° +47 509x* +174 307 x> + 375 066x> + 422 568x +181 440 = 0

3.8.40 Con el método de raiz cuadrada de Graeffe aproxime el valor absoluto de las raices del polino-
mio x> +27x% +234x+648 =0.

3.8.41 Con el método de raiz cuadrada de Graeffe aproxime el valor absoluto de las raices del polino-
mio x” —5x* —17x+21=0.

3.8.42 Con el método de raiz cuadrada de Graeffe aproxime el valor absoluto de las raices del siguien-
te polinomio:

x 43457 +421x%* +2244x+4320=0

3.8.43 Con el método de raiz cuadrada de Graeffe aproxime el valor absoluto de las raices del siguien-
te polinomio:

x° —33x* +406x> —2262x%+5353x —3465=0

3.8.44 Con el método de raiz cuadrada de Graeffe aproxime el valor absoluto de las raices del siguien-
te polinomio:

x°+37x* +511x° +3247x%*+9280x+9100=0

3.8.45 Con el método de raiz cuadrada de Graeffe aproxime el valor absoluto de las raices del siguien-
te polinomio:

x%+53x° +1082x* +10670x> +51 809x% +110 237x + 68 068 =0

3.8.46 Con el método de Jenkins-Traub calcule las raices del siguiente polinomio con coeficientes
complejos de la forma:

(1+4i) x> +(=12+56i) x* +(35—12i) x> +(80+34i) x* +(3+9i) x +(77 —14i) =0
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3.8.47 Con el método de Jenkins-Traub calcule las raices del siguiente polinomio con coeficientes
complejos de la forma:

(140i)x° +(—13.999 — 5i) x* +(74.99 +55.998i ) x* +(—159.959 — 260.982i ) x> +
(1.95+463.9347 ) x +(150—199.95i) = 0

3.8.48 Con el método de Jenkins-Traub calcule las raices del siguiente polinomio con coeficientes
complejos de la forma:

(23—4i)x® +(—4+7i) x> +(23+1i)x* +(21 —4i) x> +(9+8i) x* +(5+12i) x + (-8 —5i) =0

3.8.49 Con el método de Jenkins-Traub calcule las raices del siguiente polinomio con coeficientes
complejos de la forma:

(—2.453—1.2341) x° +(~7.434+0.277i) x> +(-1.23—5.235i ) x* +(21.98 — 4.21i) x> +
(2.679+5.348i) x* +(0.53 —5.12i) x +(—2.456 — 3.4565i) = 0
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Capitulo 4

Solucion de ecuaciones
lineales simultaneas

4.1 Introduccidon

Existen muchos problemas fisicos y numéricos cuya solucién se obtiene resolviendo un
conjunto de ecuaciones lineales simultaneas. El problema tiene una solucién unica cuan-
do hay n ecuaciones linealmente independientes y n incognitas. Cuando hay menos que
n ecuaciones entonces no siempre se puede obtener una solucién unica.

Si hay mas de n ecuaciones entonces existen dos posibilidades:

1. Las ecuaciones extra se pueden aislar, porque algunas son linealmente depen-
dientes de otras. En este caso el problema se puede resolver al seleccionar las n
ecuaciones que son independientes.

2. En un intento por caracterizar el error experimental, se toma un nimero mas
grande de observaciones que el necesario para determinar en forma unica los
parametros de la ecuacion. La técnica que resuelve este problema se considera
en la seccién 4.4.2.

Cuando se tienen # ecuaciones lineales simultaneas con n incognitas, éstas se escri-
ben en la forma siguiente:

anx, +a,x, +++ayx, =b
6121361 +a22x2 +-- -+a2nx,, = bz (4 1)

A X+ AypaXy ++ -+ ay,x, = b,

La notacion de doble subindice es bastante sencilla si se recuerda que el primero
especifica el renglon y el segundo el nimero de la columna. Asi, en la notacién de matri-
ces, un conjunto de coeficientes a, ; (i, j =1, 2,..., n) se representan con A y los elemen-
tos x;y b; (j=1, 2,..., n) se representan con los vectores X y B, respectivamente. Usando
las reglas del algebra matricial, el conjunto de ecuaciones se pueden representar en la
forma:

AX=B (4.2)
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Matematicamente, estas ecuaciones tienen una solucion unica, si y sdlo si el determinante de A es
diferente de cero (det(A) #0). Numéricamente hay una dificultad, ya que el concepto de cero es mas que
impreciso en términos de computacidn. El resultado de un célculo para el cual la respuesta es cero puede,
por ejemplo, ser 10, como el resultado de los datos o un error de redondeo. Es claro que un valor muy
pequeno del determinante ocasionaria un problema tan parecido como si éste fuera cero, ya que ambos
casos pueden ser indistinguibles. Un conjunto de ecuaciones con esta caracteristica se llama mal condicio-
nado; se caracteriza por el hecho de que un pequeiio cambio en las condiciones puede causar un cambio
grande en la respuesta.

Hay dos tipos de métodos que se analizaran para resolver el sistema de ecuaciones (4.1).

1. Los métodos directos. Aqui destacan dos metodologias. La primera se basa en la eliminacién de
elementos, y entre sus métodos sobresalen el método de Gauss, el método de Gauss-Jordan y el
calculo de la matriz inversa; la segunda se basa en la factorizacion, y entre sus métodos destacan
la descomposicion triangular inferior y superior, la factorizacién de Doolittle-Crout, el método
de Cholesky y la factorizacion QR.

2. Los métodos indirectos, o métodos iterativos, se basan en el calculo de una sucesion de aproxima-
ciones que se espera converjan a un valor suficientemente cercano a la soluciéon verdadera. Los
dos mas comunes son el método de Jacobi y el método de Gauss-Seidel.

Es importante que se aprecien las propiedades de estos dos tipos de métodos, ya que un método es
mejor que otro dependiendo de la situacidn en particular. La ventaja de los métodos directos es que la
cantidad de célculos es fija y se puede determinar de antemano; por el contrario, para el caso de los mé-
todos iterativos, los célculos deben continuar indefinidamente hasta que las soluciones tengan una con-
vergencia apropiada. En efecto, es posible que los métodos iterativos puedan no converger del todo.

Un factor adicional que se debe considerar es el numero de coeficientes que tienen valor cero. Por
ejemplo, en muchos problemas que parten de ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales, se produce
un conjunto numeroso de ecuaciones simultineas que tienen pocos coeficientes diferentes de cero. En
forma compacta, tales sistemas generan matrices de coeficientes que se llaman matrices dispersas. Esto
incrementa el atractivo de los métodos iterativos considerablemente, pues el trabajo necesario es directa-
mente proporcional al numero de elementos diferentes de cero.

Se debe tener la precaucion de que, en el caso de algunas ecuaciones dispersas con ciertas estructuras
muy simples, se puede emplear un método directo en donde la cantidad de calculos necesarios disminuye
en forma significativa, pues es directamente proporcional al nimero de elementos no nulos. La ventaja
de los métodos iterativos se pierde en este caso y la naturaleza finita de los métodos directos los hace mas
apropiados.

Cuando una matriz estd mal condicionada numéricamente, algunos de los métodos pueden tener o
no soluciones erréneas. Para evitar o minimizar este tipo de situaciones se utilizan técnicas de pivoteo, sea
parcial (por columna) o total (toda la matriz). Pivotear no es otra cosa que escoger los valores mas gran-
des y ponerlos como pivotes o puntos de giro de la diagonal.

4.2 Métodos directos

La base de los métodos directos es la eliminacion de incdgnitas. En un calculo manual tipico, esto se hace
de modo aleatorio; sin embargo, se trata de encontrar el orden mas facil de eliminacion de las incognitas.
Eliminar en forma aleatoria tiene la desventaja de que el orden aleatorio de las operaciones no es apropiado
para el calculo en una computadora, ya que es necesario un orden sistematico en los calculos para que, si
ocurre una falla en los célculos, sea posible identificar la causa del problema. Una situacién comun, en la
que considerables calculos manuales nos llevan a la respuesta 0 = 0, se debe a que el problema se formuld
incorrectamente, o a que se realizaron los calculos en forma incorrecta.

4.2.1 Eliminacién gaussiana

Inicialmente se describe un esquema simple conocido como eliminacién gaussiana [Maron, 1995], [Bur-
den et al., 2002], [Nieves et al., 2002], [Rodriguez, 2003]. Sin embargo, para que un esquema sea compu-
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tacionalmente correcto, debe incluir rutinas para escalar la matriz y para realizar un pivoteo parcial
durante la eliminacién. Estos refinamientos se presentan posteriormente en esta seccién. En este trata-
miento simple se supone que todos los divisores son no nulos. Las ecuaciones por resolver son

ap X, +apx, +o+a,x, =b

a21x1+a22x2 +"'+a2”xn =b2 (4 3)

A X) + 0%, + -+ a,,x, =b,

La primera ecuacion se almacena para usarla después, y la variable x; se elimina de las restantes n—1
ecuaciones al restar un maltiplo apropiado de la primera ecuacion de cada una de las otras ecuaciones. Se
usa la siguiente notacién para los coeficientes originales,

al)=a;, (i,j=1,2,..,n) (4.4)
W=b,, (i=1,2,...,n) (4.5)
Los nuevos coeficientes se encuentran al usar los multiplicadores
.

_ il
Q)
ay

mil bl (Z)]:2) 3)---) n) (4.6)

con ellos se forman los nuevos elementos, para la matriz A

a?=al)—mual), (i=2,3,...,n), (j=1,2,....n) (4.7)

y para el vector B:
b =W —m, bV, (i=2,3,...,n) (4.8)

Se puede observar que los elementos de la primera columna j =1, tienen los siguientes valores:

@

di’ =air 54 = 0 (4.9)

ai
por lo que la primera variable x, se ha eliminado de las tltimas #—1 ecuaciones. Si se ignoran el primer
renglén y la primera columna, las ecuaciones restantes tienen la misma forma que (4.3) pero con un ren-
glén y una columna menos. Si se repite el procedimiento previo n—1 veces, la ecuacién restante tendra

una sola incognita y se puede resolver en forma directa.

En cada etapa del proceso, cuando la variable x; se va a eliminar, los multiplicadores son

ay
miy =(_k)’ (l=k+1,k+2,...,l/l) (4.10)
Ak
y los nuevos elementos formados son, para la matriz A

ETI) =alt) —m,—ka(kk}, (i=k+1L,k+2,...,n), (j=k k+1,...,n) (4.11)

a ij

y para el vector B

b =% — i b, (i=k+1, k+2,..., 1) (4.12)
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El resultado de este proceso de eliminacion es un conjunto triangular de ecuaciones dado por

O]

all m )

Xptapx; - tapgx, Zb(ll)
aDx, 4o taDx =p? (4.13)

e, =)

Es facil resolver estas ecuaciones por un proceso de sustitucion hacia atrds o regresiva. La ultima
ecuacion tiene la solucion

n

_w

X, =
(n
Aun

(4.14)

Este valor se puede sustituir en la ecuacién anterior para obtener x,,_;, etc. Al resolver las ecuaciones
hacia atras, se pueden calcular los valores de todas las variables.

Frecuentemente ocurre que varias ecuaciones se deben resolver con el mismo conjunto de coeficien-
tes en la matriz A, pero con diferentes valores de B. En este caso, la organizacion correcta del método
puede disminuir considerablemente el tiempo de céalculo necesario. Si las ecuaciones (4.6), (4.7), (4.10) y
(4.11) proporcionan los pasos de computacién para la reduccion a una forma triangular, se puede verifi-
car que estos calculos son independientes de los valores de B. Después de que se ha realizado este proceso
de reduccidn, éste no se necesita repetir, puesto que los multiplicadores m;; ya estan calculados. Si todos
los valores B estan inicialmente disponibles, es posible procesarlos de manera simultdnea en forma simi-
lar a la reduccioén triangular. Por otro lado, el almacenamiento de los multiplicadores permite que poste-
riormente las incdgnitas se obtengan con un esfuerzo minimo. Las ecuaciones (4.8) y (4.12), sélo dependen
delos términos b; y de los multiplicadores m; que se almacenan cuando se realiza la reduccion triangular.
Por esto, solo los calculos en las ecuaciones (4.8) y (4.12) se llevan a cabo para subsecuentes valores de B.
Es conveniente que el nimero de elementos cero introducidos sea exactamente igual al nimero de mul-
tiplicadores, por lo que en lugar de almacenar el valor cero, el espacio de almacenamiento en la compu-
tadora se usa para almacenar el valor de m;;. Por ejemplo, en la primera columna, el multiplicador
almacenado en la fila (i) es m;, y, en general, la posicion (i, ) contiene a m;; para ( j<i). Estas ideas se
ilustran con un ejemplo; el programa 4.6.1 proporciona el codigo Matlab de esta técnica.

EJEMPLO 4.1

Aplicar el método de eliminacion gaussiana al sistema de ecuaciones,

1x; +3x, +4x; +6x, =22
2%, —1x, +3x3+0x, =12
5x; +1x, +0x3+2x, = 8
0x, +4x, —1x;+8x,= 9

La forma mas sencilla de aplicar el método de eliminacién gaussiana es escribiendo el sistema en
forma matricial, pero con la matriz A aumentada con el vector B. Esto es, escribiendo el sistema como

1 3 4 6 22
2 -1 3 0 12
5 1 0 2 8
0 4 -1 8 9
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Usando las formulas (4.6) a (4.8) para eliminar la primera fila, se obtienen los multiplicadores de la
siguiente forma

My =2
my =5
my; =0

Por lo que la matriz se reduce a

3 4 6 22
-7 =5 -12| 32
20 28] -102
4 -1 8 9

o O O =
|
i
N

Aplicando el mismo procedimiento, pero ahora considerando sélo la submatriz formada por las tres
ultimas filas y las cuatro tltimas columnas se tienen los multiplicadores

msy, =2
My =——
asi se obtiene

1 3 4 6 22
0 -7 -5 -12| -32
0 0 -10 -—-4| -38

27 8 65
v ]

Aplicando el mismo procedimiento a la submatriz formada por las dos tltimas filas y las tres ultimas

27
columnas, se obtiene el multiplicador m,; = “o y la matriz se reduce a

1 3 4 6| 22

0 -7 -5 -12| -32
0 0 -10 —4| -38
0

oal 188
0 0 35 35

Esto es equivalente al sistema
xl +3x2 +4X3 A 6x4 = 22
—7X2 _SX3 —12X4 =-32

—10x; —4x, =—38
94 188
=
35 35

Despejando x, de la cuarta ecuacion, se tiene que x4 = 2. Sustituyendo x, en la tercera ecuacion y asi
sucesivamente, se tiene que la solucion al sistema de ecuaciones es

X4=2,%=3,x,=-1ly x =1
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Cuando se realiza la eliminacion gaussiana, es conveniente guardar los multiplicadores en la misma
matriz, ya que sabemos que la parte inferior de la matriz contendra s6lo ceros, por lo que la matriz que-
daria transformada en

S Ul N =
[\®)
|
—
(=)
|
S

Otra forma de guardar la informacion es escribiendo los multiplicadores en una matriz triangular
inferior L con los unos en la diagonal y otra matriz triangular superior U con la matriz reducida. Esto es,

1 0 0 0 1 3 4 6
2 1 0 0 0 -7 -5 -12
L= yU=
5 2 1 0 0 0 -10 -4
4 27 94
0 —> —= 0o o0 o0 =

Se puede notar que A = LU. Este procedimiento se conoce como la descomposicién LU. Si se necesita
resolver el sistema AX = B se reescribe el sistema como LUX = B. Introduciendo una variable auxiliar Y
se tienen las ecuaciones

UX=YyLY=B.

Dado un vector B, se despeja Y del sistema LY = B y luego se despeja X del sistema UX =Y. Este tema
se aborda en la seccion 4.2.4. Un resultado importante que se deduce de esto es considerar el determinan-
te de la matriz A =LU. Si se tiene que

det(A)=det(LU)=det(L)det(U)
Dado que det(L)=1 se infiere que
det(A)=det(U)

por lo que det(A) =y, - u,,; es decir, det(A) es igual al producto de los elementos de la diagonal de
U. Esta forma de calcular el determinante de una matriz es la mds econémica en cuanto a costo de traba-
jo de computacion. Para el ejemplo 4.1 se tiene que

det(A)zl(—7)(—10)(%)=188

EJEMPLO 4.2

Aplicar el método de eliminacion gaussiana al siguiente sistema de ecuaciones
4x+x,+x3+x,=2
X1 +3x2 — X3 +x4 =4
X —X, +2x; =6
X1 ar Xy A 2x4 =8

www.FreeLibros.me



4.2 Métodos directos @ 111

En forma matricial, el sistema queda de la siguiente manera

4 1 1 1x] [2
1 3 -1 1lx| |4
1 -1 2 0lx| |6
1 1 0 2flx4 8

Aplicando el método de Gauss, se tienen las operaciones siguientes para la matriz aumentada,

4 1 1 1|2

1 3 -1 1|[4]| Ry=R,+(-2)R,,talque Ay =0
1 -1 2 0f6 R3=R3+(—i)R1,talqueA31=0
1 1 0 2JI8] R,=R,+(-%)R,,talque A, =0

Después de hacer estas operaciones se sigue con el siguiente pivote para hacer ceros en la siguiente
columna, esto es

4 1 1 1] 2
11 5 3 14
LR (e
0 _% i _i % R3 :R3 +(_%)R2,tal queA32 :O
0o 2 _i i % R, =R, +(—%)R2,tal que Ay =0

De igual manera se hace para la tercera columna,

4 1 1 1]f2
e
0 0 3 E)2] ReRepR waeas =0

Finalmente se obtiene la siguiente matriz;

4 1 1 112
0 4 -3 2
00 B pfm
00 o 2z

La solucidn final del sistema se hace de la siguiente manera,

1. Delaecuacion 4

20 78
—x4 =19
13 13

3
Por tanto, x, = —
10

2. Delaecuacién 3
(13) (l) 78
— |z +| =[xy =—
11 11 11
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Como se conoce una de las variables, sustituyéndola en la ecuacion se tiene,

(13) (1)(39) 78
=+ == |==>
11 11/\ 10 11

. 57
En consecuencia, x; = E

3. Delaecuacion 2,

(e ()Gt

Como se conocen dos de las variables, sustituyéndolas en la ecuacion se tiene,

(11) (5)(57) (3)(39) 14

— xz_ —_ — |+ — —_— =

4 4 )\ 10 4 )\ 10 4
14

de modo que, X, =

4. Delaecuacion 1

4x +x,+x3+x,=2

Como se conocen tres de las variables, sustituyéndolas en la ecuacion se tiene,

14 57 39
(2 )e(Z)(3)-2
5 10 10

13
y finalmente, x, = —?

4.2.2 Eliminacién de Gauss-Jordan

Existen diversas variantes del método de eliminacién gaussiana;. por ejemplo, el esquema de elimina-
cion de Jordan [Burden et al., 2002], [Rodriguez, 2003]. En esta variante, la matriz, después de la elimi-
nacion tiene una forma final diagonal. Cada ecuacién tiene s6lo una variable, por lo que se evita el
proceso de sustitucion regresiva, y los valores de las variables se pueden calcular directamente.

Para aplicar el método, se procede de una manera muy similar a la eliminacién gaussiana, pero en
cada etapa se elimina la variable x;, no sélo de las ecuaciones sucesivas, sino también de todas las prece-
dentes. Las ecgaciones (4.11) y (4.12) se usan para todso i #k. La eliminacién de Jordan necesita, aproxi-

n . .. n .. ., .
madamente, — operaciones, en comparacion con las ? de la eliminacion gaussiana. No es recomendable
2

para el uso general. El programa de computo desarrollado en Matlab se proporciona en la seccion 4.6.2.

EJEMPLO 4.3

Aplicar el método de Gauss-Jordan al sistema del ejemplo 4.2, el cual es
4x+x,+x3+x,=2
xl +3x2 _.x3 +x4 =4
X — X, +2x5 =16

X+ X, +2x, =8
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Se realiza la eliminacion hasta obtener sélo una diagonal de unos que, junto con la matriz aumentada,
da la solucién. Partiendo de lo obtenido da la eliminacién de Gauss se tiene

S O O B

—
—

—
-
(&}

o o =

[\

R, =R, (i)
Ry =Ry ()

R; =R; (%)

R,=R,(2)

14
4
78
11
78
13

I8 2l sle =

Al efectuar las operaciones para tener unos en la diagonal, se llega a

oS o O

— =

(=R}

e = R
—
=

l

L

—(i)Rz,tal que A, =0
) R2 :R2 +(%)R3,tal queA23 :0
R, =R; —(1)R,, tal que A3, =0

13

Haciendo ceros justo sobre la diagonal se obtiene

e © @

0
1

0
0

4

11

0

1
0

2
11

13

1

11
52
13
57
10
78
L 20 ]

Rl = Rl _(%)R:z, 5 tal que A13 =0
R, =R, —(£)R,, tal que Ay, =0

13

Siguiendo el procedimiento de poner ceros en la matriz, se obtiene

S © o =

Finalmente se obtiene la matriz

Asi las soluciones son

0
1
0
0

S = O O

— o O Z|e

_lod
55
14
5
57
10
39
10

S O o =

WW

Rl =R1 _(%)R4 ,ta]. queA14 :0

S o —~ O

oS = O O

— o o O
w
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4.2.3 Inversa de una matriz

En el caso particular de un conjunto de ecuaciones con diferentes entradas de B, es apropiado encontrar
la solucién calculando la inversa de la matriz A, para lo cual se requiere que ésta sea no singular. Esta
se determina al resolver X de la ecuaciéon AX =1, donde la matriz A tiene los coeficientes del lado izquier-
do de la ecuacidn (4.3) y el lado derecho, 1, es la matriz identidad [Maron, 1995], [Burden et al., 2002],
[Rodriguez, 2003],

0 0
o1 --- 0

I=. . . (4.15)
00 1

Resolviendo cada uno de estos vectores columna de I se obtienen las columnas de la matriz inversa
A" Se debe seialar que el método de los determinantes de Cramer y la férmula
_, _adjunta (A)

2et(a) (4.16)

que son ttiles para resolver ecuaciones, son poco apropiados para su uso en computadora. El determi-
nante de una matriz se puede encontrar de una forma bastante facil como producto del proceso de la
eliminacion gaussiana, si el proceso se efectiia como se describi6 antes. Asi, el determinante es el produc-
to de los elementos de la diagonal de la matriz triangular que se utiliza en el proceso de sustitucion regre-
siva. El programa de computo para determinar la inversa de una matriz se presenta en la seccion 4.6.3.

EJEMPLO 4.4

Aplicar el método de inversa de una matriz al sistema del ejemplo 4.2,

4x,+x,+x3+x, =2
X, +3x, —x3+x,=4
X;— X, +2x3 =6
X+ X, +2x, =8

El proceso para obtener la inversa de una matriz se hace como la eliminacién de Gauss-Jordan, po-
niendo una matriz diagonal en la parte derecha. Al final lo que queda en esta matriz es la inversa.

4 1 1 11 0 0 0

1 3 -1 10 1 0 0,R2=R2+(—§)R1,ta1queA21=o
1 -1 2 00 0 1 0fRy=R;+(-1)R;,tal que A3, =0
1 1 0 20 0 0 1] Ry=R,+(-1)R,tal que 4, =0

Realizando las operaciones se obtiene,

4 1 1 1|1 00 0

0o 4 3 idroo)

0 -2 I 110 1 0| Ry=R;+(-)R,,talque A, =0
0 2 -1 Z}1l 9 01 R4=R4+(—%)R2,talqueA42=0

De igual forma se pasa a,
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41 1 1/1 0 0 0
04 =2 27 1 00
00 o &5 = 10
0 0 L 122 3 g 1| R=R,+(-L)R;, talqued,; =0
De esta forma se obtiene
41 1 1|1 o o o] R=R(}
0L -& 3.1 1 o 0of Ry=Ry(%)
00 B -t 31 0 Ri=Ry(})
00 0 B - - 1] Re=R(3)
Se ponen unos en la diagonal para obtener
IR E: 0 0 R =R ~(})R,, tal que A, =0
01 - 2-L & 0 0| R,=R,+(3)R,,tal que Ay =0
00 1 L& 2 4 0|'R=R,—(L)R,, tal que Ay =0
00 0 1% % ~% »
Se continuia con las operaciones para obtener
(10 £ 2/2 -1 0 o R=R (4R talqued,=0
0 1 = = = 0 ,R2=R2—(%)R4,ta1queA24=0
00 1 0% 3% % ~u
EOOO 1—%—%—;—0 %
Asi sellega a
(10 0 2/2 L _IZ L] R=R-(2)R, talqued, =0
o100t 2
001 0-2 2 2 —21—0’
00 0 1= =% ~% =
Finalmente se obtiene
100092 4 - ]
IR S
00102 2 & -2
0 00 == == == ;_3_

Asi, la matriz inversa queda del lado derecho. Se

puede notar que se efectuaron las mismas operacio-

nes que las de eliminacion de Gauss-Jordan. Si se tiene el sistema en forma matricial como

AX =

premultiplicando por la inversa se obtiene,

ATAX =

B)

A'B
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Finalmente se llega a la solucion
X=A"B

Por tanto, para el sistema especifico se tiene que

[ 2 1 3 1]

5 5 10 10 2
1L 3 2 _1||4

5 5 5 5

X: 3 2 17 1
% 5 w 26

1 1 1 13
10 5 20 20 | 8

Asi se llega a la solucion buscada,

2 1 1 1 1
ERORE RO
5 5 10 1 5 5

l) 14 14
— 8:_:>XZ =
5 5
3 2 17 1 57 57
=2 (3 )+ (G o 55 s = =
10 5 20 20 10 10
1 1 1 13 39 39
SN
10 5 20 2 10 10

4.2.3.1 Pivoteo parcial y pivoteo total

Para matrices grandes se realiza un considerable nimero de operaciones aritméticas y, en cada paso del
proceso, los calculos usan las cantidades obtenidas en el paso anterior. Al hacerlo asi se puede incremen-
tar el error y, por tanto, es importante tomar todas las precauciones para minimizar este incremento
[Burden et al., 2002]. De las ecuaciones (4.11) y (4.12), se observa que una de las operaciones recurrente
es la multiplicacion por m;;.

Si al multiplicar los niimeros se tiene algin error acumulado, éste también se multiplica por m;j; por
tanto, estos multiplicadores se deben hacer tan pequefios como sea posible, y por supuesto menores que
uno. De esta manera, los errores no se incrementan al efectuar las multiplicaciones. Esto se obtiene facil-

mente si el elemento pivote a'f) es el més grande de todos los elementos a\® en la misma columna k para
(i>k), entonces

Im;|<1, (i=1,2,...,n), (j<i) (4.17)

Para implementar esta sugerencia se necesita un paso extra; se trata de un célculo muy pequefio. En
la etapa del proceso donde la siguiente x; se va a eliminar, se realiza una busqueda para encontrar el ele-
mento de mdédulo mas grande en la columna guia, por debajo del elemento pivote. La fila que contiene
este elemento se intercambia con la fila pivote, por lo que el elemento mas grande estd ahora en la posi-
cioén pivote. Esto nos da multiplicadores de médulo menor que uno. Esto se hace en cada etapa del pro-
ceso, intercambiando donde sea necesario. Este proceso de intercambio puede evitar el problema que
podria ocurrir si un elemento pivote a'f) fuera cero. A menos que la matriz sea singular, o cercanamente
singular, el proceso de busqueda encontrara al menos un elemento diferente a cero en cada columna,
de tal manera que no ocurrira el problema de la division entre cero. Esto se debe realizar, pues este pro-
ceso de pivoteo parcial es esencial para mantener la precision si la matriz estd mal condicionada. Este
proceso se emplea en el programa de Matlab de la seccion 4.6.4 de este capitulo.

También es posible extender esta idea y aplicar el pivoteo completo. Este refinamiento consiste en la
buisqueda en las restantes submatrices para poner los elementos de mddulos mas grandes en la posicion
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pivote. Esto implica no solo alteracion en el orden de las filas, sino también en el orden de las variables
en la ecuacion. En la seccidon 4.6.5 se da un ejemplo de lo anterior y el programa de computo desarrolla-
do en Matlab.

4.2.3.2 Escalamiento

Con una pequeiia reflexion se puede ver que la estrategia de pivoteo parcial por si misma es inadecuada.
Si se consideran las dos ecuaciones

4x+3y=10 (4.18a)

3x—2y=12, (4.18b)

el elemento pivote, con el modulo mas grande, estd en su lugar. Sin embargo, la simple operacion de
multiplicar la segunda ecuacién por 2 nos indicaria que las dos ecuaciones se tienen que intercambiar
para poner el elemento de médulo mayor en la posicién pivote [Burden et al., 2002]. La naturaleza arbi-
traria de la eleccion de una fila pivote es un obstdculo para el desarrollo del procedimiento de eliminacion
mas apropiado. La solucién para este problema es escalar la matriz de manera que las filas sean compara-
bles de alguna forma definida. Esto se realiza usualmente mediante la normalizacién en una de dos for-
mas. Las filas se pueden normalizar al dividir cada una de las filas entre el elemento de las columnas que
tenga el modulo mayor, por lo que el elemento mas grande de la nueva fila es uno; o alternativamente,
cada fila se divide entre el cuadrado de su norma, es decir entre

4= /(ia,@) (4.19)
j=1

Al reflexionar se observa que el escalamiento puede representar una diferencia significativa en la
precision de las soluciones, y que no hay un método estandar de escalamiento universalmente aceptado.

4.2.3.3 Mal condicionamiento

Por supuesto es posible que, en matrices mal condicionadas, el esquema de pivoteo parcial falle; pero el
esquema de eliminacion gaussiana puede dar alguna indicacion del tipo de mal condicionamiento que
esta causando el problema. Esto se puede ilustrar por las siguientes ecuaciones con dos variables. Multi-
plicando la primera ecuacién por (—2) y sumando ambas ecuaciones se obtiene:

2x+3y=10 x(-2) 2x+3y=10 x(-2)
4x+6y=20 4x+6y =22 (4.20)
0=0 0=2

En el primer ejemplo, el proceso de eliminacién podria mostrar un elemento muy pequeiio no sélo
en la posicién pivote, sino también en el lado derecho de la ecuaciéon. Esto podria indicar que las n ecua-
ciones simultaneas no son linealmente independientes. En el segundo caso, el lado derecho no es cero.
Esto indica que las ecuaciones son inconsistentes y que se cometi6 algun error en la formulacion del pro-
blema. Estd claro que en cada etapa se debe revisar el elemento pivote y se tiene que realizar el paso apro-
piado si el tamafio del elemento pivote es menor que algin valor pequeiio.

4.2.3.4 Mejoramiento de la solucion

Como una precaucion elemental, cuando se ha encontrado la solucion del conjunto de ecuaciones, los
valores se deben sustituir en las ecuaciones originales para comprobar que las satisfacen. Si hay errores
grandes, entonces las soluciones son no satisfactorias. Desafortunadamente, con ecuaciones mal condi-
cionadas se pueden encontrar errores muy pequefios después de las sustituciones, aunque cada una de las
soluciones calculadas difiera bastante de la solucion verdadera. Sean las soluciones calculadas
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X0 = [xfo), 0., xﬁo)]T (4.21)
Si se forman los residuales
RO = [rl(o), T rn(o)]T (4.22)
al sustituir en las ecuaciones (4.3) en forma matricial, se tiene

AX© -B=R® (4.23)
Los residuales R indicarfan cuando las soluciones son inaceptables y conducen a un método bas-
tante efectivo para mejorar la solucién. Ademas, como la solucion verdadera satisface

AX-B=0 (4.24)
entonces, restando la ecuacion (4.23) de la (4.24) queda
A(X-X")=R® (4.25)

La cantidad (X—X(O)) es la que se debe sumar a la primera solucién calculada X'® para obtener la
solucidn correcta. Si esto se puede calcular en forma exacta el problema estd completamente resuelto. De
hecho (X -X© ), se encuentra mediante la resolucién de ecuaciones simultdneas lineales. Por otro lado,
se debe notar que el trabajo adicional es muy pequefio, porque la reduccion a la forma triangular y el al-
macenamiento de los multiplicadores ya se han realizado.

Al resolver la ecuacion (4.25) y al usar esta solucion para corregir el valor (X—X(O)) se incrementa
notablemente la precision; cuando este incremento es importante, se recomienda esta solucion.. Formal-
mente, si E” es la solucion de AE =—R® y la nueva aproximacién de la solucién es XV = X© +E©), se
pueden hacer otras mejoras al formar los residuales

AX(?) _B=R® (4.26)
y entonces se resuelve una sucesion de ecuaciones de la forma
AE=-R", (p=1,2,...,n) (4.27)
Las soluciones E'?) de estas ecuaciones dan las nuevas aproximaciones a las soluciones,

x(7) = x(») L E) (4.28)

4.2.4 Factorizaciéon LU

Existe otro grupo de métodos directos que se pueden describir bajo el encabezado general de descompo-
sicion triangular; estos incluyen las variantes de Crout, Doolittle y Choleski. El esquema computacional es
una manera diferente de la eliminacién gaussiana, aunque los esquemas son muy similares. Estos méto-
dos se basan en una serie de multiplicadores que reducen la matriz a una forma triangular, seguida por el
proceso de sustitucion hacia adelante o progresiva, y hacia atras o regresiva, [Burden et al., 2002], [Rodri-
guez, 2003]. El esquema supone que la descomposicion triangular es tedricamente posible; es decir, que
la matriz se puede expresar como el producto de dos matrices:

A=LU (4.29)

donde U es una matriz triangular superior y L es una matriz triangular inferior. Una vez que estas matri-
ces se han encontrado, el conjunto de ecuaciones se resuelve en dos etapas. Cada una de éstas implica la
soluciéon de un conjunto de ecuaciones con una matriz triangular. Esto es facil de realizar mediante un
proceso de sustitucion progresiva o regresiva.
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Las ecuaciones serian:
LUX =B (4.30)

si se encuentra un vector Y tal que LY =B y se resuelve por sustitucion progresiva para encontrar el vec-
tor Y, después se usa el sistema de ecuaciones UX =Y y se resuelve por sustitucion regresiva para encon-
trar la variable X, que es la incognita buscada. El método se ilustra por medio de un conjunto de

ecuaciones de dimension 3. Aqui la matriz U es la matriz triangular superior que resulta al aplicar el pro-
ceso de Gauss, sin normalizar los pivotes. Asi se deben encontrar los coeficientes de manera que

I 0 0)w; wy ugs G 4z
Li 1 0| 0 wuy wuy|=|ay ap axp (4.31)
L Ly 1 0 0 ug as ds 4z

Los valores diagonales de L son iguales a 1, por tanto, el sistema de ecuaciones resultante es:

by =ay, o= 1 (20. renglon por la. columna) (4.32a)
Uy
Ly =as, oLy = Bl (Zer. renglén por la. columna) (4.32b)
Uy
(as, — 131”12) .
Ly +lpuy =as,, o L, =-—>—1"2% (3er. renglén por 2a. columna) (4.32¢)
Uy

Este algoritmo utiliza una cantidad de operaciones igual que el método de eliminacion gaussiana. Por
este motivo se recomienda este método para el uso general donde sea necesario algun método directo. En
la seccion 4.6.6 se presenta el codigo Matlab de este método.

EJEMPLO 4.5

Aplicar el método de factorizaciéon A = LU para resolver el sistema del ejemplo 4.1, que tiene una repre-
sentacion matricial

4 1 1 1x] [2
1 3 -1 1|x| |4
1 -1 2 0lx| |6
1 1 0 2lx] |8

La matriz U es la que nos queda después de hacer la eliminaciéon de Gauss. Por tanto, el producto
LU=Aes

Ly Lp Ly Lyff4 1 1 1 4 1 1 1
Ly My Ly L |)|© F =2 = B U
Ly Ly Ly Ly |0 O ﬁ 1_11 11 o-1 2 0
Ly Lp Ly Lyl0 0 0 % I 1 0 2

En el ejemplo 4.2 se muestra como al guardar los operadores de la eliminacion se puede formar la
matriz triangular inferior. Otro proceso alterno es simplemente hacer las operaciones indicadas sabiendo
de antemano que la matriz L es triangular inferior con unos en la diagonal. Se inicia con los renglones dos
al cuatro y la primera columna para obtener

1
R,C, = Ay, Ly (4) =1, Ly = Z
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R;C, = A3, Ly (4) =1, Ly =

R,C, =A,; Ly (4) =1,L, =

N N

Se sigue con los renglones tres y cuatro y la segunda columna,

11 5
R;C, = A3y, Ly (1)+ L, (_) =-1,L;=——
4 11

11 3

RC,=Ap, Ly(1)+ Ly (Z) =L L,= 1

Finalmente, el renglén cuatro y la columna tres dan el ultimo valor buscado,

5 13 1
R Ci;=A;5 Ly(1)+Ly| — [+Lg| — |=0,Lz=—
4C3 » Ly (1) 42( 4) 43(11) 873

Asi, la matriz triangular inferior es

1 0 0

I 1 0 O
L=|"

Ly, L, 1 O

Ly Ly Ly 1

El sistema transformado a resolver LUX =B queda de la siguiente manera:

1 0 0 off4 1 1 1]x] [2
1 14 5 3
7 1 0 O0}l0 i |2 _ 4
1 5 13 1
Z —H 0f 0 0 H H X3 6
1 3 1 20

Utilizando en forma inicial una variable auxiliar UX =Y como paso intermedio, se obtiene

1 0 0 0fy] [2
1
Zlooy2:4
1 5
TR (DN I
1 3 1

T a1 b el (8

La solucidn de este sistema se hace por sustitucion progresiva, es decir, primero se resuelve la prime-

ra ecuacion y después la segunda, y asi sucesivamente, para obtener
N=2p=t =y =t
4 11 13
De esta forma el sistema final por resolver queda de la siguiente manera

4 1 1 1]x] [2

14 5 3
0 4 s 4 || *2 | 4
13 1 78

00 11 T RE 11
20 78

00 0 13 L%4 13

Este sistema se resuelve por sustitucion regresiva. Con esto se obtiene la solucién buscada como
39
10

Xy
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4.2.5 Factorizacion Doolittle-Crout

En este método se factoriza la matriz A en una triangular inferior D y en una triangular superior C, con
unos en la diagonal, que se obtiene haciendo una eliminacién Gauss-Jordan, quedando finalmente
DC = A [Burden et al., 2002], [Nieves et al., 2002]. Este proceso se ilustra con un ejemplo, y en la seccién
4.6.7 se proporciona el c6digo desarrollado en Matlab.

EJEMPLO 4.6

Aplicar el método de factorizacion Doolittle-Crout a la matriz resultante de compactar el sistema de ecua-
ciones del ejemplo 4.1,

4 1 1 1

1 3 -1 1
A=

1 -1 2 0

1 1 0 2

La eliminacién de Gauss-Jordan hasta el punto donde se ponen unos en la diagonal lleva a

e

0 0 1 %

00 o

Si DC = A, por tanto, se tiene que

D, 0 0o ofr it 1 1IT4 1 1 1
Dy Dp 0 0fo 1 -2 2/ |1 3 -1 1
Dy Dy Dy 000 1 L/ |1 -1 2 0
Dy Dy Dy Dyfl0 0 0 1 1 1 0 2

Multiplicando los cuatro renglones por la primera columna se obtienen las siguientes ecuaciones:
R,C, =4, Dy, (1) =4,D, =4
R,C, = A,, Dy, (1)=1, Dy, =1
R;C, =43, Dis (1) =1, D5 =1

R,C,=A,, Dy (1) =1L D, =1
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Para la columna dos sélo se necesitan calcular tres valores. Asi se definen las ecuaciones que utilizan

los valores ya calculados correspondientes a la primera columna,
1 11
R,C; = Ay, Dy 1 +Dy(1)=3, Dy = n

1 5
R,C, = Ay, Dy (Z)"'Daz (1)=-1,Dy, = _Z

1 3
R,C,=Ap, Dy (Z)"‘Du (1)=1,Dy = Z

En la columna tres sélo hay dos incégnitas. Estas se resuelven de las ecuaciones

1 5 13

R;C;=A;3;, Dy | — |+ D3| — |+ D53(1)=2, D33 =—
303 33 31(4) 32( 11) 5 (1) 3710

R,C;=A;, D (l)-FD (—i)+D (1)=0,D L
4C3 a» Pa| 2| 7 43 YT

Por altimo, para la columna cuatro se tiene una incognita en funcion de valores de columnas anterio-
res previamente calculados:

1 3 1 20
R,C,=Ay, Dy| — [+Dy| — |+ Dy| — [+Dyu(1)=2,Dy =—
4Ly 44 41(4) 42(11) 43(13) 1 (1) “= 3

Asi, se tiene la factorizacion final DC = A. En forma expandida sera entonces:

(4 0 0 oft £ L 1]TJ4a 1 1 1
1%0001—%%_13—11
1—%%0001%_1—120
1 3 S &5Jloo o 1|1 1 o0 2

El sistema por resolver es

4 0 0 ofr L 1] [2
L5 0 0flor =% 2fx| |4
1 -2 2 olloo 1 Lilx]| |6
1 2 &L 2oo o 1fx| |8

Igual que en la factorizacion anterior, se utiliza un paso intermedio de la forma

4 0 0 0oyl [2
1 20 0y |4
3 =
1 —% i—l 01 s 6
3 1 20
15w ilye] L8

Por sustitucion hacia adelante se obtiene la solucién

2

)’1=Z
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_78
71
_
770
De esta forma se llega a
A
11t 4= [
5 3 14
0 1 TR | R _|u
1 8
00 1 Lix| |3
00 0 1]x] %]

La solucién buscada se obtiene por sustitucién regresiva. Esta es

3
=0
_7
SR
14
x2—?
13

X =——
5

La utilizacién de un mismo ejemplo es para comparar la solucion que producen los métodos directos
y por factorizacién. Observando los resultados, se puede decir que para el caso de un sistema de pocas
ecuaciones todos los métodos utilizados son igualmente exactos.

Otra forma de visualizar esta factorizacion es considerar la factorizacion LU de A. Definamos la ma-
triz D, como la matriz diagonal cuyos elementos son los de la diagonal de U. Dado que A = LU entonces
A =LD,D,'U. Definiendo D =LD, y C =D, 'U se obtienen los mismos resultados. De este resultado se
puede observar que esta factorizacion existe, siy solo silos elementos de la diagonal de U son diferentes
de cero. Esto es equivalente a decir que esta factorizacion existe, si y sélo si el determinante de A es no
cero.

4.2.6 Método de Choleski

En el caso de una matriz simétrica, es posible reducir la cantidad de calculos y de almacenamiento al to-
mar ventaja de la simetria. Si los elementos de Ly U son iguales, entonces U = L' y se necesita calcular y
almacenar sélo los elementos de L. Este método se conoce como factorizacion de Choleski [Maron, 1995],
[Burden et al., 2002], [Nieves et al., 2002]. Para el primer pivote se tiene

C,(1,1)=VA(1,1) (4.33)

y para la primera columna

A(2:n,1)
C,(2:n,1)=———— 4.34
5 (2:m,1) A(L1) ( )
Los siguientes pivotes son:
i—1
Cp(iri)= [A(i, i) =G, (i, k)}z} para  i=2,3,..,n (4.35)
k=1
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Las siguientes columnas se calculan con la férmula:

1
Cy (i, i)

Gl )= [A(z; )-SR k)} (436)

NoTA: El método de Cholesky da los factores de la forma A = CC” por lo que sélo se calcula la matriz
triangular inferior. En cuanto al orden de calculo, se calcula el pivote y después todos los elementos de su
columna, del pivote hacia abajo. La razén es que del pivote hacia arriba los elementos son cero. También
se debe observar que si la matriz A es definida positiva, entonces todos los elementos de la matriz C seran
reales. Tales matrices surgen de problemas fisicos y en la solucién de problemas de minimos cuadrados.
Una matriz se llama matriz definida positiva si para cada vector no nulo X se tiene que X"AX >0. La
seccion 4.6.8 proporciona el codigo Matlab de este método.

EJEMPLO 4.7
Utilizando el método de Cholesky, factorizar. Obtener los factores de la matriz triangular inferior de

(29 5 8 9 1]
3 61 8 12 4

A=|5 7 93 6 32
3 1 34 65 2
|1 5 6 3 24]

La matriz triangular inferior dada por el método de Cholesky queda de la siguiente manera;

[5.3852 0 0 0
0.9285 7.7549 0 0
Cinferior =| 1.4856  0.8537  9.4902 0
1.6713 1.3473 0.2494 7.7672 0

[ 0.1857 0.4936 3.2984 0.0260 3.5835 ]

oS O O

El procedimiento sdlo da la matriz triangular inferior; la superior es simplemente la transpuesta. Asi
se llega a

[5.3852  0.9285 1.4856 1.6713 0.1857
0 7.7549 0.8537 1.3473 0.4936

Coperior =| 0 0 94902 02494 3.2984
0 0 0 77672 0.0260
0 0 0 0  3.5835]

Se puede comprobar de manera facil que, efectivamente, Ciygerior Csuperior = A > POT 1o que sélo se nece-
sita calcular y almacenar la matriz triangular inferior.

4.2.7 Factorizacion LUy QR

La factorizacion LU se obtiene del proceso computacional que emplea la factorizacion repetida de una
secuencia de matrices de la forma triangular izquierda y derecha. Se supone para este propdsito que es
posible hacer la descomposicion en forma triangular de la forma:

A=A,=L,U, (4.37)
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la siguiente matriz resulta de la multiplicacion invertida de la factorizacion y tiene la forma:
A,=UL, =L,U, (4.38)
similarmente se tiene
A,=U, L =LU, r=12,.. (4.39)
La sustitucion de las matrices obtenidas se efectua asi:
A,=(U,)L,=L'A,L, (4.40)
De forma similar,
A;=L}A,L, =LL'A|L|L, (4.41)

Esta secuencia de matrices converge a un bloque de forma triangular superior. El segundo método in-
corpora transformaciones ortogonales dentro del proceso que dan buenas condiciones de estabilidad. Las
matrices se descomponen en un producto Q,R,, donde R, es triangular superior [Cordero, 2006]. Asi,

A=A, =QR, (4.42)
A,=R,,Q,,=QR,, r=23,.. (4.43)

Observe que las matrices son similares debido a que
A, =R._,Q.,=QLA,Q,, (4.44)

La descomposicion basica A = Q,R, se puede realizar para cualquier matriz, lo que no es el caso de la
descomposicion LU La seccion 4.6.9 proporciona el cddigo Matlab de este método.

EJEMPLO 4.8

Utilizando el método de factorizacion A = QR, resolver el sistema de ecuaciones dado por AX =B, con
las siguientes matrices;

9 5 8 9 1 2
36 8 2 4 7
A=[5 7 3 6 2|, B=|3
31 45 2 8
1 5 6 3 4] 1)

El método QR es una transformacion donde se llega a una matriz triangular superior. Asi, utilizando
la férmula (4.44), después de la enésima iteracion se obtiene una matriz triangular superior de la forma

As=Q, ;1—1"‘ EIQI_IAQIQZ"'Qn—lQn

Si se agrupan las matrices como Q; =Q;'Q;Y; - Q2'Q1" v Qe =Q,Q,---Q,1Q,,, entonces se tiene
que la matriz A se puede representar como

A =Q4AsQ

Para calcular la inversa de la matriz A, basta invertir la matriz triangular superior Ag
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AT = QAS'Q
Por tanto, la solucion del sistema AX = B, queda de la siguiente manera
X =QqA5'Q:B

Para el ejercicio de aplicacion se llega a una matriz triangular superior Ag con la siguiente estructura:

22,5105 0.7552 23745 3.5919 —6.6002 ]
0 6.4587 19442 —-19107 0.9681
Ag = 0 0 —4.0855 —0.4524 —1.3183
0 0 0 2.7366 —0.1278
| 0 0 0 0 —0.6201 ]
El producto Q4A5'Q;, lo que es igual a tener A~ es
[—0.2143 0.5000 0.1984 0.3929 —0.7421]
0.0893 —0.1250 0.0655 —0.3304 0.2351
QuA5'Q; =] 02321 —0.1250 —0.2520 —0.2589 0.3224
0.1250 -0.3750 -0.0417 -0.0625 0.3958
| —0.5000 0.5000 0.2778  0.7500 —0.6389 ]
Finalmente, se obtiene un resultado para X = Q4A5'Q;B como
[—0.2143 0.5000 0.1984 0.3929 —0.7421][2] [ 6.0675 ]|
0.0893 —0.1250 0.0655 —0.3304 0.2351 || 7 —2.9077
0.2321 —-0.1250 -0.2520 —0.2589 0.3224 || 3 —-2.9157
0.1250 —-0.3750 -0.0417 -0.0625 0.3958 || 8 —2.6042
[ —0.5000 0.5000 02778  0.7500 —0.6389]|1] | 8.6944 |

De aqui se obtiene la solucién de un sistema de ecuaciones utilizando el método de factorizacién QR.

4.2.8 Matrices con formacion especial (tipo banda)

Una forma de matriz que surge frecuentemente es la matriz tridiagonal, la cual tiene la forma [Burden et
al., 2002]

- a ¢ -
(4.45)
0 bn—l ay-y Cu-1
i b, a, ]

Todos los elementos son cero, excepto aquellos que estan sobre la diagonal principal y los que estan
arriba y abajo de ésta. Tales matrices se pueden encontrar en la solucién de problemas de valor en la fron-
tera para ecuaciones diferenciales ordinarias, las cuales satisfacen la condicién |a;| >|b;|+]c;|.
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Esta condicion de matriz con un gran numero de elementos cero, es particularmente apropiada para
el uso de métodos iterativos. De hecho, debido a que los elementos estan agrupados alrededor de la dia-
gonal, es posible desarrollar una variante del método de eliminaciéon gaussiana que sélo trabaje con los
elementos diferentes a cero, y aproveche el hecho de que gran numero de elementos lo son. Como el
trabajo realizado para un método iterativo depende del nimero de iteraciones, en este caso es preferible
el método directo.

Sila ecuacion matricial es AX =V, entonces las ecuaciones para reducir a la forma triangular en este
algoritmo, el cual se conoce como algoritmo de Thomas, son

1%
o =ay, 7126—1) U =— (4.46a)
o o
o =a;,—by._, (i=2,3,...,n) (4.46b)
v, —b;u;_
u,:w, (i=2,3,...,n) (4.47a)
Q;
Vo=, (i=2,3,..,n-1) (4.47b)
Q;

y la solucién mediante la sustitucion hacia atrds esta dada por
X, =U, (4.48a)
X =U =YXy, (i=n—1,n—2,..,1) (4.48b)

La ventaja de formular los calculos de computacion de esta manera es que, para ciertos conjuntos
comunes de a;, b; y ¢;, se puede demostrar que los multiplicadores % tienen un moédulo menor que la
unidad, lo cual nos da el mismo efecto obtenido por pivoteo en la eliminacién gaussiana ordinaria. El
hecho descubierto en el algoritmo anterior es que el nimero de operaciones requeridas es, aproximada-

3
. n o .
mente, igual a 5n, que, para n grande, no se compara con el — de la eliminacién gaussiana sobre una
3

matriz llena. Se debe observar también que se puede idear un esquema similar para matrices con elemen-
tos agrupados alrededor de la diagonal con ancho de la banda mas grande que 3.

Otra forma de matriz comun es la matriz de bloque tridiagonal que se genera en la solucién en dife-
rencias finitas de ecuaciones diferenciales parciales. La forma es similar a la ecuacion (4.45), pero en este
caso los elementos son matrices. Las ecuaciones (4.46), (4.47) y (4.48) se pueden utilizar para reducirla a
una forma triangular, dado que la cantidad matricial o' remplaza la division entre ;. El proceso utiliza
el cdlculo de una matriz inversa pero esto se puede hacer de manera mas econdmica por eliminacién
gaussiana. Este método es considerablemente mas eficiente que las iteraciones simples o la elimina-
cién gaussiana total.

4.3 Meétodos iterativos

Se sabe que es posible usar un esquema iterativo que mejore la soluciéon hasta que se obtenga convergen-
cia. Esta es la esencia de este tipo de métodos empleados para resolver sistemas de ecuaciones lineales. Los
mas comunes son el método de Jacobi y el de Gauss-Seidel. Ambos parten del mismo principio, pero el
esquema difiere en la forma de sustitucion, como a continuacion se describe.

4.3.1 Método de Jacobi

La forma mds conveniente de expresar estos métodos es usar la notacion matricial. La matriz A se divide
en tres partes, correspondientes a los tres conjuntos de coeficientes. La ecuacion AX =B serd

(L+D+U)X =B (4.49)
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donde L es una matriz triangular inferior con ceros en la diagonal, D es la matriz diagonal que contiene
los elementos de la diagonal de A, y U es una matriz triangular superior con ceros en la diagonal.
El método de Jacobi para la r-ésima iteracion se escribe como sigue

DX =—(L+U)X" ) +B, (r=0,1,..) (4.50)

El método de Jacobi converge para matrices A que son diagonalmente dominantes, en el sentido que
es matematicamente preciso, [Burden et al., 2002], [Nieves et al., 2002], [Rodriguez, 2003]. Para determi-
nar si el método es convergente, si se tiene que la matriz de iteracion

~D'(L+U) (4.51)

ademds de un término aditivo, D™'B, mapea un conjunto de X en el siguiente. Esta matriz de iteracion
tiene valores propios, cada uno de los cuales refleja el factor por el que se suprime durante una iteracion el
valor propio particular de algun residual no deseado. Es evidente que estos factores tienen un médulo
menor que 1. Con médulo menor que uno. La rapidez de convergencia de este método esta dada por la
rapidez de disminucion del valor propio mads lento: es decir, el factor con el médulo mas grande. El médu-
lo de este factor esta, por consiguiente, entre 0 y 1, y se le llama radio espectral del operador de relajacion
(p)- El numero de iteraciones (r) necesarias para reducir el error total por un factor (10"’) se
estima por:

_ln(ps)

En el limite, cuando (p; ) tiende a 1, el sistema estd en el punto de ruptura. Aqui puede o no converger,
dependiendo de las condiciones iniciales. La idea de iterar se puede aplicar facilmente a ecuaciones simul-
taneas lineales. Esto se ilustra mediante un ejemplo numérico. El codigo desarrollado en Matlab de este
método se proporciona en la seccidon 4.6.10.

EJEMPLO 4.9

Mediante el método de Jacobi, resolver el conjunto de ecuaciones lineales dadas por:

loxl ar x2 ar x3 = 24
—X1+20x2+ x3=21
X, — 2x,+100x; = 300

Despejando de la primera ecuacion la primera variable y asi sucesivamente, se obtiene
X1 Zi(24_x2 —x3)
10

1
X, =—(214+x;,—x
2 20( 1 3)

L

x:
> 7100

(300—x; +2x,)

Silas primeras aproximaciones son x; =0, x, =0y x; =0 entonces la siguiente iteracion es
X1 = 2.4) Xy, = 1.05 y X3 = 3
y las iteraciones sucesivas son,

x, =1.995, x, =1.02 y x5 = 2.997
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x, =1.9983, x, =0.9999 y x; = 2.9995

La sustitucion de los valores x; =2, x, =1y x; =3 en el sistema inicial demuestra que el proceso esta
convergiendo rapidamente a la solucion verdadera. Si se utiliza la ecuacion (4.51) y la ecuacion (4.52), se
tiene que el radio espectral y el niimero de iteraciones para reducir el error total por un factor (107*) son,
respectivamente (p, =0.0755) y (r =3).

Es claro que las iteraciones pueden ser un método muy util de solucién. Se demuestra ahora que éste
también puede ser un método inapropiado en ciertas circunstancias. Las ecuaciones del ejemplo 4.9 se
pueden tomar en un orden diferente, por ejemplo

X, — 2x,+100x; =300
10X1 + X2 + X3 = 24
—x,+20x,+ x3=21

Con este acomodo, el radio espectral del sistema es (p, =27.7802), lo cual lo hace divergente. Si se
calcula el numero de iteraciones con la ecuacion (4.52), se obtiene un niimero negativo, lo cual no tiene
sentido.

A continuacién se muestra que esta forma de ordenar las ecuaciones es divergente, resolviendo el
sistema numéricamente. Despejando de la primera ecuacion la primera variable y asi sucesivamente, se
obtiene

X1 :300+x2 —1OOX3
X, =24-10x, — x3
X3 = 2].+.x1 _20x2

Utilizando los valores x; =0, x, =0y x; =0 para la primera aproximacion, se obtienen las aproxima-
ciones sucesivas

x, =300, x, =24 y x; =21

x, =—1752, x, =—2997 y x; =—3879

y no hay posibilidad de que esta secuencia converja a los valores x; =2, x, =1y x; = 3. Por tanto, es cru-
cial obtener algiin conocimiento para que se pueda asegurar que las iteraciones converjan. El método
anterior, conocido como método de Jacobi, rara vez se usa porque existen varias mejoras que se pueden
utilizar para elevar la rapidez de convergencia. Sin embargo, si se cuenta con una computadora que efec-
tde calculos en paralelo, se recomienda este método por ser altamente paralelizable.

4.3.2 Meétodo de Gauss-Seidel

En el estudio del ejemplo anterior, se puede cuestionar por qué se encuentra un bloque de valores y des-
pués se sustituye siempre en las ecuaciones. Esto se ve razonable si los nuevos valores encontrados se
sustituyen inmediatamente en las ecuaciones subsiguientes. Esta idea es la base del método de Gauss-
Seidel que mejora en forma considerable la convergencia para ciertos tipos de ecuaciones [Burden et al.,
2002], [Nieves et al., 2002], [Rodriguez, 2003]. Para ver la forma en que trabajan los diferentes métodos,
es conveniente dividir los coeficientes en tres grupos que constituyen el llamado conjunto de elementos
diagonales: los elementos en la diagonal, arriba de la diagonal y debajo de la diagonal.

Es conveniente escalar las ecuaciones dadas por la ecuacion (4.49) mediante la division entre los ele-
mentos de la diagonal, de manera que D sera igual a la matriz unitaria I. El método de Jacobi resulta de
transferir todos los términos al lado derecho, excepto los términos de la diagonal, iterando como sigue
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X =(-L-U)X" +B, (r=0,1,..) (4.53)

Sin embargo, el método de Gauss-Seidel introduce xf”l), xgr“), etc., en el lado derecho de (4.53) tan
pronto como éstos estén disponibles. Por tanto, las ecuaciones de iteracién son

X(r+1) — _Lx(rﬂ) _ UX(’) +B (4.543)

(I+L)X"*) =—UX" +B (4.54b)

Escribiendo estas ecuaciones en forma expandida:

X\ = —(alzxg’) +ax) +a ) +o 4 a,xl) ) +b
X = —(a21xfm) +ayxd” +a x4+ ay,x) )+ b,
X\ = —(a31x§”1) Fanx™ +a,xD et ay, 1) ) +by (4.55)

(r+1)

x,([“) — _(anlxl (r+1)

+ a6 a5 4ot an(n_l)xf,r_ﬁl) )+ b,

Cuando el método de Jacobi converge, se puede demostrar que el método de Gauss-Seidel converge
mas rapido, debido a que el radio espectral es justamente el cuadrado del radio espectral del método de
Jacobi. En la seccién 4.6.11 se proporciona el cédigo desarrollado en Matlab para este método.

4.3.3 Sobrerrelajacion

Si un proceso iterativo converge lentamente, algunas veces es posible tomar pasos mas grandes para el
calculo de valores y, por tanto, acelerar la convergencia [Burden et al., 2002], [Rodriguez, 2003]. Esta téc-
nica se adopta casi siempre para ecuaciones lineales simultaneas que surgen de la solucién de ecuaciones
diferenciales elipticas. Estas ecuaciones satisfacen ciertas condiciones que garantizan la convergencia;
pero la razon de convergencia, sobre todo para un sistema grande, es muy lenta. Por ello los valores calcu-
lados del proceso de Gauss-Seidel se ven como valores intermedios y se usa la siguiente ecuacion para
encontrar los valores modificados.

x () = x() +a)()~((f+1) _ X(')) (4.55)

aqui X"V es el valor calculado en el proceso de Gauss-Seidel. En la ecuacion se puede observar que el
nuevo valor se obtiene al multiplicar el incremento de la tltima aproximacién por un factor @. Cuando
® >1 tenemos el llamado método de sobrerrelajacién. Por otro lado, si @ <1 el sistema de ecuaciones se
llama subrelajado. Para ecuaciones diferenciales parciales elipticas, el valor @ generalmente satisface
1<w<2. En términos de matrices, la ecuacidn seria:

XU =X + (LX) - UX") +B-X")=[-0U+(1-0)I]X") -0LX"V +@B  (4.56)

La eleccion de w es la principal dificultad para usar el método de sobrerrelajacion. Sin embargo, las
matrices que surgen de la solucion de ecuaciones diferenciales parciales tienen formas especialmente sen-
cillas, y para algunas de ellas es posible calcular un valor preciso de @. En particular, es preferible que
surja un sobreestimado de @ que un subestimado. En el caso de una matriz mas general, seria mds razo-
nable usar la subrelajacidn, si fuera posible conducir una serie de experimentos, con diferentes factores
de relajacion para determinar el valor mas apropiado.

4.3.4 Convergencia de los métodos iterativos

Para investigar los diversos métodos, se escriben las ecuaciones anteriores en la forma general

X0+ =pxX) 4.C (4.57)
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La solucién final X esta dada por la ecuacion
X =PX+C (4.58)
y, por tanto, el error E”) = X — X" esta dado por
X-X =p(X-X") (4.59)
es decir
E*) = PE() = p1E© (4.60a)
Esté claro que la convergencia se puede obtener si el efecto de la matriz P es reducir el error E”). Una

de las condiciones necesarias, es que todos los valores propios de P deben tener médulo menor que uno.
Por otro lado, se tiene |4;|>1 con un correspondiente vector propio V,. Entonces,

EO =V (4.61a)

E(r+1) — PH—I\C — AH—I‘[,' (4‘61b)

el cual crece sin cota cuando r se incrementa. La condicién |A;|<1 también es una condicidn suficiente y,
por tanto, si se conocen los valores propios de P, se determina cuando convergen las iteraciones.

Los valores propios por si mismos son dificiles de evaluar; pero hay varias condiciones que se pueden
revisar para obtener una cota superior para su médulo. Si esta cota es menor que uno, entonces el proce-
so converge. Sin embargo, sila cota superior es mas grande que la unidad, atn es posible tener los valores
propios con mdédulos menores a la unidad, por lo que la condicion de cota superior es suficiente, mas no
es necesaria para la convergencia. En los dos primeros métodos iterativos considerados anteriormente, la
matriz P tiene las formas

-D'(L+U) Jacobi (4.62a)
-a+L)'u Gauss-Seidel (4.62b)

Esto demuestra que la condicion de la diagonal dominante en la matriz original A es suficiente para
asegurar la convergencia del proceso representado por las matrices anteriores.
Una matriz se llama diagonal estrictamente dominante si:

d, <lparar=12,..,n (4.63)
donde

1 r
z |arj|

d
]

(4.64)

Con la notacion prima se indica que el valor de a,, se omite en la sumatoria. Sid, <lparar=1,2,...,n
y d, <1 para al menos un valor de r, entonces la matriz se llama diagonal débilmente dominante. Esta
condicidn es suficiente para la convergencia del proceso iterativo. Otra condicién que puede garantizar la
convergencia es cuando la matriz A es definida positiva. Debido a que esta propiedad es dificil de com-
probar, se utiliza mas la propiedad de diagonal dominante para verificar si la convergencia se puede ga-
rantizar.

4.3.5 Matrices dispersas

El término “dispersa” se utiliza para describir una matriz que tiene un gran nimero de elementos cero.
Para este tipo de matrices, la magnitud del tiempo de calculo para los esquemas directos e iterativos no
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sigue el modelo normal. En general, un método iterativo emplea mn* operaciones para su solucién, don-
de m es el nimero de iteraciones y # es el numero de ecuaciones. Sin embargo, si el método se programa
para incluir los célculos s6lo para los elementos diferentes de cero, entonces la cantidad de célculos es
proporcional al numero de elementos no nulos. Esto puede reducir el tiempo de calculo a un nivel donde
los métodos iterativos son mas econdmicos que los métodos directos.

Hay dos situaciones donde éste no es exactamente el caso: Si la matriz no es diagonalmente domi-
nante, entonces se debe utilizar un método directo para evitar problemas de convergencia, o si la matriz
tiene una estructura especial, entonces se pueden disefiar algoritmos especiales para aprovechar esas pro-
piedades.

En el caso de dispersion aleatoria, donde el nimero de elementos no nulos en la matriz es pequeiio,
5 0 10%, hay algunas variaciones interesantes para el método estandar de eliminacién gaussiana. El pro-
blema que surge en el método estandar es que cada resta de filas introduce otros elementos no nulos, y es
posible rellenar muy rdpidamente la matriz dispersa. Se han considerado varias estrategias para reducir
la presencia de estos elementos extra no nulos en programas que son disefiados para utilizar sélo los ele-
mentos no nulos.

Una simple variante que ha tenido buenos resultados experimentales es usar una nueva estrategia de
pivoteo. En cada etapa del proceso, la columna pivote seleccionada es aquella que tiene la mayor cantidad
de elementos no nulos y un elemento satisfactorio, es decir mayor que uno, en la posicién pivote. Es im-
portante que el elemento en la posicién pivote no sea muy pequefio, pues con la estrategia sefialada aqui,
el elemento pivote generalmente no va a ser el mas grande, como lo fue en el método de eliminacion
gaussiana previo.

La otra excepcion es cuando la matriz tiene una forma sencilla, la cual lleva a adoptar una forma
mas eficiente de eliminacion gaussiana, por lo que el tiempo de calculo no es mas grande y es proporcio-
nala n’/3.

4.4 Casos especiales

Existen dos casos especiales en sistemas de ecuaciones lineales: el primero es cuando se tienen mds incog-
nitas que ecuaciones. Este caso se menciona aqui como un sistema de ecuaciones subdeterminado. El
segundo caso se refiere al hecho de tener mas ecuaciones que incdgnitas, es decir, un sistema de ecuacio-
nes sobredeterminado. Ambos casos se describen a continuacion.

4.4.1 Sistema de ecuaciones subdeterminado

Para el caso donde se tienen mas incdgnitas que ecuaciones, se dice que el numero de soluciones es infi-
nito, por ejemplo si se tiene el sistema de m ecuaciones y n incdgnitas, donde m <n, dado por:

a; X, +apx, ++a,x, =b

(121x1+a22x2 +'-'+aann :b2 (4 65)

A Xy + Aoy +-+a,,X, =b,,

El concepto de solucion es la busqueda de valores o funciones para las incognitas que satisfacen la
igualdad; es decir, que al sustituir la solucion en la ecuacion, se establece el paso de una igualdad a una
equivalencia. Para el caso de un sistema de ecuaciones se debe cumplir en forma adicional el concepto de
simultaneidad; es decir, que los valores o funciones encontrados satisfacen en forma simultdnea todas las
igualdades. Ademas, se tiene el concepto de solucién unica no nula, que se cumple cuando existe un solo
grupo de valores, al menos uno de ellos diferente de cero, que satisfacen en forma simultanea un grupo
de ecuaciones.

Para el caso especifico del sistema de ecuaciones (4.65), se tiene un nimero infinito de soluciones. Si
se reacomoda este sistema tomando n =m+1, se tiene que
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Ay Xy +apXx, +ot X, = b —ay,x,

Ay X, +ayXx, +:+ay,x,, =b, —a,x,

(4.66)
A1 X1 + A X) +eeet QX = bm — Ay Xy
Reacomodando en forma matricial, se obtiene
an dp o Gy || X b —ay,x,
Gy Gyt oy || X2 | b, —ay,x, (4.67)
A1 Oz 0 Oy AL Xy bm — Ay Xy
En notacién compacta se tiene, entonces:
AX=W (4.68)

donde A es una matriz cuadrada de (mxm), X y W son vectores de (mx1). Si el determinante de A es
diferente de cero, det(A) #0, entonces el sistema (4.68) tiene solucién unica de la forma,

X=A"'W (4.69)

Como no existe ninguna restriccién sobre el valor que puede tomar x,, entonces se tiene que
x, €(— oo, +00); asi se establece la relacién funcional:

W= f(x,) (4.70)

La ecuacion (4.70) forma un numero infinito de vectores. Por tanto, cada uno de ellos, sustituido en
la ecuacion (4.69) da una solucion diferente para el vector X formado con (x;, x,,..., x,, ). Asi, se estable-
ce que el nimero de soluciones del sistema (4.66) es infinito; es decir, el nimero de conjuntos solucion
de un sistema subdeterminado es infinito. En la seccion 4.6.12 se proporciona el c4digo Matlab para re-
solver este tipo de sistemas.

4.4.2 Sistema de ecuaciones sobredeterminado

Para el caso donde se tienen mas ecuaciones que incognitas, si se supone que todas las ecuaciones son li-
nealmente independientes, es decir, si el sistema es de rango pleno en renglones, si tiene exceso, se da el caso
donde no se tiene un conjunto de valores o funciones que satisfagan el concepto de solucién. En este
caso lo tnico que se puede obtener es una aproximacion, cuyo margen de precision esta determinado por
la definicién del error. Si se utiliza el concepto de error, éste se determina por el método de minimos
cuadrados. En el sistema de ecuaciones dado por

AX=B (4.71)

donde A tiene mas renglones que columnas, entonces la ecuacion (4.71) se premultiplica por la trans-
puesta de A, lo que equivale a tener el error que determina por el método de minimos cuadrados, para
obtener

ATAX=A"B (4.72)
Si se definen nuevas variables, donde D = AT A es una matriz cuadrada y F=A"B, se llega a:
DX =F (4.73)

El sistema (4.73) tiene solucién tnica si el determinante de D es diferente de cero. Esta solucion es sélo
una aproximacion a la del sistema original definido por la ecuacion (4.71). La solucién que se obtiene por
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este método cumple con el concepto de minimo error cuadrado, es decir la suma minima de los errores
elevados al cuadrado. Si se toma la ecuacion (4.71) y se hace la igualacion con el error, se tendra entonces
la definicién del error

E=AX-B (4.74)
y el error de la aproximacion dada por el método se define como la suma de todos los errores elevados al

cuadrado, que es la funcién por minimizar, es decir, como

n

> (E)" - min (4.76)

i=1

donde 7 es el numero de ecuaciones. Para ejemplificar el caso anterior, la seccion 4.6.13 proporciona el
cddigo desarrollado en Matlab.

4.5 Comparacion de los métodos

El tiempo de calculo necesario por cada método es una consideracién importante. En la tabla 4.1 se dan
detalles de las cantidades de operaciones para los diversos métodos. En muchas computadoras, los tiem-
pos para la multiplicaciéon y division son mayores que en la suma y la resta y, por tanto, la cantidad de
operaciones es sdlo para la multiplicacion y la division.

Tabla 4.1 Cantidad de operaciones para los métodos estandar.

e : n , n
Eliminacién gaussiana —+nt——
3 3
3
e n , n
Descomposicion triangular —+nt—=
3 3
3
o n , N
Eliminacion de Jordan —+n——
2 2
Inversion de matriz y multiplicacion n® +n?
Métodos iterativos rn’

n es el nimero de ecuaciones

r es el nimero de iteraciones necesarias para algun criterio
especifico de convergencia

En los métodos directos es claro que, aquellos que utilizan alguna estructura especial en la matriz
ahorran operaciones en comparacién con los métodos estandar. Para una matriz general que se va a re-
solver, se pueden utilizar los métodos directos como la eliminacion gaussiana o la descomposicion trian-
gular. Si una computadora tiene la opcién de acumular productos de doble precision, entonces el
algoritmo de descomposicion triangular puede proporcionar mejores resultados. El método de descom-
posicion triangular también es util cuando la matriz es simétrica, ya que permite reducir el namero de
operaciones y recortar la necesidad de almacenar en un 50%.

Los métodos iterativos se utilizan para matrices con elementos dispersos donde la razén de conver-
gencia es atractiva. Si el método converge lentamente por algun problema, seria preferible utilizar los
métodos directos, aunque la matriz esté dispersa. El método de pivoteo que usa la estrategia de elegir en
cada etapa siguiente la columna con el menor nimero de elementos no nulos, ha dado algunos resultados
experimentales confiables; sin embargo, existe el peligro de que los errores puedan acumularse debido a
la modificaciéon del método de pivoteo normal.

En ausencia de cualquier otra guia, el método iterativo mas utilizado es el método de Gauss-Seidel, ya
que tiene una convergencia mas acelerada que el método de Jacobi. Si la matriz tiene una forma especial,
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es decir, proviene de algunas ecuaciones diferenciales parciales, entonces es posible calcular un factor
apropiado de relajaciéon wy utilizarlo para acelerar la convergencia. Para una matriz general, la eleccion
de un factor de sobrerelajacion es dificil; pero esto se puede valorar si la razon de convergencia es lenta y
se van a realizar varios calculos similares. Se pueden efectuar una serie de calculos con valores experimen-
tales de w para asi seleccionar un valor apropiado.

4.6 Programas desarrollados en Matlab

Esta seccién proporciona los codigos de los programas desarrollados en Matlab para todos los ejercicios
propuestos. A continuacién se listan todos ellos:

4.6.1. Eliminacion gaussiana
4.6.2. Eliminacién de Gauss-Jordan
4.6.3. Inversa de una matriz
4.6.4. Inverso de una matriz con pivoteo parcial
4.6.5. Inverso de una matriz con pivoteo total
4.6.6. Factorizacion LU
4.6.7. Factorizacién Doolittle-Crout
4.6.8. Método de Choleski
4.6.9. Factorizacion QR
4.6.10. Método de Jacobi
4.6.11. Método de Gauss-Seidel
4.6.12. Sistema subdeterminado
4.6.13. Sistema sobredeterminado

4.6.1 Eliminacion gaussiana

El método de eliminacion gaussiana se basa en operaciones lineales entre ecuaciones; es decir, la multipli-
cacion de un escalar por una ecuacion, o la suma elemento a elemento de dos ecuaciones. Realizando
estas dos operaciones de una forma ordenada, se llega a un sistema triangular superior, el cual se resuelve
mediante una sustitucion regresiva simple.

Programa principal del método de eliminaciéon gaussiana

Programa para resolver un sistema de ecuaciones lineales utilizando la técnica de
eliminacién gaussiana.

o\° o\

clear all

clle

% Matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones lineales.
A=[54816; 951614; 41986; 45976; 62971];
% Vector de entradas del sistema de ecuaciones.

B = [9; 1; 2; 9; 11;

% NGmero de incdgnitas del sistema de ecuaciones.

N = rank(A);

% Proceso de eliminacidén gaussiana.

for k = 1:N-1
for m = k+1:N

MT = -A(m,k)/A(k, k); % Multiplicadores.
A(m,:) = A(m,:) + MT*A(k,:); % Modificacién de la matriz A.
B(m) = B(m) + MT*B (k) ; % Modificacidén del vector B.
end
end

[}

% Proceso de sustitucidn regresiva.
x(N) = B(N)/A(N,N);
for k = N-1:-1:1

ind = N - k;
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x(k) = 0;
for m = 1:ind
x(k) = =x(k) - A(k,k+m)*x(k+m) ;
end
x(k) = (B(k)+x(k))/A(k,k);
end (> )

4.6.2 Eliminacién de Gauss-jordan

El método de eliminacion Gauss-Jordan es una simple modificacion del esquema de eliminacion gaussia-
na. En este esquema se llega a una matriz diagonal, de tal forma que las soluciones quedan directamente
en el vector de entradas.

Programa principal del método de eliminacion de Gauss-jordan

% Programa para resolver un sistema de ecuaciones lineales utilizando la técnica de
% eliminacidn de Gauss-Jordan.
clear all
cllc
Matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones lineales.
= [ 8466 9; 532623;59512; 93449;898791;
Vector de entradas del sistema de ecuaciones.
[3; 3; 3; 5; 71;
NGmero de incégnitas del sistema de ecuaciones.
= rank (d) ;
% Proceso de eliminacidén Gauss-Jordan.
for k = 1:N
B (k) = B(k) /A(k,k);

= o0 U o° ¥ oe
1

Modificacidén del vector B debido a la
normalizacién del pivote.
Normalizacidén del pivote.

o o© o\

A(k,:) = A(k,:)/Ak,k);

oe

Multiplicadores.
Modificacidén de la matriz A.
Modificacidén del vector B.

MT = - A(m,k);
= A(m,:) + MT*A(k,:);
B(m) + MT*B (k) ;

o\

tw
B8
n

o°

end
end % NOTA: La solucidén queda en el vector B. o

4.6.3 Inversa de una matriz

El método de la inversa es la aplicacion de la eliminacion Gauss-Jordan. La matriz por invertir emplea
una matriz unitaria. El proceso concluye depositando la inversa en la matriz unitaria. De esta forma, la
solucidn del sistema de ecuaciones se obtiene al multiplicar la inversa por el vector de valores.

Programa principal del método de la inversa

% Programa para resolver un sistema de ecuaciones lineales utilizando la técnica de
% la inversa de una matriz.

clear all

e

% Matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones lineales.
=[92925; 61528;67837;11715;97235]1];
Vector de entradas del sistema de ecuaciones.

[4; 1; 6; 1; 5];

Nimero de incégnitas del sistema de ecuaciones.

= rank(d) ;

% Matriz unitaria.

Id = diag(ones(N,1),0);

= o0 W o
I
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[}

% Proceso de eliminacidén Gauss-Jordan para determinar la inversa de una matriz.
for k = 1:N
Id(k,:) = Id(k,:)/A(k,k); Modificacién de la matriz Id debido a la

normalizacién del pivote.

o 0P o°

A(k,:) = A(k,:)/A(k,k); Normalizacidén del pivote.
for m = 1:N
if m ~= k
MT = - A(m,k); % Multiplicadores.
A(m,:) = A(m,:) + MT*A(k,:); % Modificacién de la matriz A.
Id(m,:) = Id(m,:) + MT*Id(k,:); % Modificacidén de la matriz Id.
end
end
end
x = Id*B; % NOTA: La inversa de la matriz queda en Id. ()

4.6.4 Inversa de una matriz con pivoteo parcial

El método de la inversa es la aplicacion de la eliminacién Gauss-Jordan. La matriz por invertir emplea
una matriz unitaria. El proceso concluye depositando la inversa en la matriz unitaria. De esta forma, la
solucion del sistema de ecuaciones se obtiene al multiplicar la inversa por el vector de entradas. El caso de
pivoteo parcial se refiere al hecho de que en cada caso se elige como elemento pivote el elemento de mayor
modulo de la columna.

Programa principal del método de la inversa con pivoteo parcial

% Programa para resolver un sistema de ecuaciones lineales utilizando la técnica de
% la inversa de una matriz con pivoteo parcial, es decir, utilizando como pivote el
% elemento de la columna de mayor médulo.

clear all

clle

% Matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones lineales.

A=[838234; 43326;34504;31311;463211];

% Vector de entradas del sistema de ecuaciones.

B = [3; 1; 3; 3; 0];

N = rank(A); % NGmero de incbgnitas del sistema de ecuaciones.

Id = eye(N); % Matriz identidad.

A = [A Id]; % Se aumenta la matriz.

Ren = [1:N]; % Vector que numera el total de renglones.

PIV = []; % Vector que acumula los renglones que van siendo pivotes.

)

% Proceso de eliminacidén Gauss-Jordan con pivoteo parcial para determinar la inversa
% de una matriz
for k = 1:N

[Amp Pos] = max(abs(A(Ren,k))); Valor maximo de la k-ésima columna y su
posicién.
Renglén correspondiente a la posicidén donde se
encuentra el pivote.
Acumula los renglones pivote.
Matriz de rotacidén reacomodar las ecuaciones
en la posicién adecuada.
Encuentra los valores diferentes entre Ren y
PIV para buscar el maximo sélo en las
posiciones que no han sido pivote.
Normalizacidén del pivote.

R = Ren(Pos);

PIV = [PIV R];
ROT (R, k) =1;

Ren = setdiff (Ren,PIV);

o° o\ o° o° o\° O° o o° o° o o

(
for m = 1:N

if m ~= R
MT = - A(m,k); % Multiplicadores.
A(m,:) = A(m,:) + MT*A(R,:); % Modificacidén de la k-ésima columna de la
% matriz A.
end
end
end

% Asignacidén de la matriz inversa contenida en la matriz aumentada.
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IA = A(1:N,N+1:2*N);

[}

% Rotacidén de la matriz inversa para darle el acomodo correcto.

IA = ROT*IA;
% Calculo de la solucidn.
x = IA*B; (-

4.6.5 Inversa de una matriz con pivoteo total

El método para obtener la inversa de una matriz mediante la aplicacion la eliminacion Gauss-Jordan,
emplea una matriz unitaria. El proceso concluye depositando la inversa en la matriz unitaria. La solucion
del sistema de ecuaciones se logra al multiplicar la inversa por el vector de valores. El caso de pivoteo total
se refiere al hecho de que en cada caso se elige como elemento pivote el elemento de mayor médulo de la
matriz.

Programa principal del método de la inversa con pivoteo total

o\

Programa para resolver un sistema de ecuaciones lineales utilizando la técnica de
la inversa de una matriz con pivoteo total, es decir, utilizando como pivote el
elemento de mayor médulo.

o\ o\

clear all

cllc

% Matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones lineales.
A=16 7 5 9 2

8 1 7 0 1
1 8 3 4 2
7 1 7 1 5
2 1 1 6 1171;
% Vector de entradas del sistema de ecuaciones.

B =1[7; 1; 6; 1; 4];

N = rank(A); % Numero de incbégnitas del sistema de ecuaciones.

Id = eye(N); % Matriz identidad.

A = [A Id]; % Se aumenta la matriz.

Ren = [1:N]; % Vector que numera el total de renglones.

Col = [1:N]; % Vector que numera el total de columna.

PIR = []; % Vector que acumula los renglones que van siendo pivotes.
PIC = []; % Vector que acumula las columnas que van siendo pivotes.

% Proceso de eliminacidén Gauss-Jordan con pivoteo parcial para determinar la inversa
% de una matriz.
for k = 1:N

[Amp PoR] = max(abs (A(Ren,Col))); Valor maximo de la k-ésima columna y su
posicién.
Valor maximo de la k-ésima columna y su
posicidn.
Rengldén correspondiente a la posicidén donde
se encuentra el pivote.
Acumula las columnas pivote.
Rengldén correspondiente a la posicidén donde
se encuentra el pivote.
Acumula los renglones pivote.
Matriz de rotacidén reacomodar las
ecuaciones en la posicidén adecuada.
Encuentra los valores diferentes entre Ren
y PIR para buscar el maximo sélo en las
posiciones que no han sido pivote.
Encuentra los valores diferentes entre Col
y PIC para buscar el maximo sélo en las
posiciones que no han sido pivote.

[AM PoC] = max(abs(Amp)) ;
C = Col (PoC) ;

PIC = [PIC C];
R = Ren(PoR (PoC)) ;

PIR = [PIR R];
ROT(R,C)=1;

Ren = setdiff (Ren, PIR);

Col = setdiff (Col,PIC);

O o o\° O o\° o° O o\° O o o° o O o\° o o\° o o o

A(R,:) = A(R,:)/A(R,C); Normalizacién del pivote.
for m = 1:N
if m ~=
MT = - A(m,C); % Multiplicadores.
A(m,:) = A(m,:) + MT*A(R,:); % Modificacidén de la k-ésima columna de la
% matriz A.
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end
end
end
IA = A(1:N,N+1:2*N); % Asignacidén de la matriz inversa contenida en la matriz
% aumentada.
IA = (ROT.')*IA; % Rotacidén de la matriz inversa para darle el acomodo correcto.
x = IA*B; % Calculo de la solucién. (* )

4.6.6 Factorizacion LU

El método de la factorizacion LU parte de la aplicacion del proceso de eliminacion gaussiana, seguido de
un proceso algebraico para determinar los factores de una matriz cuadrada. La solucion del sistema de
ecuaciones se obtiene mediante un proceso con una sustitucion regresiva, y otra progresiva.

Programa principal del método de factorizaciéon LU

% Programa para resolver un sistema de ecuaciones lineales utilizando la técnica de
% factorizacidén LU.

clear all

cile

% Matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones lineales.

A=[93301; 44558; 35836;84461;561821];
% Vector de entradas del sistema de ecuaciones.

B = [4; 0; 6; 8; 5];

% NUmero de incdébgnitas del sistema de ecuaciones.

N = rank(A);

% Proceso de eliminacidén gaussiana para obtener U.

U = A; % Inicialmente se pone la matriz A en una matriz U.
for k = 1:N-1

for m = k+1:N

MT = -U(m,k)/U(k,k); % Multiplicadores.
U(m,:) = U(m,:) + MT*U(k,:); % Modificacidén de la matriz U.
end
end
% Proceso para obtener L.
L = eye(N); Se pone una matriz unitaria en L.

o° o\

L(2:N,1) = A(2:N,1)/U(1,1);

( Se resuelve la primera columna.
for k = 2:N-1
=k

for m +1:N

MT = 0;

for 1 = 1:k-1

MT = MT + L(m:N,1).*U(1,k); % Se realiza la sumatoria de los
% elementos conocidos.

end

L(m:N,k) = (A(m:N,k)-MT)./U(k,k); % Se calcula la k-ésima columna de L.
end

end

[}

% Proceso de sustitucidn progresiva.

y(1l) = B(1); % Se calcula el primer elemento del vector auxiliar y
for k = 2:N
ind = k-1;
y(k) = 0;
for m = 1:ind
y(k) = y(k) - L(k,k-m)*y(k-m); % Se calcula la sumatoria de los
% elementos conocidos.
end

y(k) = B(k)+y(k); Se calcula el k-ésimo elemento

del vector auxiliar.

oe o°

end
% Proceso de sustitucidn regresiva.
x(N) = y(N)/U(N,N); % Se calcula la Gltima variable.

for k = N-1:-1:1
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ind = N - k;

x(k) = 0;
for m = 1:ind
x(k) = x(k) - U(k,k+m) *x (k+m) ; % Se calcula la sumatoria de los
% elementos conocidos.
end
x(k) = (y(k)+x(k))/U(k, k) ; % Se calcula la k-ésima variable.
end o

4.6.7 Factorizacion Doolittle-Crout

El método de la factorizaciéon Doolittle-Crout parte de aplicacion del proceso de eliminacién gaussiana,
seguida de un proceso algebraico para determinar los factores de una matriz cuadrada. La solucién al
sistema de ecuaciones se logra mediante un proceso con una sustitucion regresiva y otra progresiva. La
unica variante respecto a la factorizacion LU es que la matriz superior contiene unos en la diagonal.

Programa principal del método de factorizaciéon Doolittle-Crout

Programa para resolver un sistema de ecuaciones lineales utilizando la técnica de
factorizacidén Doolittle-Crout.

clear all

clle

% Matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones lineales.

)
o
[

o

A=[11422;25366; 43917, 65271;649021];
% Vector de entradas del sistema de ecuaciones.
B = [5; 2; 7; 6; 6];
% NGmero de incégnitas del sistema de ecuaciones.
N = rank(A);
% Proceso de eliminacidén gaussiana para obtener la matriz triangular superior.
C = A; % Inicialmente se pone la matriz A en una matriz C.
for k = 1:N
C(k,:) = C(k,:)/Cc(k,k); % Normalizacidén del pivote.
for m = k+1:N
MT = -C(m,k)/C(k,k); % Multiplicadores.
C(m,:) = C(m,:) + MT*C(k,:); % Modificacidén de la matriz C.
end
end

[}

% Proceso para obtener la matriz triangular inferior.

D = zeros(N); Se pone una matriz de ceros en D.
D(1:N,1) = A(1:N,1)/C(1,1); Se resuelve la primera columna.
for k = 2:N

o°

o

for m k:N
MT = 0;
for 1 = 1:k-1
MT = MT + D(m:N,1).*C(1,k); % Se realiza la sumatoria de los
% elementos conocidos.
end
D(m:N,k) = (A(m:N,k)-MT)./C(k,k); % Se calcula la k-ésima columna de D.
end
end
% Proceso de sustitucidén progresiva.
y(1) = B(1)/D(1,1); % Se calcula el primer elemento del vector auxiliar y
for k = 2:N
ind = k-1;
y(k) = 0;
for m = 1:ind
y(k) = y(k) - D(k,k-m)*y(k-m); % Se calcula la sumatoria de los elementos
% conocidos.
end
y(k) = (B(k)+y(k))/D(k,k); % Se calcula el k-ésimo elemento del vector
% auxiliar.
end
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% Proceso de sustitucidn regresiva.
x(N) = y(N)/C(N,N); % Se calcula la Gltima variable.
for k = N-1:-1:1
ind = N - k;
x(k) = 0;
for m = 1:ind
x(k) = x(k) - C(k,k+m)*x(k+m) ; % Se calcula la sumatoria de los elementos
% conocidos.
end
x(k) = y(k)+x(k); % Se calcula la k-ésima variable.
end (* )

4.6.8 Método de Cholesky

El método de Cholesky se aplica a matrices con la peculiaridad de tener simetria. El método como tal hace
una factorizacion en dos matrices triangulares (inferior y superior) con la peculiaridad de que una es la
transpuesta de la otra, por lo que sé6lo se necesita calcular una de ellas. La solucién del sistema de ecuacio-
nes se realiza mediante un proceso con una sustitucion regresiva y otra progresiva.

Programa principal del método de Cholesky

% Programa para resolver un sistema de ecuaciones lineales utilizando la técnica de
% factorizacién de Cholesky.
clear all
e
% Matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones lineales.
=[91321;17134;31912;23171;14218]1];
Vector de entradas del sistema de ecuaciones.
[2; 1; 4; 1; 31;
Nimero de incdégnitas del sistema de ecuaciones.
= rank (A) ;
Proceso para obtener la matriz triangular inferior.
CInf = zeros(N);
% Se calcula el primer pivote.
CInf(1,1)=sqrt(A(1,1));
% Se calcula la primera columna.
CInf(2:N,1)=A(2:N,1)./CInf(1,1);
% Se calculan los siguientes pivotes y las siguientes columnas:
for k=2:N
CInf (k,k)=sqgrt (A(k,k)-sum(CInf (k,1:k-1).%2));
for m=k+1:N
Suma = sum(CInf (m,1:k-
CInf (m,k)=(1/CInf (k,k)

o° = o° g oe
I

1) .*CInf (k,1:k-1));
)* (A(m, k) -Suma) ;
end
end
La matriz triangular superior es simplemente la transpuesta de la matriz triangular

inferior.

)
o
)

<

CSup = CInf.’;
% Proceso de sustitucidén progresiva.
y(1) = B(1)/CInf(1,1); % Se calcula el primer elemento del vector auxiliar y
for k = 2:N
ind = k-1;
y(k) = 0;
for m = 1:ind
y(k) = vy(k) - CInf(k,k-m)*y(k-m); % Se calcula la sumatoria de los
% elementos conocidos.
end
y(k) = (B(k)+y(k))/CInf (k,k); % Se calcula el k-ésimo elemento del
% vector auxiliar.
end
% Proceso de sustitucidn regresiva.
x(N) = y(N)/CSup(N,N); % Se calcula la tdltima variable.
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for k = N-1:-1:1
ind = N - k;
x(k) = 0;
for m = 1:ind
x(k) = =x(k) - CSup(k,k+m)*x(k+m) ; % Se calcula la sumatoria de los
% elementos conocidos.
end
x(k) = (y(k)+x(k))/CSup(k, k) ; % Se calcula la k-ésima variable.
end (> )

4.6.9 Factorizacion QR

El método de factorizacion QR emplea la factorizacion repetida de una secuencia de matrices triangulares,
con la particularidad de que se efectian transformaciones ortogonales. La solucion del sistema de ecua-
ciones utiliza la inversa de una matriz triangular superior y una multiplicacion directa de tres matrices
por el vector de valores.

Programa principal de la factorizacion QR

% Programa para resolver un sistema de ecuaciones lineales utilizando la técnica de
% la factorizacidén Q-R.

clear all

cle

% Matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones lineales.

Agr = [ 95891; 36824;57362;31452;1563417];

% Vector de entradas del sistema de ecuaciones.

B = [2; 3; 1; 3; 11;

N = rank (Aqr) ; % NUmero de incégnitas del sistema de ecuaciones.
Al = AqQr; % Asignacién de la matriz original a Al.

Qi = eye(N); % Se inicializa Qi como matriz unitaria.

Qd = eye(N); % Se inicializa Qd como matriz unitaria.

% Ciclo iterativo para calcular Qd y Qi para la triangulacidn.
for kr = 1:2:30
[Q1,R1] = qgr(Al);

A2 = R1*Q1;
[02,R2] = gr(A2);
Al = R2*Q2;

% Actualizacidén de Qd y Qi.
Qd = Qd*Q1*Q2;
Qi = inv(Q2)*inv (Q1l) *Qi;
end
% Triangular superior a la que se llega utilizando el método OQR.
As = Qi*Agr*Qd;
% Solucidén del sistema de ecuaciones.
x = Qd*inv (As) *Qi*B; (* )

4.6.10 Método de Jacobi

El método de Jacobi es un método iterativo. Aqui, de la primera ecuacion se despeja la primera variable,
y asi sucesivamente. Para su implementacion se necesitan condiciones iniciales, las cuales se sustituyen en
forma simultanea en todas las ecuaciones. El proceso se detiene cuando se tienen dos resultados consecu-
tivos que difieren en menos de una tolerancia especificada.

Programa principal del método de Jacobi

Programa para resolver un sistema de ecuaciones lineales en forma iterativa por el
método de Jacobi.

clear all

e

)
o
o

<
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Matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones lineales.
=[90113;28210;12812;23171;3102291];
Vector de entradas del sistema de ecuaciones.

= [7; 3; 8; 4; 6];

A

B

N = rank(A); % NUmero de incbégnitas del sistema de ecuaciones.

D = zeros(N); % Inicializa la matriz D en ceros.

L = zeros(N); % Inicializa la matriz L en ceros.

U = zeros(N); % Inicializa la matriz U en ceros.

K1 = diag(A); % Asigna la diagonal de A a un vector.

D = diag(K1l); % Asigna el vector con la diagonal de A a la diagonal de D.
A = A-D; % Elimina la diagonal de la matriz A.

% Ciclo para hacer la asignacidén de las matrices triangulares.

for k = 1:N-1
L(k:N,k) = A(k:N,k);
U(k,k:N) = A(k,k:N);
end
% Célculo del nimero de iteraciones.
F = -inv (D) * (L+U) ; Calculo de los valores propios.
Rs = max(abs(eig(F))); Médulo del valor propio de disminucidén mds lento.

Régimen de convergencia.

Nimero de iteraciones en valor real.

NGmero de iteraciones enteras.

Matriz de N * Nm donde se guardan los resultados de
cada iteracidn.

Condiciones iniciales para iniciar el proceso

p = 6;

Ni = (p*log(10))/(-log(Rs)) ;
Nm = fix(Ni)+1;

X = zeros(N,Nm) ;

X(:,1)=ones;

o° o\ o\° o\° o\ o\° o o o\

iterativo.
% Ciclo iterativo del método de Jacobi.
for k=2:Nm
X(:,k) = F*X(:,k-1) + inv(D)*B;
end
X % Muestra en la pantalla el resultado de todas las iteraciones. o

4.6.11 Meétodo de Gauss-Seidel

El método de Gauss-Seidel es un método iterativo. La tinica variante con respecto al método de Jacobi es
que la sustitucién de las variables es diferente. En este método, al encontrar una variable se sustituye in-
mediatamente en la ecuacion siguiente. El proceso se detiene cuando se tienen dos resultados consecuti-
vos que difieren en menos de una tolerancia especificada.

Programa principal del método de Gauss-Seidel

% Programa para resolver un sistema de ecuaciones lineales en forma iterativa por el
% método de Gauss-Seidel.

clear all

cle

% Matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones lineales.
A=[90231;17121;11821;21272;112129]1];

% Vector de entradas del sistema de ecuaciones.

B = [2; 6; 2; 6; 9];

% NUmero de incbégnitas del sistema de ecuaciones.

N = rank(A);

% Ciclo iterativo para normalizar los pivotes de las ecuaciones.
for k = 1:N

B(k,1) = B(k,1)/a(k,k);
A(k,:) = A(k,:)/Ak,k);
end
D = eye(N); % La matriz D es igual a la matriz identidad.
L = zeros(N); % Inicializa la matriz L en ceros.
U = zeros(N); % Inicializa la matriz U en ceros.
A = A-D; % Elimina la diagonal de la matriz A.
% Ciclo para hacer la asignacidén de las matrices triangulares.

for k = 1:N-1
L(k:N,k) = A(k:N,k);
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U(k,k:N) = A(k,k:N);

end

% Céalculo del nimero de iteraciones.

F = -inv(D+L) *U; Calculo de los valores propios.

Rs = max(abs(eig(F))); Médulo del valor propio de disminucidén més lento.
p = 6; Régimen de convergencia.

Ni = (p*log(10))/(-log(Rs)); NiGmero de iteraciones en valor real.

NiGmero de iteraciones enteras.

Matriz de N * Nm donde se guardan los resultados de
cada iteraciédn.

Condiciones iniciales para iniciar el proceso

Nm
X

fix(N1i)+1;
zeros (N,Nm) ;

X(:,1)=0nes;

o° o° o\° o\°® o\° o\° o\ o\ o\

iterativo.
% Ciclo iterativo del método de Gausss-Seidel.
for k=2:Nm
X(:,k) = F*X(:,k-1) + inv(D+L)*B;
end
X % Muestra en la pantalla el resultado de todas las iteraciones. -

4.6.12 Sistema de ecuaciones subdeterminado

Cuando se tiene un sistema con mas incognitas que ecuaciones, a algunas incdgnitas se les pueden asignar
un valor aleatorio, para asi resolver el resto del sistema de manera unica. Si s6lo hay una incognita de mas,
entonces solo se le asigna valor a una de las variables. La forma de solucion es pasar en cada ecuacion la
incognita a la cual se le asigno el valor a la parte derecha y asi tener un sistema de n ecuaciones con # in-
cognitas con solucién tnica.

Programa principal de un sistema de ecuaciones subdeterminado

% Programa para resolver un sistema de ecuaciones lineales cuando se tienen mas
% incbégnitas que ecuaciones.
clear all
clle

Matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones lineales.

= [461335;243362;531138;6422823;3409871];

Vector de entradas del sistema de ecuaciones.

= [9; 1; 2; 9; 11;

Nimero de incégnitas del sistema de ecuaciones.

= rank (A) ;

Se pasa la Gltima incédgnita de cada ecuacidén al lado derecho, asi se tiene un nuevo
vector de valores. Para esto se le asigna un valor a esta variable. Como puede ser
cualquier valor, las posibilidades son infinitas.
r = N/rand (1) ; Valor aleatorio de la Gltima variable.
n =B - A(:,N+1)*Xr; Valor del nuevo vector de valores.
n = A(1:N,1:N); Asignacién de la nueva matriz reducida en una variable.
Xn = inv (An) *Bn; Valor de las incégnitas restantes.
Xf = [Xn; Xr] Muestra en la pantalla el valor de todas las variables. (*

T g B o o o 2 o T o ¥ oe

o\°® o\° o\® o\° o\

4.6.13 Sistema de ecuaciones sobredeterminado

Cuando se tiene un sistema con mas ecuaciones que incognitas, la forma de resolverlo tomando en cuen-
ta todas las ecuaciones es la premultiplicacion por la transpuesta de la matriz de datos. Esto equivale a
utilizar el método de minimos cuadrados. Con este proceso se llega a un sistema de »n ecuaciones con n
incognitas cuya solucion se puede implementar con el método de la matriz inversa.

Programa principal de un sistema de ecuaciones sobredeterminado

Programa para resolver un sistema de ecuaciones lineales cuando se tienen mas
ecuaciones que incdégnitas.

clear all

el

o\® o
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4.7.1

4.7.2

4.7.3

4.7.4

4.7.5

4.7.6
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Matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones lineales.

=[7 5 4;5 3 6; 8 2 4; 5 7 1; 6 3 31;
Vector de entradas del sistema de ecuaciones.

= [3; 0; 5; 8; 4];

NGmero de incdégnitas del sistema de ecuaciones.

= rank (A) ;

La solucidén al sistema de ecuaciones se implementa en forma directa
= inv(A.’*A)*A.'*B

Por el método de eliminacién gaussiana resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

1 7 5 9[x] [2
427 1|x| |6
9 6 8 2|lx]| |9
3 7 3 1lx,] l4

Por el método de eliminacion gaussiana resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

2 3 4 2][x] [1
513 7|x| |3
8 8 1 6| x| |4
11 4 9lx,] |8

Por el método de eliminacion gaussiana resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

=

1 3
2 |=]5
1

x

3 4 2
1 2 1
2 1 5

=

3

Por el método de eliminacion gaussiana resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

I
=

2 8
7 5
31

x

5]

Il
o =

=

3

Utilizando el método de Gauss-Jordan, resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

3
3
1
0

NN AN

1
9
4
6

NN W oo
= O O U
x
@

Utilizando el método de Gauss-Jordan, resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

1 1 5 2][x] [4
4 4 3 1|x| |6
06 6 2|x| |1
5 7 0 3)lx] L1
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4.7.7 Utilizando el método de Gauss-Jordan, resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

=

1 1
2 |=| 1
1

=

4 4 9
3 1 1
3 1 4

=

3

4.7.8 Utilizando el método de Gauss-Jordan, calcule la inversa de la siguiente matriz A:

O = O = NN
W o WOV U1 =
N N o o N
[\S TN TE (S R SR NS |
o NN O NN W
B oo NI = = U

4.7.9 Utilizando el método de Gauss-Jordan, calcule la inversa de la siguiente matriz A:

6
5
9
3

NN O W
& Co U1 BN
W W W U

4.7.10 Utilizando el método de Gauss-Jordan, calcule la inversa de la siguiente matriz A:

1 9
A=|0 1
4 1

S = N

4.7.11 Por factorizaciéon A = LU, es decir triangular inferior y triangular superior, determine los
factores de las matrices de A:

4 6 8 1
12 21 30 11
24 60 99 77

28 57 95 71

4.7.12 Por factorizacion A = LU, es decir triangular inferior y triangular superior, determine los
factores de las matrices de A:

9 5 2 9
18 17 8 20
27 22 12 30
18 59 42 38

4.7.13 Por factorizaciéon A = LU, es decir triangular inferior y triangular superior, determine los
factores de las matrices de A:
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3 8 2 2
|2t 58 15 21
|13 8 4 3
6 26 27 49

4.7.14 Por factorizaciéon A = LU, es decir triangular inferior y triangular superior, determine los
factores de las matrices de A:

0.6 1 2.2 42
006 1 332 212

1.08 324 10.12 11.58
144 4.65 14.11 173

4.7.15 Por factorizacion Doolittle-Crout A =DC, es decir triangular inferior y triangular superior,
determine los factores de las matrices de A:

4 16 28 36

5 22 39 51
A=

8 33 59 80

7 31 57 91

4.7.16 Por factorizacion Doolittle-Crout A =DC, es decir triangular inferior y triangular superior,
determine los factores de las matrices de A:

7 14 35
A=|1 11 68
2 5 21

4.7.17 Por factorizacion Doolittle-Crout A = DG, es decir triangular inferior y triangular superior,
determine los factores de las matrices de A:

7 14 21 7
|3 14 81 51
19 21 55 30

1 5 35 41

4.7.18 Por factorizacion Doolittle-Crout A = DC, es decir triangular inferior y triangular superior,
determine los factores de las matrices de A:

34 1496 10.88 6.12
23 1252 12.64 10.62
32 1548 1732 1594
1.2 878 1574 2433

4.7.19 Por el método de Cholesky, factorice la siguiente matriz A:
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9 18 9 6
18 40 20 18
9 20 11 11
6 18 11 42

4.7.20 Por el método de Cholesky, factorice la siguiente matriz A:

[29 5 8 9 1]
5 61 8 12 4

A=[8 8 93 6 32
9 12 6 65 2
(1 4 32 2 24]

4.7.21 Por el método de Cholesky, factorice la siguiente matriz A:

(28 4 1 7 1
4 32 2 5 1
A=|1 2 75 9 8
7 5 9 65 3

1 1 8 3 19]

4.7.22 Por el método de Cholesky, factorice la siguiente matriz A:

(89 11 8 22 13 7
11 59 12 7 23 1
8 12 8 19 2 22
2 7 19 74 8 4
13 23 2 8 99 47
7 1 22 4 47 79]

4.7.23 Utilizando la factorizacion A = QR, resuelva el sistema de ecuaciones AX =B con los siguien-
tes datos:

2 6 11 0|[x] [5
5 81 3 2|[x,| |5
216 7 1|x|=[2
459 6 2|x| |1
6 9 1 4 1])lxs| L9

4.7.24 Utilizando la factorizacion A = QR, resuelva el sistema de ecuaciones AX =B con los siguien-
tes datos:

5 1 6 2x] [7
8 2 4 5(x| [4
7 1 1 7||x]| |1
9 4 3 7)lx] L5
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4.7.25 Utilizando la factorizacion A = QR, resuelva el sistema de ecuaciones AX = B con los siguien-

tes datos:
1 6 7 2[x] [1
9 5 8 4flx,| |3
4 3 5 1|x]| |9
7 6 1 9llx,] [2

4.7.26 Utilizando la factorizacion A = QR, resuelva el sistema de ecuaciones AX =B con los siguien-
tes datos:

8 1 4 3]x] [3
19 4 2|x| |1
32 7 1|x| |3
11 2 8llx] L7

4.7.27 Por el método de Jacobi y el de Gauss-Seidel, resuelva el siguiente sistema de ecuaciones. De la
primera ecuacion despeje la primer variable y asi sucesivamente. Calcule el radio espectral de cada
método y el nimero de iteraciones para tener un error global de (107 ). Las condiciones iniciales para
ambos métodos son x; =0, x, =0y x3 =0.

4x1 _4x2 +ZX3 :1

2%, +8x, —2x3=2

3%, —2x,+3x; =1
Haga una tabla de las iteraciones y verifique cudl de los dos métodos converge mas rapido a la solucion

exacta. Obtenga la solucion exacta para efectos de comparacion utilizando cualquier método directo,
como la inversa.

4.7.28 Por el método de Jacobi y el de Gauss-Seidel, resuelva el siguiente sistema de ecuaciones. De la
primera ecuacion despeje la primer variable y asi sucesivamente. Calcule el radio espectral de cada
método y el niimero de iteraciones para tener un error global de (107 ). Las condiciones iniciales para
ambos métodos son x; =0, x, =0, x3 =0y x, =0.

6x, — 2x,+3x3+5x,=6
5x1+10x2—6X3+ X4=8
3x;+ x,+8x3—3x,=3

X1+ x2+ X3—8x4=1

Haga una tabla de las iteraciones y verifique cudl de los dos métodos converge mas rapido a la solucién
exacta. Obtenga la solucion exacta para efectos de comparacion utilizando cualquier método directo,
como la inversa.

4.7.29 Para el siguiente sistema de ecuaciones subdeterminado, encuentre la solucion si se tiene que
Xy = 1.

5x,+9%x, +2x3+7x, =4
lxl +5x2 +8x3 +3x4 =5
4x,+7x,+2x3+8x, =2
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4.7.30 Para el siguiente sistema de ecuaciones subdeterminado, encuentre la solucion si se tiene que
x4 =3.

5x,+9x, +2x3+8x,+3x; =9

3%, +7x, +6x3+4x, +2x5 =6

9x,+3x, +4x3+6x,+7x5 =7

4x,+3x, +7x3+6x,+1x; =8

4.7.31 Para el siguiente sistema de ecuaciones subdeterminado, encuentre la solucion si se tiene que
Xs=3yx4=2.

4x,+2x, +1x;+8x4 +6x5 =2

3%, +4x, +2x5+1x,+3x, =4

3x,+8x, +1x3+2x,+4x, =1

4.7.32 Para el siguiente sistema de ecuaciones subdeterminado, encuentre la solucion si se tiene que
X; =5yxs=1.

9%, +3x, +4x3+6x, +2x5 +7x5+6x, =6

1x, +2x, +8x5 +3x, +4x5 +6x5 +7x, =8

9x,+3x, +5x3+7x,+6x5 +4x5 +2x, =5

2x,+4x, +8x3+6x, +1x5 +9x, +3x, =8

8x,+5x, +2x3+6x,+4x5+7x5+4x, =4

4.7.33 Encuentre la solucion de un sistema sobredeterminado si se tienen siete ecuaciones y solo
cuatro incdgnitas.

3%+ 2x, +1x3+2x, =2
5x,+6x, +4x;5+5x, =7
7x,+9%, +2x5+8x, =1
9x;+2x, +9x3+2x, =5
2x,+1x, +3x3+1x, =2
5x1+9%x, +7x3+3x4 =7
4x,+3x, +1x;+2x, =3

4.7.34 Encuentre la solucion de un sistema sobredeterminado si se tienen seis ecuaciones y so6lo dos
incognitas.

7x,+3x,=6
6x,+1x, =8
2x,+1x, =5
1x,+6x, =6
6x,+2x, =4
9x,+1x, =2

4.7.35 Encuentre la solucion de un sistema sobredeterminado si se tienen ocho ecuaciones y sélo dos
incognitas.
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1x, +4x, =1
6x,+6x, =2
11x,+8x, =3
14x,+10x, =4
18x,+12x, =5
21x,+15x, =6
26x,+16x, =7
31x,+17x, =8

4.7.36 Encuentre la solucion de un sistema sobredeterminado si se tienen seis ecuaciones y solo tres
incdgnitas.

9%, +7x, +6x3 =4

5x,+9x,+5x; =3

9x,+3x,+6x;3 =2

7x,+5x,+7x; =4

4x,+5x,+5x; =8

8x,+7x,+9x; =6

7x,+3%x,+8x; =6

3x,+5x,+3x; =5
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Capitulo 5

Interpolacidn y ajuste de curvas

5.1 Aproximacion e interpolacion

Existen dos tipos de problemas que se pueden considerar dentro de este concepto; pri-
mero, el problema de interpolacién que involucra el encontrar valores intermedios cuan-
do los valores estan dados como un conjunto finito de datos y, segundo, el problema de
aproximarse a una funcion dentro de un intervalo, por medio de una funcién simple, por
ejemplo un polinomio. Claramente, la funcién aproximada debe ser capaz de reducir el
error de aproximacion tanto como sea posible; por supuesto, diferentes formas de defi-
nir el error corresponden a diferentes métodos. En el caso de interpolacion por el méto-
do de diferencias finitas, la funcion aproximada es un polinomio que tiene valores iguales
a los dados en un conjunto finito de puntos. Denotando con f; (i=0, 1,.., n) los valo-
res de f(x) enlos puntos x;(i=0,1,..., 1)y ¢, (x) la funcion aproximada; si se define el
error como:

E, =36, (x)- f] (5.1)
i=0

entonces ajustando la funcion exacta en los n+1 puntos, el error E, se reduce a cero.
Cierto que el error definido por la ecuacién (5.1) se ha minimizado, pero la pregunta que
falta por resolver es silos valores en los puntos donde x # x; tienen una buena aproxima-
cién, ya que en los problemas de aproximacion se considera el error en todos los puntos
dentro del intervalo.

Cuando se considera el error sobre un intervalo completo, el objetivo final es hacer
el maximo error tan pequefio como sea posible. Este es el tipo de aproximacién minimi-
zada donde el error se define como:

e =mix|0(x)— £ () 52)

y la funcion ¢(x) se escoge de tal forma que E,;, se minimice. Es en este contexto donde
los polinomios de Tchebyshev han encontrado amplias aplicaciones.

El tercer caso de interés es cuando el numero de datos de los cuales se tiene el valor
es considerablemente mas grande que el grado de la aproximacion deseada. Es decir, si
se quiere usar un polinomio de bajo orden, por ejemplo un polinomio ctbico, para una
aproximacion sobre un intervalo en el cual tal vez se conocen veinte valores de una fun-
cién. Cuatro puntos son suficientes para determinar un polinomio cubico tnico, y el
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error sera entonces elevado en los puntos restantes. En esta situacion, mas que hacer el error cero en un
punto en particular, se requiere que el error sea tan pequefio como sea posible sobre todo el intervalo. Una
eleccion apropiada para definir el error en este caso esta dado por:

sm=i[¢n(x,-)—f,»]2, mzn (5.3)

1

Asi, el ajuste de minimos cuadrados se obtiene encontrando la funcion ¢, (x) que minimiza el valor
de S,,. El subindice n implica que la funcién ¢, (x) depende de un ntimero de pardmetros a los cuales se
les puede dar el valor apropiado para obtener el ajuste deseado. En el caso de un polinomio, estos para-
metros son los coeficientes g, gy, ..., a, y, por tanto, la funcién ¢, (x) tendrd n+ 1 pardmetros variables.

Una gran ventaja de los polinomios es que usando operaciones aritméticas accesibles en una compu-
tadora digital, es posible evaluarlos directamente o hacer el cociente de dos polinomios. También es muy
facil evaluar integrales y derivadas de polinomios por célculo directo. En cambio, el calculo de otras fun-
ciones, como exponenciales o trigonométricas, se hace con métodos de aproximacion.

Es importante conocer qué tan precisa se puede obtener una aproximacion usando polinomios. Afor-
tunadamente el teorema de Weierstrass afirma que, para cualquier funcién continua dentro de un inter-
valo finito, el error minimo se puede hacer tan pequefio como se quiera eligiendo un polinomio de orden
suficientemente alto. Otro tipo de aproximacion, que también es significativa, es la aproximacién por
series de Fourier. En este caso se puede mostrar que, arbitrariamente, se puede obtener una buena aproxi-
macién para muchas clases de funciones, si éstas satisfacen las condiciones de Dirichlet, lo cual se enuncia
en el siguiente teorema:

Teorema 5.1  Si f(t) es una funcién periédica acotada en todo el periodo, tiene un nimero finito
de maximos y minimos locales, y tiene un niimero finito de puntos de discontinuidad, entonces la serie de
Fourier de f(t) converge a f(t) en todos los puntos en los que f(t) es continua y, al promedio de los
limites por la derecha y por la izquierda de f () en los puntos de discontinuidad. o

Las condiciones del teorema 5.1, conocidas normalmente como condiciones de Dirichlet, aclaran que no
es necesario que una funcion sea continua para tener un desarrollo valido en series de Fourier. Esto sig-
nifica que una funcién se puede definir por intervalos mediante funciones totalmente diferentes. De esta
forma, un mismo punto esta evaluado por la izquierda por una funciéon y por la derecha por otra, hacien-
do de éste un punto de discontinuidad. Aun asi, si el nimero de puntos de discontinuidad es finito, se
tiene una representacion valida mediante la serie de Fourier.

5.2 Interpolacion

Definiendo el problema de interpolacién como: Dados un conjunto de n+1 puntos {(x,, ¥o ). -»(%,> ¥ )}
con x; #x;,i# j determinar un polinomio de grado menor o igual que #, P, (x), tal que B, (x;)=y;;
i=0,1,..., n, este problema se puede abordar considerando el polinomio

P, (x)=ay+ax+a,x*+---+a,x", con P,(x;)=y;; i=0, 1,..., n.

Se tiene entonces que

Ay +ayxg +ayx5 ++ -+ a,x4 = Yo

ag +ayx, +axi +-+a,x] =y,

ay+ayx, +axp ++a,xn =y,
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Este es un sistema con n+1 incdgnitas y n+1 ecuaciones, el cual se puede escribir como

VA=Y (5.4)

donde

(1 x, x¢ xt ]

1 x xt - x

V=1 x, x? x5

L1 x, x, Xy ]

A:[ao"an]T
y

Y=[y, 51"

La matriz V se llama matriz de Vandermonde y se tiene que el det V #0 si y solo si x; # x;, i # j, por
lo que el sistema tiene solucion tnica. El programa desarrollado en Matlab se proporciona en la secciéon
5.9.1. Con esto queda demostrado el siguiente teorema.

Teorema 5.2  Dados los puntos (xq, ¥ )s-..,(X,, ¥, ) con x; # x;, i # j entonces existe un tinico po-
linomio P, (x), de grado menor o igual que n tal que P,(x;)=y;; i=0,1,...,n. o

La construccion del polinomio interpolador mediante la solucion del sistema (5.4) no es la adecuada, ya
que la matriz de Vandermonde cuando se obtiene de esta forma por lo general magnifica los errores de
redondeo de la solucion del sistema. A este tipo de matrices se les conoce como matrices mal condiciona-
das. Para evitar la solucion del sistema (5.4) se propone la formulacion de Lagrange para determinar el
error de aproximar una funciéon mediante un polinomio interpolador. Se tiene el siguiente teorema:

Teorema 5.3 Seaa=x,<x,<x,<---<x,=b, fe C"V[a,b] (funcién continua de orden n+1)
y
f(x;)= ;. Si P(x) es un polinomio interpolador de f en los puntos (x;, ;),i=0, 1,..., n, entonces

f(x)=P(x)+(x—xoxx—xl)---(x—x»{}jfjf (5.5)

donde e (a,b)Vxe[a,bly E=&(x).

Demostracion  Para demostrar este resultado se hace uso del teorema de Rolle (generalizado), el cual esta-
blece que dada una funcién ge C™[a,b]y si a=x,<x, <x, <...<x,=b con g(x,)=g(x)="-=g(x,),
entonces existe &€ (a, b) tal que g™ (&)=0.

Six=x;,i=0,1,...,n larelacion se cumple. Suponiendo que x # x; y definiendo

(t—x0)(t—2x,)---(t—x,)
(x—x0)(x—2x,)---(x—x,)

g =[f()—P®)]-[f(x)-P(x)]

entonces g€ C"V[a,b]. Ahora, g(x)=0, g(x;)=0,i=0,1,..., n entonces g tienen al menos (n+2) rai-
cesen [a,b].
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Aplicando el teorema de Rolle generalizado, existe £€ (a, b) tal que gV (£)=0. Esto es,

(n+1) (n+1) n
— (n+1) _P(n+1 f(x) P(x) d _
dt(n+1)g(t) f (t) (t) H:’O(_x x)dt("+l) H(
dado que
P ()=0
y
d(n+1) n
A H(t x;)=(n+1)!
entonces
(n+1)
I (&)= o LE=P “"( +1)1=0

dt(nﬂ) Hn—O(
Despejando f(x)—P(x), queda demostrado el teorema donde

A=Xxy <X <Xy <-+<x,=b

(n+1)
e, = F(x) = P(x) = (x— 0 )(x— x) ) -(x = x,) L —)

(n+1)!
Sabiendo que si fe C"*[a,b], existe K >0 tal que
|f"(x)|<K V xe|a,b]
por lo que
le, (x)| < 1)'l_“ (5.6)

Este ultimo resultado establece que el error permanecera acotado a todo lo largo del intervalo de in-
terpolacion; por ejemplo:

EJEMPLO 5.1

Sea f(x)=x’,xe[-1,1]. El polinomio interpolador de primer orden a f en los puntos (-1,-1), (0, 0) y
(1,1) es p(x)=x. Las graficas de f(x)y p(x) estén dadas en la figura 5.1.
El error de interpolacion es
e(x)=x>—x

Si se tiene que

e'(x)=3x%*-1
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:

—— Funcién f (x)

—o— Polinomio interpolador
=
S 05k —
°
b=
2
=
Q - |
g0
9
5
=
c.
£ -05F B
<

-1 I I I
-1 0.5 0 0.5 1

Valor de x

Figura 5.1 Graéfica de la funcién f(x) y del polinomio interpolador p(x).

los méximos y minimos se alcanzan cuando € (x)=0 por lo que x =+-=~+0.57735. Entonces

e(i%) =70.3849. Por tanto, el error absoluto maximo es de 0.3849, el cual es mucho menor que la
cota para el error obtenida con (5.6) que es:

le(x)|<3
Considerando otros puntos de interpolacion, es decir los puntos x, = —%, x=0y x, =?, se tiene
que el polinomio interpolador de primer orden es p(x) =2 x. Las graficas de la funcién y el nuevo polino-
mio interpolador se muestran en la figura 5.2.
El error en este caso esta definido por:

e(x)= f(x)—P(x)=x"-3x
Ademas, de la féormula (5.6), se sigue que
le,(x)|< 3|(x+§)(x—§)

Ahora

e(x)= f(x)—P(x)=x"—3x

—— Funcién f (x)
—o— Polinomio interpolador

=
S 05k —
°
=l
=]
<
=
Q - |
L0
9
3
p=
=
a.
£ -05F B
<

-1 I I I

-1 -0.5 0 0.5 1

Valor de x

Figura 5.2 Grafica de la funcion f(x) y del polinomio interpolador p(x).
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Entonces el error méximo se tiene cuando e’(x) = 0; esto es, x = +1, y el error maximo es e(+1) =70.25.
Asi,

le(x)[£0.25 Vx €[-1,1]

De estos resultados se puede observar que la eleccion de los puntos de interpolacién es importante a
fin de reducir el error de interpolacion. Esto se trabajara con los polinomios de Tchebyshev.

5.2.1 Interpolacién de Lagrange

Definiendo ahora los polinomios fundamentales de Lagrange como [Nakamura, 1992], [Maron, 1995],
[Mathews, 2000], [Burden et al., 2002], [Nieves et al., 2002], [Rodriguez, 2003]:

L, (x)= H _ (x=2x0)(x=21) (=2 ) (X = X)) (X —x,)

,i=0,1,...,m
Xi—X; (% =2x0) (3 =21 )+ (% =2, ) (o6, = Xy )+ (% — %)
-7’-‘1

J

Se tiene que
Ln,i(xi):L Ln’i(xj)ZO,iij

y L;(x) es un polinomio de grado n. Definiendo ademads

P, (x)= yoL,o(x)+ L, (x)++y,L, . (x)= ZyiLn,i(x) (5.7)
i=0
se tiene
Pn (xO) = )’o
B, (xl ) =N
P (%)= yn

De esto se sigue que P, es el polinomio interpolador de grado menor o igual a #. La férmula (5.5) se
puede escribir con la ayuda de (5.7) como

f(x) zyan,(X)‘f‘(X xo)(x xl) (X x)f;(n:l_)l()é)

donde y; = f(x;). Si se requiere evaluar el polinomio interpolador en algin valor dado de x, es convenien-
te utilizar la expresion (5.7) directamente. La seccioén 5.9.2 provee el cddigo en Matlab para la construc-
cién de un interpolador de Lagrange de cualquier orden, dependiendo de la cantidad de datos que se
tengan. El siguiente ejemplo considera ese caso.

EJEMPLO 5.2

Construir un polinomio interpolador utilizando el método de Lagrange considerando los puntos (1, 3),
(2,4), (3,2) y (5, 1). En este caso n = 3; entonces se tiene que
(x=2)(x=3)(x=5) 1
Ly o(x)= ==

—2-3as) o D=3

(=DG=3)x=5) 1 13— 3)(x—5)

L3’1(x)=(2—1)(2—3)(2—5) 3
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Ly ()= DE=D=8) L )y o)x5)

Ls,a(x)

Se tiene entonces

(3-1)(3-2)(3-5) 4

D=3 1,
= oD6-2)5=3) 24 D=3

P(x) =—§(x—2)(x—3)(x—5)+%(x—l)(x—3)(x—5)

Simplificando,

—%(x—1)(x—2)(x—5)+21—4(x—1)(x—2)(x—3)

1
B(x)==x> —2x2 +11x—4
2 2

La grafica del polinomio esta dada en la figura 5.3.

8

6H

Amplitud de la funcién

Figura 5.3 Gréfica de la funcién tabular y del polinomio interpolador Ps(x).

@ Funcién tabular x - f (x)
—— Polinomio interpolador

1 2 3 4 5 6
Valor de x

5.2

Interpolacion @ 159

Si se requiere evaluar el polinomio interpolador en s6lo un punto, por ejemplo x = 4, simplemente se

considera

Por lo que

Ly (4)=47204-3)(4-5_-2_1
’ (1-2)1-3)1-5) -8 4
L (=403 _=3_
’ (2-1(2-3)2-5) 3
L, (4)=4-D@-2(-5) _—6_3
’ (3-1)(3-2)(3-5) —4 2
L (4)=@7D@-2)4-3) 6 _1
’ (5-1)(5-2)(5-3) 24 4

1 3 1
P(.X=4)23(1)‘{—4(—1)4‘2(5)4'1(2):0

Esta formulacion tiene la desventaja de que, si se desea agregar un punto extra al conjunto de puntos,
se deben volver a realizar todos los célculos para la obtencion del polinomio. En la siguiente seccién se
establecerd una nueva formulacién para la cual es relativamente facil agregar un nuevo dato al conjunto
de puntos de interpolacion y aprovechar los calculos efectuados.
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5.2.2 Formulacién de Newton con diferencias divididas
Se sabe que, si se tiene un polinomio de grado maximo # que satisface la condicién
P(x;)=y; i=0,1,...,n,

entonces este polinomio es unico si todos los puntos x; son distintos. De esta forma, el problema es reaco-
modar el polinomio en forma mas conveniente para el calculo automatico. En forma particular, puede ser
posible agregar puntos adicionales en forma simple sin invalidar los calculos previos. Suponiendo que se
tiene un polinomio interpolador B, (x) de miximo grado k que se ajusta a los datos en los puntos
x;(i=0,1,...,k) y se desea formar el término siguiente P,,; (x) agregando un punto de interpolacion adi-
cional x,,, como se requiere que el calculo previo no se vea alterado, se busca la forma

P (x)=P(x)+q(x) k=0,1,...,n-1 (5.8)

donde gy, (x) tiene un méaximo grado de k+1. Debido a que B, (x) y Pi(x) interpolan en los puntos
x;(i=0,1,..., k), se tiene

Pou(x)=PB(x;) i=0,1,....,k (5.9)
y por tanto, usando la ecuacion (5.8) se tiene gy, (x;) =0. La eleccién adecuada para gi (x) es por tanto:
Gin (%) = s (x =20 ) (X —2x1) -+ (= x;.)

El polinomio interpolador resultante es conocido como polinomio interpolador de diferencias divi-
didas de Newton [Maron, 1995], [Mathews, 2000], [Nieves et al., 2002], [Rodriguez, 2003], y tiene la si-
guiente forma:

P (x)=ay+ay (x—xo)++a,(x—xp)(x—x1) - (x—x,) (5.10)
Esto se puede expresar en forma recursiva, lo cual es conveniente para su célculo. Asi se tiene:
Py(x)={[as (x =) +a, ] (x —x;) +a }(x—x0) + 4

Afortunadamente, los coeficientes a; se pueden generar simplemente construyendo una tabla de di-
ferencias divididas. Sustituyendo los valores de x;(i=0,1,...,n—1) en la ecuacién (5.10) y utilizando
P(x;)=y,, se obtiene

Yo=0a
Y =ay+a (% —x)
Yo =ag+ay (X, —x0)+a (X, —x0) (X, — %)

Los coeficientes g; estan dados por

=)o 4 ="
xl _XO
(y3=2) _ (y2=»1) (J’z_}'l) _ (y1=20)
(J’z_)’l)_()’l_)’o) (65=x3)  (o-x) _ (-x)  (x1—%)
_(—x)  (x1—x) _ (s=x) (%2 =%0)
a, = as =
(x,=x0) (3 =)

Para simplificar la notacidn, se definen las diferencias divididas como

0-ésima diferencia dividida flxi 1=y
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k-ésima diferencia dividida

5.2 Interpolacion @® 161

flxixin]= s L

Xiy1 — X

f[xi’xi+1)---’xi+k]=(f[xi’xi+1)-~-’xi+k—1]_f[xi+l’---)xi+k] )/(xi+k_xi)

con lo que resulta que

doy =f[x0]
a, zf[xmxl]
a =f[x0,x1,x2]

a, = flxg, X150 %, ]

y se tiene que el polinomio interpolador esta dado por

P(x)= flxo]+ flxos %1 1(x—2x0)+ f %05 X1, %2 | (x =20 ) (x —x7)
+“'+f[x0’x1)'--9xn](x_xO)(x_xl)'“(x_xn—l)

=3 o e )5 30) (x50 (= 1)

(5.11)

Esta formulacion del polinomio interpolador recibe el nombre de formulacién de Newton con dife-
rencias divididas. Se puede demostrar que

()

(n+1)!
donde ¢ denota algun punto entre los puntos de interpolacién para obtener de (5.5) la férmula

Flxo> X150 X, x| =

f(x)sz[xo,xl,...,xk](x—xo)(x—xl).--(x—xk,1)+(x—x0)(x—x1)---(x—xn)f[xo,xl,...,xn,x]
k=0

Los coeficientes son calculados construyendo una tabla de diferencias divididas (tabla 5.1), como se
muestra a continuacion. Entonces se tiene una forma de acomodo en la cual los coeficientes son faciles
de evaluar. La forma final nos da un calculo rapido para muchos valores de x con un algoritmo de multi-
plicacion recursiva. Se pueden agregar puntos de interpolacion adicionales para darle mas precision al
esquema. La tabla de diferencias divididas muestra que el agregar un punto adicional simplemente intro-
duce otra linea diagonal en la parte baja de la tabla, dando un coeficiente adicional a,,, el cual no altera el
conjunto anterior.

Tabla 5.1 Tabla de diferencias divididas de Newton.

la. diferencia 2a. diferencia 3a. diferencia

Xo fo
h—Jo _
xl_xo _.fOl
X, fi foo— for _;
—xz_xo 012
fz_fl Eﬁz f123_f012 Efo123
X, =X X3 =Xy

(continuia)
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la. diferencia 2a. diferencia 3a. diferencia
%2 f2 fu=fio _
- = f123
X3 =X
f 3 f 2 = f23
X3 =X,
X3 f3

El c6digo Matlab para implementar este método se proporciona en la seccion 5.9.3 de este capitulo.
El programa como tal determina los coeficientes de un polinomio interpolador utilizando la técnica de
diferencias divididas de Newton.

EJEMPLO 5.3

Para construir el polinomio interpolador que pasa por los puntos (1, —6), (2, —67), (4, —495), (7, 2598) y
(=2, —147), construir una tabla de diferencias divididas

Tabla 5.2 Tabla de diferencias divididas de Newton para el ejemplo 5.3.

3% Diferencia dividida
f(x)=1a. 2a. 3a. 4a. 5a.
1 —
2 —67 =
—214
4 —-495 249
1031 32
7 2598 121
305
-2 —147

El polinomio interpolador esta dado por
P, (x)=—6—61(x—1)—51(x—1)(x—2)+50(x—1)(x—2)(x—4)+6(x—1)(x—2)(x—4)(x=7)
Simplificando, se obtiene finalmente

P, (x)=6x*—34x—23x* +156x—111

5.2.3 Formulacién de Newton para puntos
igualmente espaciados

Considerando ahora que los n+1 puntos de interpolacion estdn igualmente espaciados por una distancia
h="2 en el intervalo [a, b], esto es
n

x; =a+ih, i=0,1,...,n,
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5.2

o bien
x;=xo+ih, i=0,1,...,n

sea y;= f(x;),i=0,1,..., n. Las diferencias divididas satisfacen

f[xi]zyi
Sl xia) =222

Xiy1 —Xi

1

:E()’m_)’i)
f[xi+1!xi+2]_f[xi’xi+1]
xi,x,' ,xi =
f[ s X2 | Xy,
:ﬁ(}’m—)’iﬂ)_i()’m — i)
2h

1
Zﬁ(}’ﬁz —2Yi+ i)

f[xm > Xiv2> Xit3 ] - f[xi > Xitl> xi+2]
Xiv3 =X

_ T;lz(yiﬁ’a =2Yi+ Yin )‘ﬁ(}’m =2y +Y;)

f[xi s Xivts Xings Xie3 | =

Interpolacion @® 163

3h
1
:ﬁ()’ws =32 +3Yia— i)
También
b
41h*
Para simplificar la notacion se definen las diferencias adelantadas como

Flxi X Xiszs Xiaa> Xiva ] = (Vira =4Yi3 62 =4y + ;)
Ay =y,
Ay =8y, =y~ yi
A*y, =A(A*"'y,) en forma lineal
Entonces se tiene que
Ayo =y,
A'yo=y1=y
A’yo=A(Ayy)=A(y: - yo)

=Ny = Ay =(y2=y1)—(y1 =)o)
=Y =201+

Ny =A(Ay,)=A(y, =2y, + )
=Ay, =2Ap, +Ayo = (y5=y2)=2(y2 = 1) +(y1 = y0)
=y3=3),+3)1— Yo

Una férmula general para la k-ésima diferencia es
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k
ik
k J
wyo=3
=0 J

flxos %150 ] =

Usando esta notacion se tiene que

1N
T
Si se considera el cambio de variable
xX=x,+sh
se tiene entonces que
x—x; =(xo +sh)—(x, +kh)
=(s—k)h
y por tanto,

(x=20)(x=x1) - (x=x1) = (sh) ((s=1)h)---((s—k+1) )
=h*s(s—1)---(s—k+1)

Definiendo los coeficientes binomiales generalizados como

s)_s(s—1)---(s—k+1)
(k)_ k!

se tiene que éstos son generalizacion de los coeficientes binomiales para s y k enteros y

(x—x())(x—xl)---(x—xk_l)=hkk!(k]

, donde "s" y "k" son niimeros reales,

Con estas notaciones, se tiene que el polinomio interpolador de Newton (5.11) para puntos igual-
mente espaciados se puede escribir como

1

- s - s
P(x)= z O Akyohkk!(kJ = EAkyo(k), xX=x,+sh
k=0 - k=0

Esta formulacidn del polinomio interpolador se llama polinomio interpolador de Newton con dife-
rencias adelantadas para puntos igualmente espaciados. De forma similar a como se definieron las di-
ferencias adelantadas, es posible definir las diferencias atrasadas por medio de

Vo=,
Vi =Vy, =y =y
V¥y, =V(V*'y,) en forma lineal
Si se tiene que
Viyi=y
Viyi=yi=yi

szi =V(Vy)=V(yi=yi1)
=Vy;=Vy,, = ()’i _)’H)_(J’H _)’i—z)
=Yi—2YiatYia
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una férmula general para la k-ésima diferencia atrasada es

Vi = i(—l)j (I;)yij

j=0

Usando esta notacién, el polinomio interpolador se puede escribir como

P(x)=§n“vk)’n (—1)k(_ks), x=x,+sh

Para el computo del factor (-1) ¢ (_ks ), se tiene que

k!
_s(sH+1)(s+2)--+(s+k-1)
- k!

De forma similar, esta formulacion del polinomio interpolador se llama polinomio interpolador de
Newton con diferencias atrasadas para puntos igualmente espaciados. Se pueden escribir entonces las
férmulas correspondientes a (5.5) para puntos igualmente espaciados. Estas son

s

_ oAk (8 n+l (n+1) _
f(x) ZOA J’o(k}"h (n+1)f (&), x=xo+sh (5.13)

(_Dk(—ks ): (-1)* (=s)(=s=1)(=s—2)-+(—s—k+1)

_ Sk Y A ntl(_qyn+1| TS (n+1) _
F69= 3 1)( k]+h (-1) (n+1]f @, x=x,+sh (5.14)

5.2.4 Interpolacion iterativa

El esquema anterior opera en dos etapas; primero se construye la tabla de diferencias divididas para calcu-
lar los coeficientes, y después se usa la multiplicacion recursiva para encontrar los valores interpolados.
Este procedimiento es mds conveniente cuando se requiere interpolar valores en un gran nimero de pun-
tos; pero en el caso en el que se requieren s6lo pocos puntos, el gran niimero de célculos se puede reducir
usando un método de interpolacion iterativa, tal como lo es el de Aitken y Neville.

La base de estos métodos es la construccion de una tabla de polinomios de forma similar a la tabla de
diferencias divididas, la cual contiene en columnas sucesivas polinomios de mas alto orden que ajustan
los datos dados en un gran niimero de puntos cuando uno se mueve a través de la tabla. En el calculo de
los valores interpolados, los polinomios en si no se usan. Se introduce un valor particular de x y se produ-
ce una tabla de valores correspondientes a varios polinomios. El grado del polinomio se incrementa a lo
largo de la tabla y, finalmente, se espera que la precision del resultado se incremente también. De esta
forma, si el proceso esta convergiendo, el resultado en el lado derecho de la tabla finalmente cumplira con
la precision requerida. En este punto se detiene el calculo. La tabla se construye con interpolaciones linea-
les sucesivas de polinomios anteriores, de acuerdo con la siguiente férmula:

Prl,rz,.“,rk,i,j(x): (x_xi)Prl,rZ,.A.,rk,j _(x_xj )Prl,rz,...,rk,i
(xj_xi)

Inicialmente, By (x)=f;, B (x)=fi, etc., y los primeros datos de entrada a la tabla de Aitken son

(x=x1)R—(x—x)R

Py (x)= (x0—2,)

By ) = )
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(x=x3) By (%) = (x =%1) B (%)

(% —x,)

Py (x)=

La tabla 5.3 (de Aitken) completa tiene la siguiente forma:

Tabla 5.3 Tabla de Aitken.

Xy fo
Py (x)
X h Bz (x)
Py (x)
X2 fz
Py (x)
X3 f3
e fi Pu(x) Pu(x) o o o o wo Bra(x)

Si se agrega a esta tabla un valor extra de la funcién, la nueva columna se calcula usando solamente
los valores a lo largo de la diagonal, comenzando por f;. Por esta razén, sélo los elementos de la diagonal
necesitan almacenarse, ya que todos los otros términos son solamente valores intermedios. La tabla de
Neville se basa en la misma formulacion, pero usa combinaciones de diferentes puntos para formar las
columnas. Esto se muestra en la tabla 5.4:

Tabla 5.4 Tabla de Neville.

X0 fo
Py (x)
X h By (x)
Py (x)
X
e fo Bar(x) Pggoni(x) oo By ()

Cuando se introduce un nuevo punto en esta tabla, el célculo involucra sélo elementos del renglén
anterior. Por tanto, no se necesita almacenar el resto de la tabla.

El método de interpolacion iterativa, o el método de diferencias divididas de Newton, son convenien-
tes para interpolar usando una computadora. En el método iterativo, el grado del término sucesivo de la
tabla da facilmente una guia de la precision del método; pero cada interpolacion necesita el calculo com-
pleto de la tabla de diferencias divididas. Si se van a interpolar muchos puntos, la forma de Newton es mas
adecuada, ya que la evaluacion de la tabla se hace una sola vez. Cada interpolacion requiere entonces sélo
una multiplicacion recursiva, la cual necesita pocos calculos. Sin embargo, se deben hacer investigaciones
preliminares para determinar el nimero de puntos necesarios para que la interpolacion tenga la suficien-
te precision.
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5.3 Eleccion de los puntos de interpolacion

Regresando a la férmula (5.5),

fn+1 ({g)
F(x)=Plx)+(x—x0)(x = %)+ (x = x,) (5.14)
(n+1)!
Es natural considerar cual es la mejor eleccion de los puntos x,, x;,..., x,,, si esto es posible, para mi-
nimizar el error de interpolacion,

&
(n+1)!

Una posibilidad es elegir los numeros x,, x;,..., x,, de forma tal que minimicen el maximo del valor
absoluto del error de interpolacion en el intervalo [a, b]. Esto se puede lograr si se minimiza el maximo
del valor absoluto de la expresion (x—x,)(x —x;)---(x—x,,).

Este problema se conoce como el problema minimax. Para efectos practicos, si se considera que
[a,b]=[—-1,+1], entonces el problema minimax se puede formular como el de determinar x,, xi,..., X,,
que minimicen la expresion,

e(x)=(x—x0)(x—2x;) -~ (x—x,)

mix [(r=)(x =)+ (x=x,)

Se demostrara que la solucién al problema minimax esta ligada a los ceros de los polinomios de Tche-
byshev, T,,,,, los cuales se definen como:

T, (x)=cos(ncos™ (x)) (5.15)
Usando la identidad trigonométrica
cos(n+1)0+cos(n—1)0=2cosnbcosO
se obtiene la relacidn de recurrencia
T (x)=2xT, (x)— T, (x) (5.16)

Se tiene de (5.15) que Ty(x)=1 y T;(x)=x, y se puede demostrar por induccién que T, (x) es un
polinomio de grado n con coeficiente principal 2"". De la relacién de recurrencia (5.16) se tiene que

T, (x)=2x*-1

Ty (x)=4x> -3x
T,(x)=8x"*—8x*+1

T (x) =16x> —20x> +5x

Los ceros de T,(x) estan en el intervalo [-1, +1] y son

(2k+1)x

], k=0,1,...,n-1
2n

X = cos[
Ademas, se tiene que T,(x) alcanza sus maximos y minimos en los puntos
kr
Xp =cos(— s k=1,2,...,n—1
n

Estos valores se encuentran entre los ceros del polinomio. El valor méximo es
kr
T, (cos(— Dz (-1)*
n
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ademads de que

n
L()=(-1)", T,(1)=1
Se tiene también que [T, (x)|<1. Con esta informacion se procede a resolver el problema minimax
mediante el siguiente teorema.

Teorema 5.4 1la expresion max |(x —xo)(x—x;)---(x—x,)| alcanza su valor minimo cuando los
—1<x<1

nameros Xxo, Xi ,..., X,, se eligen como los ceros del polinomio de Tchebyshev T, (x).

Demostracion  Dado que T, (x) tiene coeficiente principal 2", se debe demostrar que

(=) (x =) (X=X, ) = — ST ()

Es decir, de entre todos los polinomios de grado n+1 con coeficiente principal igual a 1, el polinomio

1
z_nTnH (X)
tiene el modulo méximo mas pequeiio en el intervalo [-1, +1], el cual es 1/2". Suponiendo que existe un
polinomio de g,,;(x) de grado n+1 con coeficiente principal igual a 1 tal que

1
max |gu (%)< Iﬂaf |Tn+1(x |= o

el polinomio 1, (x)=¢,4 (x)—T,11 (x) tiene al menos n+1 ceros, ya que tiene el mismo signo que T, (x)
en cada uno de los n+2 puntos extremos donde T, (x) alcanza su maximo modulo; pero r,(x) es un
polinomio de grado no mayor que n, por lo que no puede tener mas de # ceros. Por tanto r,(x) debe ser
idénticamente cero. Esto completa la demostracion.

La aparente restriccion de su aplicabilidad al intervalo [-1, +1] se puede superar facilmente por un
cambio de variable. Si X e[-1,+1]y x€ [a, b] entonces la funcién

x=((X+1)(b—-a)/2)+a

transformarad el intervalo [—1, +1] al intervalo [a, b]. Este cambio de variable es importante en la teoria de
cuadratura gaussiana, ya que esto significa que se puede considerar cualquier intervalo finito transfor-
mandolo al intervalo [—1, +1]. Como corolario al teorema 5.4, se tiene

Corolario 5.1 Sean a<x,<x <x,<--<x,<b los ceros del polinomio de Tchebyshev T, .,
fe ol [a,b] y f(x;)=y;. Si P(x) es un polinomio interpolador de f en los puntos (x;,y;), i=0,1,...,1,
entonces
e(x)=|f(x)—P(x) S .
(=1 ()= Pel=5, et
donde K,,, = max |f(”Jr1 (x)].
Este corolarlo establece que, al usar puntos arbitrarios para la interpolacidn, se tiene convergencia

puntual, mientras que al usar puntos dados por las raices de los polinomios de Tchebyshev se tiene con-
vergencia uniforme. Esto se ilustra con el siguiente ejemplo. o

EJEMPLO 5.4

Interpolar la funcién f(x)=exp(—x*) en el intervalo [-5, +5] con 9 puntos de interpolacién, usando
puntos igualmente espaciados y los ceros del polinomio de Tchebyshev de grado 9.
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Usando puntos igualmente espaciados se tiene que # = 8 y por tanto
_b—a_ 5-(-5) _5

h
n 8 4
De aqui se obtiene que
x; =a+ih, x; =-5, —E,—é,—é,O,é,i,Eﬁ
4 2 4 4 2 4
Ast, el valor de la funcion en cada punto es
225 _25 25 25 25 E

25 716 » 4 » 16 16 o4 -25
fl_:e e 16 ¢ 4 16 ] pl6 o4 ol6 ¢

El polinomio interpolador de Lagrange usando estos puntos es

1 128 -2 16 -2 128 -2 41
B(x)=1+|——eP+—¢ 16 ———¢ 4 +—¢ 16 —— |x*
875 7875 125 125 45
225 25 25
28 25 128 S 2704 e 7808 Sy 364 o
28125 9375 28125 28125 1875
225 25 25
128 512 SRR 6656 - 14848 -8 128 )
703125 234375 703125 703125 9375
225 25 25
1024 o 8192 G 4096 S 8192 - 1024 )
123046875 123046875 17578125 17578125 3515625

Ejecutando las operaciones entre paréntesis se llega finalmente a
B (x)=1-0.69671613610106987369x" +0.13612707332081008039x*
—0.0092452096376437130025x° +0.00019403490090295641654x*

Por otro lado, los ceros del polinomio de Tchebyshev de grado 9, se determinan con
(2i+1)7

(18)

X; =5c0s ,i=0,1,2,...,n

Es decir, se tienen los siguientes 9 ceros,

NG NE)
X; = 5COS(£),E, SCOS(S—E), 5cos(7—ﬂ), 0, —5cos(7—ﬂ:), —5COS(5—T[), —g, —SCOS(E)
18 2 18 18 18 18 2 18

Por tanto la funcién evaluada en esos puntos es:

—25COSZ(£) B —ZSCOSZ(S—E) —ZSCOSZ(E) —25cosz(7—ﬂ) —ZSCOSZ(S—”) B —25COSZ[£)
ﬁze 18,64,6 18,6 18 ,1,6 18 ,e 18 ,64,6 18

donde la transformacién x:[—1,+1] —[-5,+5] definida como x(¢)=5¢ se usé para transformar las rai-
ces del polinomio de Tchebyshev a los puntos de interpolacion. El polinomio interpolador de Lagrange
utilizando estos puntos es entonces

P, (x)=1— 0.49883156328945086986 x> +0.070197960961434665691 x*
—0.0037043184850804692191 x° +0.000065473184005538263827 x*

De la comparacion de P;(x) y P,(x) se hace notar que los coeficientes de ambos polinomios son dife-

rentes; la figura 5.4 muestra la comparacion de ambos respecto a la funcién exacta.
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—— Funcién f(x)
"""" Polinomio interpolador de Lagrange
===+ Polinomio interpolador de Tchebyshev

Amplitud de la funcién

|
-5 0 5

Valor de x
Figura 5.4 Graéfica de la funcién evaluada y de los dos polinomios interpoladores.

En la figura 5.4, la linea continua representa la funcion por interpolar; la linea punteada, el polinomio
con puntos igualmente espaciados, y la linea punteada doble, el polinomio basado en los ceros del polino-
mio de Tchebyshev de grado 9. Se puede observar que las oscilaciones dadas por el polinomio, con puntos
igualmente espaciados, aumentan al aumentar el numero de puntos, ya que la convergencia es puntual,
mientras que en el polinomio basado en los puntos de Tchebyshev, estas oscilaciones decrecen al aumentar
el nimero de puntos. En la evaluacién numérica de las funciones se utiliza la representacion expandida,
pues los polinomios de alto orden son muy sensibles a pequefios cambios numéricos de estos coeficientes.

5.4 Ajuste por el método de minimos cuadrados

La propiedad fundamental de este método es que la suma de los cuadrados de los errores se hace tan pe-
queiia como sea posible [Mathews, 2000], [Burden et al., 2002], [Nieves et al., 2002]. Se tienen dos casos:
la aproximacion de un conjunto finito de valores o de una funcion definida dentro de un intervalo. En el
primer caso, el error se definird como la suma de los cuadrados de los errores individuales de f(x) en
cada punto; en el segundo caso es necesaria una formulacién integral. Esta formulacién se usa para de-
mostrar la base tedrica del método. En su forma general, el método de minimos cuadrados se basa en una
funcion aproximada, la cual depende linealmente de un conjunto de pardametros a, a,, ... a,. La integral
de la suma del cuadrado de los errores esta dada por:

5= ()0l ar, ..y )] d

Debido a que se requiere que S sea lo mas pequeno posible, la primera derivada con respecto a los
coeficientes debe ser cero esto es:

08/da; =0, i=0,1,...,n

Silas condiciones apropiadas se cumplen para la diferenciacion dentro de la integral, entonces ésta se
reduce a n+1 ecuaciones para los coeficientes a,. Por tanto se tiene que

—[f(x)-¢(ay, ar, ..., a,, x)|dx =0, i=0,1,...,n

Como ¢ es funcidn lineal de los coeficientes, los términos de esta ecuacion son constantes. Entonces
la ecuacion se puede escribir como
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b b
Ia—¢¢(a0,a1,...,an,x)dxzja—¢f(x)dx, i=0,1,...,n
 da; ! da;

Esta ecuacion se conoce como “la forma normal de la ecuacidon”. Para ilustrar de manera simple el
método, considere el caso de una aproximacion polinomial,

d(ay, ays ..., a,, x)dx=ay+ax+---+a,x"
La forma normal de esta ecuacidn es
b b
Jx‘ [ao+ayx+--+a,x"]dx= Jx’f(x)dx, i=0,1,...,n
a

a
Si se desarrollan estas ecuaciones, se obtiene

Ugo Ay +u01a1 +-- ‘+l/l0nan = bo

UGy + Uy +-+ -+ U,,a, =b, (5.17)
donde los coeficientes u;; del lado izquierdo estdn dados por
b
u,-jzj.x’-xfdx, i,j=0,1,..,n
a

Desafortunadamente, estas ecuaciones pueden ser muy mal condicionadas y no se recomienda la
solucion directa del problema de minimos cuadrados por este método. Idealmente, se querra que la forma
normal de la ecuacidén tome una forma simple que dé una solucion eficiente al problema. La forma mas
simple posible es la forma diagonal, la cual permite poder encontrar los coeficientes a, a,, ... a, directa-
mente, dividiendo por u; (i=0,1,..,n). Esta forma se puede obtener aprovechando las propiedades espe-
ciales de las funciones ortogonales. La propiedad fundamental de las funciones ortogonales es que, para
dos términos diferentes de una sucesion ortogonal Q; (x) (k=0,1,...), la integral

b
Jw(x)-Qi(x)~Qj(x)dx=O, para i#j

Los limites a y b y la funcién de peso w(x) se eligen adecuadamente. En forma especifica, si se elige
w(x)=1ya=-1, b=+1, entonces se obtienen los polinomios de Legendre, los cuales tienen la propiedad
de ortogonalidad. Asi, en vez de aproximar por sumas de potencias de x, se usa la suma de polinomios de
Legendre de la forma

o(ag, a, ..., a,, x)dx =ayBy(x)+a, B (x)+---+a,P,(x)
Los primeros polinomios de esta serie son
B (x)=1
B(x)=x

Pz(x)=%(3x2—l)

Haciendo la correspondencia con la ecuacién (5.17), ahora se tiene un conjunto con términos sola-
mente en la diagonal, ya que:

+1
uy= [B(x)B(x)dx=0, i=0,1,..,n, j#i
-1

Los coeficientes de la diagonal también toman una forma especialmente sencilla,
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+1

= [[B(x)] dx=

-1

2i+1
de tal forma que los g, se encuentran directamente:

21+1JP(X) f(x)dx, i=0,1,...,n

Si se necesita la representacion como un polinomio en x, la expresion para P.(x) se puede sustituir
dentro de las ecuaciones una vez que se han determinado los valores a;, y un reagrupamiento dara el po-
linomio en x.

5.4.1 Ajuste discreto de minimos cuadrados normalizado

De las propiedades fundamentales de este método expresado en forma discreta, se llega a la siguiente re-
lacién:

E, :i(}/i ~P,(x;))’° (5.18)
donde
P, (xi)=ia,~xf (5.19)
j=0

Sustituyendo la ecuacion (5.18) en la ecuacion (5.19), se obtiene
m n ) 2
E = 2 Vi —Zajx,»’
i=1 j=0
Desarrollando esta tltima expresion, se llega a

E, =i()’i)2—2i()’i)[iajx; }"i(iajxij]

Reagrupando finalmente, se obtiene

b-3i-280( St S 300 S )

j=0 k=0

El error minimo cuadrado se obtiene cuando la derivada del error respecto a los coeficientes es cero.
Por tanto, se debe cumplir que

oE,

0a;

J

=0
De esa forma se obtiene

(zy, 250 Lowt [ E30a (S j)

=0 k=0
da;

=0

Resolviendo la ecuacion anterior, se llega a

m n m
—22)/,'96,-1 +22ak(2x{+k J =0, j=0,1,...,n
i=1 k=0 i=1
Dividiendo la ecuacion previa entre 2 y pasando al lado derecho la sumatoria, se obtiene

kzn:ak(ixiﬁk):iyixij, j=0,1,...,n
o \ia

i=1
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En forma expandida, la solucion es
k=0 k=1 k=2 k=n

m m m m m

j=0 %ZX? +a12x} +a22x,»2+...+an2x§“ =2y,-x?
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
m m m m m

i=1 aOZx} +alz“xi2 +a22x? +...+an2x}1“ = Zy,»x}
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
m m m m m

=2 ay ) xPta Yy xitay ) xi . ta, ) =)yl
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

m m m m m
j=n aOZx? +a12x,-”+1 +a, in"“ +..+ aHEx?+” = Zy,»xi"
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Reacomodando en forma matricial, se tendrd por tanto

1 . 113

m [ m
0 1 2 n 0
fo in in Z"i Zy,»xi
i=1

i=1 i=1 i=1 i=1

1 m m m ao 1M
1 2 3 n+l 1
in in Exi in Z)ﬁxi
i=1

i=1 i=1 i=1 i=1 a

m 11, a2 = a3
2 3 4 n+2 2
PEDY DY R N W PWE

i i i=1 . i=1

M 11 1 m 11

n n+l n+2 n+n n
E,xi E,xi E,xi E,xi E,yixi
i i i=1

. | =1 B

donde m es el nimero de puntos considerados.

Investigaciones en el campo de la elecciéon del valor adecuado de n dan una vision considerable de la
naturaleza de la aproximacion de minimos cuadrados. Cuando n = m, se produce un polinomio interpo-
lador para los n + 1 puntos usados. Para valores de n < m, el ajuste de minimos cuadrados normalmente
no pasard por los puntos, y la curva se sujetara al proceso de suavizamiento. Esto tiene un valor particular
cuando el método se aplica a resultados experimentales, los cuales dan valores de la funcién junto con
errores experimentales. La desviacidn mas pequeiia debida a los errores puede dar como resultado un
polinomio altamente oscilatorio que es esencialmente el reflejo de la fluctuacion debida al error. Con
curvas que se espera sean suaves, incluso para valores entre dos puntos, la aproximacion se puede hacer
dividiendo el intervalo en muchos subintervalos. Entonces en cada subintervalo se puede usar una aproxi-
macién de minimos cuadrados basada en un polinomio de orden bajo. La seccién 5.9.4 de este capitulo
proporciona el cédigo Matlab para hacer un ajuste de hasta (m—1) orden utilizando la técnica de mini-
mos cuadrados.

EJEMPLO 5.5

Ajustar la tabla 5.5 de valores por el método de minimos cuadrados, construir todas las aproximaciones
posibles y comparar los resultados.

Tabla 5.5 Tabla de valores para construir los polinomios por minimos cuadrados.

x =3 =2 =l 0 1 2 3
f(x) =27 -16 -9 1 8 18 26
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El polinomio de mayor orden posible por construir con este grupo de datos es de 6, y el menor, por
supuesto, de orden cero. Los polinomios finales tienen la siguiente estructura:

p(x)=a,x’ +a,x' +--+a,x"

Si se determina primero el de mayor orden, donde 7 = 6, se obtiene el sistema siguiente:
m m ] [ m ]
0 1 6 0
$x $xtw $u] [$om
i i=1 i=1 i=1
jii3 i1}
1 2 1
25 2 a|_| 2y
i i=1 : i=1

Jid} Jii} Jiil
6 7 12 6
PEADY DY 2 yixi
i=1

L i=1 i=1 | L i=1 J

Sustituyendo los valores de la tabla en la ecuacion anterior se obtiene

0 28 0 196 0 1588 [ap] [ 1 ]

28 0 196 0 1588 0 a 244
26 0 196 0 1588 0 13636 || a, -2
0 19 0 1588 0 13636 0 a, |=| 1720
196 0 1588 0 13636 0 120148 |la, | | —50
0 1588 0 13636 0 120148 0 as | 13984
(1588 0 13636 0 120148 0 1071076 la, | | —602 ]

El niimero de coeficientes que se necesitan determinar depende del orden del polinomio que ajusta el

grupo de datos; esto se hace particionando la matriz. Por ejemplo, para un polinomio de orden 3, se toma
una matriz de cuatro por cuatro para dar

0 28 0 |a 1
0 28 0 19 [la | | 244
28 0 19% 0 |a| | -2

0 19 0 1588][as 1720

Ast, los coeficientes se obtienen simplemente usando la inversa de la matriz,

al 7 0o 28 o071 2
a| |0 28 0 19| |244| |52
a| |28 0 19 0 2| |-+

14

as 0 196 0 1588 1720 #
Por tanto, el polinomio de orden 3 para ajustar el grupo de datos es
pa(x)=Lx® —La? 10051 3

Todos los polinomios posibles se resumen en la tabla 5.6.
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Tabla 5.6 Resumen de los polinomios.

Orden Polinomio
0 Po(x)=%
1 px)=%x+1
2 pr(x)=—Lx?+8x+3
3 pi(x)=La’ —Lx? 410043
4 Pax)=—Lxt+lad 44y 41000, 3
5 Ps(x)=$x5—$x4—;—4x3+%x2+%x_%
6 Pe(x) ==t + b’ +2xt — Ly 3y p Wy

La figura 5.5 muestra la tabla de datos en circulos, y todos sus ajustes de orden par, es decir, de orden
0, 2, 4 y 6. Del analisis de esta figura se puede deducir que no necesariamente al aumentar el orden del
polinomio resultante se mejora el ajuste. Esto se explica de manera natural si se tiene un grupo de datos
provenientes de una linea recta: en este caso, lo mas légico es que una funcién lineal de primer orden se
aproxime mejor que una de alto orden.

20

Variable dependiente f(x)

e Tabulardexvs fx
— - Ajuste de orden cero
—- -— Ajuste de segundo orden |

Ajuste de cuarto orden
—— Ajuste de sexto orden

-20

-2 -1 0 1 2

Variable independiente x

Figura 5.5 Grafica de la tabla de datos y todas sus funciones de ajuste.

Adicionalmente se tiene el teorema 5.2, el cual enfatiza que con 7 puntos se tiene al maximo un poli-
nomio de sexto orden. Adicionalmente, sin importar la técnica que se utiliza dentro del intervalo, todos
los polinomios son equivalentes. Por esta razon, y por las razones expuestas en las secciones 5.1 y 5.2,
construir un polinomio interpolador de maximo orden por la técnica de minimos cuadrados no es lo
adecuado. Por supuesto, para este caso especifico, se minimizan las propiedades del método.
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5.5 Transformada rapida de Fourier

Muchos de los obstédculos encontrados en la aplicacion del andlisis de Fourier a problemas practicos se
superan mediante el uso de transformadas numéricas [Hwei P. Hsu, 1998]. Aunque la transformada
de Fourier es una herramienta de andlisis muy poderosa, su aplicacion a problemas practicos suele ser
muy limitada. Algunas causas de esto son: 1) Funciones del dominio del tiempo f(t) o de la frecuencia F(s)
dificiles o imposibles de pasar de un dominio al otro; 2) Funciones de tiempo no especificadas analitica-
mente, sino por medio de graficas, de mediciones experimentales o en forma discretizada.

Algunas metodologias se basan en el uso de funciones racionales del dominio de Laplace, o bien en la
aproximacion a éstas. Aqui, en cambio, se utiliza la transformada discreta de Fourier (TDF). Dicho enfo-
que es mucho mas general, pues permite el manejo de funciones irracionales. Adicionalmente permite
determinar, y en buena medida controlar, los niveles maximos de error numérico.

5.5.1 Transformadas de Fourier y de Laplace

Sea f(¢) una forma de onda y F(s) su imagen en el dominio de Laplace. Sus transformadas directa e inver-
sa de Laplace son

F(s)= Tf(t)e’“dt (5.20a)
1 Oc+joo »
f(t)zgj | E(s)eds (5.20b)

c—joo
donde s=c+ jw, wes la frecuencia angular y ¢ una constante finita con valor mayor o igual a cero.
De la sustitucion de s=c+ jw en (5.20a) y (5.20b) se llega a

F(c+jo)=[[f(t) ] et (5.21a)
0
ect il )
F()="= [ Fc+ jo) edo (5.21b)
21 -
Cuando c vale cero (5.21a) y (5.21b) corresponden a las transformadas de Fourier:
F(jo)= j f(t) ei®tdt (5.22a)
0
f(B)=—- [ F(jo) e deo (5.22b)
27 7

El limite inferior en (5.22a), normalmente —o°, aqui se toma como 0, pues sdlo se consideraran fun-
ciones causales. La expresion (5.21a) indica que la transformada de Laplace se puede obtener aplicando la
integral de Fourier a f(f) amortiguada; es decir, premultiplicada por una exponencial decreciente. La
constante c es su coeficiente de amortiguamiento. La expresion (5.21b), por su parte, indica que la trans-
formada inversa de Laplace se puede obtener aplicando la integral inversa de Fourier a F(s) y luego des-
amortiguando el resultado, multiplicdindolo por una exponencial creciente de la forma e.

5.5.2 Tratamiento numérico de la transformada de Fourier

La integracién numérica requiere limites de integracion finitos, por lo que el rango de t en (5.22a) se
trunca, sustituyéndolo por [0, T]. Este, ademas, también se discretiza, de modo que

t=mAt>m=1,2,3,...M y At=T/M (5.23)

La funcioén f(¢) se puede entonces representar mediante una serie de puntos o muestras de la forma
f(mAt), como se ilustra en la figura 5.6a. Del mismo modo que para ¢, el rango de integracién de @ en
(5.22b) se trunca en el intervalo [-Q,+Q]; luego, éste se discretiza de modo que
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o=nAo—n=-N,...,~1,0,+1,..., N y Aw=Q/2N (5.24)

La figura 5.6b ilustra el truncamiento y discretizacion del rango de @, asi como el muestreo de F(jw),

f@)

At [E(jo)

N
™~ 4 R

0 1 2 T = MAt -Q 0 +Q

a) b)

Figura 5.6 Truncamiento, discretizacion y muestreo. a) Para f(t). b) Para F(j ().

Los rangos muestreados y discretizados de t y de @ permiten evaluar a (5.22a) numéricamente. De la
regla rectangular de integracion, se obtiene asi

M-1
F(jnAw)= At 2 f(mAt) g-immatse (5.25a)
m=0

Se puede demostrar, por sustitucion directa, que el lado derecho de (5.25a) es periddico en @y que su
periodo es

P,=2m/At (5.25b)

De la aplicacion de la regla rectangular de integracion en (5.22b), se obtiene

Ao & ,
f(mAt)zE Y, F(jnAw) emmsise (5.25¢)
n=—N

En forma similar a (5.25a), el lado derecho de (5.25¢) es periddico en ¢, y su periodo es

P =2n/Aw (5.25d)

La repetitividad de (5.25a) implica que 2€2, la longitud del rango truncado de @, deba ser menor o
igual a P, Se elige la igualdad, pues concuerda con el criterio del muestreo de Nyquist:

Q=n/At (5.26)
El criterio de muestreo de Nyquist establece que

« Si una sefial no contiene componentes en frecuencia mayores de @ws — rad/s, ésta se puede ca-
racterizar por completo con los valores de las muestras tomadas en instantes separados por una
frecuencia de muestreo dada por f,, = /@ — s, donde @ es la frecuencia de la componente de
mayor frecuencia contenida en la sefial f(¢).

La periodicidad de (5.25c¢) por su parte lleva a la consideracion de que T, el tiempo maximo de obser-

vacion, debe ser menor o igual a P,. Con el fin de que (5.25¢) abarque el mayor intervalo posible de tiem-
po, también se escoge la igualdad
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T =2n/A® (5.27)

La combinacién algebraica de (5.26) y (5.27) con (5.23) y con (5.24) determina las siguientes rela-
ciones:

M=2N (5.28a)
AtAw=21t/ M (5.28b)
Aw/2m=1/ MAt (5.28¢)

Como consecuencia adicional de lo anterior, de los pardmetros T, Q, At, Aw, y M s6lo a dos de ellos
(cualesquiera) se les puede asignar valores libremente, pues con esto los demds quedan automaticamente
determinados.

Considerando ahora las variables discretas f,, y F,, como aproximaciones correspondientes de f (mAt)
y F(jnAw), de modo tal que (5.25a) y (5.25¢) sean reciprocas, o sea, que la relacion de igualdad “=" sus-

tituya a la de aproximacion “=”. aplicando ademas (5.28b) en (5.25a), se llega a
M-l .
E,=AtY f, e /2mmM (5.29a)
m=0

Para (5.25¢) adicionalmente se aplican (5.28a) y (5.28c). Por tanto se tiene que:

1 |: 1 M/2-1
At Mﬂ=—M/2

fon E, es2mmmiM ] (5.29b)

La sumatoria de (5.29a) inmediatamente se identifica con la TDF. En cuanto a (5.29b), es posible
demostrar que

1 1 'S i2 /M
=—| — ) E,e/?mm 5.29¢
f At[ — 2 ] (5.29¢)

Ahora (5.29¢), se identifica con la TDF inversa. Una importante ventaja de relacionar las transforma-
das de Fourier con la TDF es la posibilidad de usar el algoritmo de Cooley-Tuckey o FFT. Los errores
numéricos de (5.29a) y (5.29¢) se deben principalmente a los procesos de truncamiento y de discretiza-
cion. A continuacidn se describen los efectos de éstos, asi como su control.

5.5.3 Errores por truncamiento

El truncamiento de (5.22b) se puede representar de la siguiente forma:
()= [ H(jo)F(jo) e do (5.30)
2w

donde f(#) es la aproximacion de f(t) por el truncamiento y H(jw) es la ventana rectangular.
La ventana rectangular esta descrita por

0 -Q>w
H(jw)=11 -Q <0
0 Q<w

La grafica de H(jw) se muestra en la figura 5.7a, mientras que en la 5.7b se muestra su transformada
inversa k().
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A

H(jo) <« Q/2rn

a) b)

Figura 5.7 Gréficas a) de H(j @) y b) de h(t).

De acuerdo con el teorema de la convolucion, f,(¢) en (5.30) es f(¢t) ®h(t). En la figura 5.84 se repre-
senta f(t) como un escaldn. La figura 5.8b ilustra el resultado de convolucionar a f(t) con h(t). Ahi se
pueden observar dos de los efectos mas importantes del truncamiento: 1) Las oscilaciones de Gibbs que
se acentan alrededor del punto de discontinuidad; 2) El adelanto de At/2 segundos de f,() con respec-

to a f(¢).

F(D=u(n) ‘
< h(1) adelanto
%%'W%%%H t /\\\\/ t
0 0
a) b)

Figura 5.8 Gréficas a) de las funciones f(t) y h(t) y b) de f,(t).

Toda funcién que involucre una discontinuidad se puede expresar como la suma de una funcién
continua y un escalén. De este modo, el ejemplo de la figura 5.8 pasa a ser de interés general. Las oscila-
ciones de Gibbs se aminoran evitando truncamientos abruptos como el de H(j w). Por tanto, una alterna-
tiva es cambiar la funcién H(j @) por otra donde el truncamiento va precedido de un suavizamiento. La
figura 5.9 muestra dos funciones con esta caracteristica. Funciones como la de las figuras 5.7a, 5.9a y 5.9b
se denominan ventanas de datos. La primera es la rectangular; las otras dos son la de Lanczos y la de Von
Hann (o Hanning), respectivamente. A fin de evitar errores adicionales debidos al adelanto de At/2 se-
gundos de f/(t), respecto de f(t) exacta, adicionalmente se aplica a esta ventana un operador de retraso de
At/2 segundos.

sen(nw/Q)/(rw/Q) [cos(ma/Q)+1]/2
> T 1 \ > W
-Q 0 +€2 -Q 0 +Q
a) b)

Figura 5.9 Ventana de datos a) Lanczos y b) Von Hann.
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5.5.4 Errores por discretizacién
Considerando ahora la discretizacion de (5.22b) sin truncamiento,
Ao &S .
fz(f)=g Y F(jnAw)e™ ! (5.31)
donde f,(#) es la aproximacion resultante. Del teorema del muestreo se obtiene que:

F(jnAw)e ! = f F(jo)e’”'6(w—nAw)dm (5.32)

—o0

donde 8(w—nAw) es la funcién impulso de Dirac.
Sustituyendo (5.32) en (5.31) e intercambiando el orden de la sumatoria y de la integral se llega a

fz(t)=$ [ F( jw)ez‘wt{m Z S(a)—nAa))}da) (5.33)

La expresion entre llaves en (5.33) es la transformada de Fourier de un tren periddico de impulsos de
Dirac:

5:(t)= i 5(t—nT) (5.34)

n=—oo

cuyo periodo es T = 271:/ A®. Del teorema de la convolucion entonces se tiene que

L= f(t-nT) (5.35)

n=—oo

Esta expresion indica que dentro del rango 0<t <T, f,(¢) estd constituida por encimamientos de f()
y sus desplazamientos f(t+T), f(t+2T), etc., como se muestra en la figura 5.10.

A

f(t+2T) f(t+T)

Figura 5.10 Representacion f,(t) como un encimamiento de f(t) y sus desplazamientos.

Es claro en la figura 5.10 que el error de discretizacion serd pequefo en la medida en que f(t) tienda
a desvanecerse para valores de t mayores a T. Si f(¢) no tiene esta propiedad, se puede amortiguar artifi-
cialmente multiplicindola por la exponencial decreciente e™.

Este proceso, de hecho, convierte a (5.29a) y a (5.29¢) en las transformadas numéricas de Laplace:

M-l
E,=AtY fre /2mmiM (5.36a)
m=0
f _ ecmAt |:LMZ_1 F/ej27mm/M] (5 36b)
A METT '

En (5.36a) f,, denotaa fme‘””At, y en (5.36b) F, denota a F,H,, siendo H, una ventana de datos dis-
cretizada (Lanczos, Hamming, Von Hann, u otra).
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Para minimizar el error de encimamiento de f,(¢) en (5.31), convendria dar al coeficiente ¢ el maximo
valor posible. Pero, por otro lado, se debe considerar que en (5.36b) este coeficiente juega el papel de
amplificador y, dado que las ventanas de datos no eliminan totalmente las oscilaciones de Gibbs, éstas
se amplificarian tras la multiplicacién por ™.

Se define al error entre f(mAt) y f,, de la siguiente forma:

S(mAt)—f,

fméx (t)
siendo £, () el valor maximo de f(¢). Cuando € es menor a 0.01, se puede utilizar la siguiente expresion
para determinar el correspondiente valor de c:

log. (&)

T

5.5.5 Transformada discreta de Fourier como método de ajuste

Si se utiliza la técnica de la transformada de Fourier en forma discreta para ajustar un grupo de datos, se
tendra un grupo de funciones finito que forman una base ortogonal discreta; es decir, si se sustituye la
variable independiente (en forma discreta) en las funciones, éstas reproducen la forma de onda discreta.
Esto quiere decir que no se puede crear informacién en forma adicional, y que los datos que se tienen son
los datos que se mantienen. Esto explica por qué, para una funcién continua, se obtiene una base ortogo-
nal de Fourier continua, es decir, un grupo de funciones que ajustan todo el intervalo. El ejemplo 5.6
muestra con claridad como se realiza el ajuste en forma discreta, o mejor dicho cémo se utiliza la Trans-
formada Discreta de Fourier para realizar un ajuste discreto mediante la base ortogonal seno-coseno. La
seccion 5.9.5 de este capitulo provee el codigo Matlab para realizar el ajuste discreto con la técnica de
Fourier para cualquier funcién discreta.

EJEMPLO 5.6

Si se tiene la funcién discreta mostrada en la tabla 5.7, hacer la descomposicion en la base ortogonal de
Fourier, utilizando la TDF.

Tabla 5.7 Tabla discreta de valores que definen la funcién a aproximar.

Funcion discreta Descomposicion de Fourier con n=0, 1, ..., 15

t f(@) Funciones coseno Funciones seno

0 1.0000 18.5424 cos(0) 18.5424 sen(0)
0.1 0.9058 1.8934 cos(2 7 nA@,) 4.0586 sen(2 wnAg,)
0.2 0.8267 —0.2235 cos(4 T nAg,) 1.6207 sen(4 mnA@,)
0.3 0.7677 —0.4405 cos(6 7w nA@s) 0.9735 sen(6 mwnAgp;)
0.4 0.7336 —0.5161 cos(8 mnAgp,) 0.6465 sen(8 m nA@,)
0.5 0.7289 —0.5506 cos(10 7w nAs) 0.4312 sen(10 wnAg;)
0.6 0.7571 —0.5680 cos(12 1 nAqs) 0.2671 sen(12 m nAq;)
0.7 0.8202 —0.5764 cos(14 wnAe;) 0.1282 sen(14 7w nAg,)
0.8 0.9185 —0.5789 cos(16 7 nAgy) 0.0000 sen(16 mnAg,)
0.9 1.0499 —0.5764 cos(18 1 nAqy) —0.1282 sen(18 7w nAg,)
1.0 1.2094 —0.5680 cos(20 7 nA@,,) —0.2671 sen(20 wnAgp,,)
1.1 1.3895 —0.5506 cos(22 T nA@,,) —0.4312 sen(22 7w nAQ,,)
1.2 1.5807 —0.5161 cos (24 T nAQy,) —0.6465 sen(24 7T nA@,,)
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Funcién discreta Descomposicion de Fourier con n=0, 1, ..., 15

t 0 Funciones coseno Funciones seno
1.3 1.7724 —0.4405 cos(26 7w nA@,;) —0.9735 sen(26 mnAQ,;)
14 1.9558 —0.2235 cos(28 7w nA@,,) —1.6207 sen(28 wnA@,,)
1.5 2.1262 1.8934 cos(30 7 nA@,s) —4.0586 sen(30 mnAQ;s)

Para la tabla 5.7, los incrementos de angulo se calculan de la siguiente manera:
21 ,
Ap, = ﬁ’ Ns es el ndmero de muestras
s
Ap, = 2A¢,

Ap; = 3A@,

AgoNS*l = (NS_].)Aq)l
Por ejemplo, la muestra nimero 15 se calcula de la siguiente manera:

o Se calculan todos los Ag;,

o Setoma el valor de n = 14.

o Se sustituyen los valores en todas las funciones coseno y seno.

o Todos los valores obtenidos se suman para dar f = 1.95580848472978. Comparando con la fun-
ci6n original tabulada f () =1.9558, se tiene un error del orden de e=le™.

La figura 5.11 muestra la funcion tabulada y el resultado de calcular los puntos mediante los resulta-
dos obtenidos utilizando la Transformada Discreta de Fourier (TDF). De esta forma se obtiene una forma
analitica de representar una funcion que esta en forma discreta; por supuesto, se debe hacer notar que el
ajuste es valido solo en los puntos de discretizacion y que, fuera de ellos, no se tiene certeza de los valores
que puedan surgir si se toma la expansion discreta de Fourier, es decir, si se utilizan las funciones para
calcular datos fuera de los puntos de discretizacion.

22 ‘
® Funcioén tabular de tvs ft /
5 |l Funcion resultante de la TDF

Amplitud de la funcién

1 ‘\‘\‘\
o /
B \’\.__T/
0 0.5 1 1.5
Numero de muestras

Figura 5.11 Descomposicién discreta utilizando la TDF.
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5.6 Polinomios ortogonales

En vista de la importancia de los polinomios ortogonales en problemas de aproximacion, se resumen aqui
algunas de las propiedades mas importantes de estos polinomios. Se tiene una sucesion de polinomios
Qy(x) de grado k para k<K, para algtn valor fijo de K.

5.6.1 Relacién de ortogonalidad

Los polinomios Q,(x) se dicen ortogonales con respecto a la funcién de peso w(x) en un intervalo [a, b] si
b
Jw(x)-Q(x)-Q(x)dx=0, i#]

donde w(x) 20 y a<x<b. Si adicionalmente se satisface la condicion siguiente, los polinomios forman
un conjunto ortonormal:

b
jw(:c)-Q,»2 (x)dx=1 para todo i

Se debe notar que esta definicion implica que un polinomio Q,(x) es ortogonal a cualquier polinomio
de grado menor a i. Esto es porque cualquier polinomio se puede expresar como una combinacion li-
neal de elementos del conjunto Q,(x) (k=0, 1,..., i) debido a que son linealmente independientes. Asi se
tiene que

j
Pj(x):zak'Qk(x)) j<i
k=0

y por tanto se tiene que

Jw)- () B (x)ds = Y a [w(x)-Q,(x)-Qu () =0

a

Todos los términos son cero por la propiedad de ortogonalidad. Por tanto, P(x) es ortogonal a
Q;(x), j<i. Esta propiedad de ortogonalidad da la forma de generar polinomios sucesivos de la serie,
aunque la propiedad de recurrencia da un método mas adecuado para la implementacion practica.

o EJEMPLO 5.7

Como un ejemplo, los coeficientes de un polinomio de Legendre de segundo orden se encuentran de la
siguiente forma. La relacién de ortogonalidad para el polinomio ax*+bx +c da

+1

J.(ax2+bx+c)~1~dx=0, ?+2c=0
Y -1
41
ax®+bx+c)-x-dx=0, 2—b=0
J (@t +bero !

=l
De aqui, el polinomio de Legendre de grado 2 es
c(-3x%+1)

La propiedad de ortogonalidad se cumple para todos los valores de ¢, y la eleccion de esta constante
depende de un conocimiento profundo de la teoria de las funciones ortogonales. La forma comun de este
polinomio de Legendre es

(1/2)(3x*-1)
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pero si se requiere un conjunto ortonormalizado, el polinomio toma la forma

(v5/2v2)(3x* -1)

5.6.2 Relaciéon de recurrencia

Se puede ver que el método anterior para encontrar los coeficientes se vuelve impractico para polinomios
de alto orden, ya que involucra la solucién de un conjunto muy grande de ecuaciones simultdneas. Afor-
tunadamente, otra propiedad de las funciones ortogonales da un método de generacién sencillo y adecua-
do para el uso por computadora. Todos los conjuntos de polinomios ortogonales satisfacen la relacién de
recurrencia de la siguiente forma:

Qn+1(x)=(x_An)Qn(x)+CnQn—l(x)’ l’l=1, 2’

donde C, =0,

[P w()x(Q, () dx
== ; , n=1,2,...
[P ()Y dx
y
[ w((@Qu () dx
G = , n=12,..

[P ()@ (x)) e

Asi, si se conocen los primeros dos polinomios del conjunto, el tercero se puede encontrar con la
ecuacion anterior, y entonces el segundo y el tercero se usan para generar el cuarto miembro y asi sucesi-
vamente. Esta construccién genera polinomios con coeficiente principal igual a 1. Para los polinomios de
Legendre, la relacion de recurrencia es:

— 2n+1
B.(x)=
aln=2

_ n o —
x)P,(x)———P,_,(x

(B ()

Los primeros dos miembros de la sucesiéon son Py(x)=1, B(x)= x. Por tanto,
—= 3 1 1
P(x)==(x)(x)-=(1)==(3x" -1
()= 200002 0)= L35 1)

1

P(x)= g(x)(%(.’)xz - 1))—§(x)= E(SX3 -3x)

5.6.3 Ortogonalidad discreta

En los parrafos anteriores se restringio la atencion al caso donde se estd aproximando una funcién conti-
nuay por consiguiente la propiedad de la integral de ortogonalidad es adecuada. Sin embargo, si se tienen
s6lo un conjunto de valores discretos de la funcion, entonces es més apropiado definir el error sdlo en
términos de estos puntos como

imx) Ik

Se debe tener en cuenta que, si Q,(x) es un polinomio de grado n, entonces tiene n+1 coeficientes
como parametros variables, y entonces existe una solucion unica al problema de minimos cuadrados para
m=n+1. La aproximacion tipica de minimos cuadrados usualmente tiene mas puntos m que el nimero
de coeficientes del polinomio n+1. Si nuevamente se usa una expansion en términos de los polinomios
ortogonales, se tiene
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6,(x)= Y Q)

Usando la condiciéon de minimizacién

a9, _ 0
- b
oa,

se genera la ecuacion normal
242 Qu(x)Q (x)=2Q (%) fir  r=0,1,2..,m
k=0 i=0 i=0
Si la funcién satisface la propiedad de ortogonalidad discreta

iQk (x:)Q, (x;)=0, k#r,
i=0

entonces se produce un conjunto diagonal de ecuaciones que tiene como solucion

ﬁmxi)ﬁ-

a, , r=0,1,2,...,n

iQrz(xi)

Todos los polinomios ortogonales estindar tienen un conjunto de puntos x; (i=0, ..., m) sobre los
cuales se mantiene la propiedad de ortogonalidad discreta. Los polinomios que se usan para ilustrar estas
propiedades son los polinomios de Tchebyshev, los cuales son también de interés en aproximacién mini-
max. Para un valor fijo de N, todos los polinomios de Tchebyshev T, (x)(n< N) tienen la propiedad de
ortogonalidad discreta con respecto al conjunto de puntos:

Tj .

xj=cos[—]:|, j=0,1,...,N (5.37)
n

El problema principal asociado con el uso de la aproximacion discreta de minimos cuadrados es que

se debe ser capaz de obtener los valores de la funcién en cualquier punto x determinado por la férmula

(5.37), y esto no siempre puede ser posible. También, hay dificultades si es necesario incrementar el orden

de la funcién aproximada. En el caso continuo, el calculo simplemente involucra encontrar las cantidades

b
[Qu(x) £ (x)dx

a, =

[Qz (x)dx

y, para calcular mds valores de k, no se afectan los valores previos.

En el caso discreto, la sumatoria involucra el calculo de f; en un nuevo conjunto de valores de x, los
cuales en general son diferentes para valores diferentes de m. Una de las ventajas de la formulaciéon de
Tchebyshev es que los X; de orden m también estan en la formulacion de 2m, 4m, etc., entonces, algunos
de los f; son conocidos a partir de valores calculados previamente. Otro punto en el cual se necesita pen-
sar es la eleccion de los valores n y m. En general, si el numero de puntos m se incrementa, esto dara una
aproximacion mds cercana a expensas de mayores recursos de computo; se debe elegir una solucién in-
termedia entre precision y tiempo de computo. La eleccion de un valor adecuado depende de cada pro-
blema en particular y no se puede dar una regla que sea general.

5.6.4 Raices de los polinomios

Si se tiene un conjunto de polinomios

Qi(x) (k=0,1,...)
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ortogonal en el intervalo [, b], entonces las raices
% (j=0,1,..., k)

de Qi (x)=0 son todas reales y distintas y estdn en el intervalo a< x<b.

Esta propiedad es necesaria cuando se usan las raices de un polinomio ortogonal como los puntos
base para una aproximacion discreta de minimos cuadrados. Sin embargo, si hubiera raices repetidas o
complejas, no seria posible usarlas en el método de minimos cuadrados.

5.6.5 Polinomios ortogonales importantes

Se puede ver claramente cdmo los polinomios de Legendre surgen en forma natural en la teoria de mini-
mos cuadrados si las propiedades de ortogonalidad involucran funciones de peso unitarias. La aparente
restriccion de su aplicabilidad al intervalo [—1, +1] se puede facilmente superar por un cambio de variable.
Si Xe[-1,+1] y xe[a,b], entonces la ecuaciéon x=((X+1)(b—a)/2)+a efectuard la transformacién al
intervalo [-1, +1]. Este cambio de variable es importante en la teoria de cuadratura gaussiana, ya que esto
significa que se puede considerar cualquier intervalo finito. Sin embargo, las transformaciones como la
anterior no pueden incluir el intervalo semiinfinito [0, o] 0 el intervalo infinito [—eo, +eo]. Los polinomios
de Laguerre son ortogonales en el intervalo [0, o] y se pueden usar para la integracion gaussiana en este
intervalo. Los polinomios de Hermite son ortogonales en el intervalo [—oo, 4-oo].

Otro conjunto de polinomios ortogonales son los polinomios de Tchebyshev, los cuales son ortogo-
nales en el intervalo [—1, +1] con la funcién de peso (1 — x*)™"/% La propiedad mas significativa de estos
polinomios es su propiedad de oscilaciones iguales; es decir, todos los maximos y minimos de la funcién
ocurren en el intervalo [-1, +1] y tienen la misma magnitud absoluta. Esto conduce a la propiedad mini-
max. Algunas de la propiedades de los polinomios mencionados se resumen en la tabla 5.8.

Tabla 5.8 Funciones de peso de los polinomios ortogonales mas conocidos, intervalo en el cual son vélidos,
sus tres primeros términos y su relacion de recurrencia. En la tabla, la correspondencia es
1) Jacobi, 2) Legendre, 3) Tchebyshev, 4) Laguerre y 5) Hermite.

w(x) a b lo. 20. 30. Relacidén de recurrencia

(1-x)"(1+x)"

1 -1 | +1
p<l g<l1
2 Lp=q=0 141 1 x (3x2-1)/2 Bu(x)=222xP, (x)—5 Py (x)
30 (1- 2)% —g=Ll| -1 |+ | 1 | x | 2x*-1 T (x) = 2xT,, (x) =T, (x)
X ,p—q—z n+l n n—1
4 e o 0 oo 1 1-x 2-4x+x? L (x)=(01+2r—x)L,(x)-r*L,(x)
5 e —oo | 400 | 1 | 2x | 4x2-2 H,. (x)=2xH, (x)-2rH, (x)

5.7 Polinomios de Tchebyshev y aproximacion
minimax

Los polinomios de Tchebyshev son un caso especial de los polinomios de Jacobi con p=g=-1/2. Son
. .z 2 _1/2 . . .

ortogonales en el intervalo [-1, +1] con la funcién de peso (1—x*) . El grupo de polinomios conocidos

como polinomios de Tchebyshev se definen como [Maron, 1995], [Mathews, 2000], [Burden et al., 2002]:

T, (x)=cos(ncos™" x), —1<x<+1
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Esta liga con las funciones trigonométricas es una ayuda ttil para probar algunas de las propiedades
de los polinomios de Tchebyshev; la reformulacion del problema en términos de 8 a menudo conduce a
una prueba simple. Por ejemplo, la propiedad de ortogonalidad establece que:

AT, ()T, (x)dx _

0, r#s
Soar)”

Haciendo la transformacion x =cos(6), se tiene dx =—sen6d6 y la integral se transforma en

0 0
J. cosrBcoss0d6 = % J. cos[(r+5)0]+cos[(r—s)0]dO
- -

La integral de cos n6 donde 1 es un entero dentro del intervalo (—7 <6 <0) es cero a menos que n=0,
para que ambas partes de la integral se vuelvan cero, excepto cuando r=s. Asi, la condicion de ortogona-
lidad esta probada. La relacion de recurrencia para los polinomios de Tchebyshev se puede derivar por la
misma metodologia, si

T, (x)=cos(n+1)60=cosnbcosO—sen nb send

T, (x) =cos(n—1)0=cosnbcos O+ sennd send

Asi,
T (x)+T,_, (x)=2xcosnb
o bien
Ton (x)=2xT, (x) =T, (x) (5.38)
donde
x=cos 0

T (x) = cos kO

5.7.1 La propiedad minimax

En la seccién 5.3 se demostrd que los polinomios de Tchebyshev conducen a la soluciéon del problema
minimax (véase figura 5.4). La eleccion de los puntos de interpolacion es importante, ya que si se requie-
ren n+1 puntos, es necesario que estos puntos sean las raices del polinomio T,.,. En el caso de que se
considere el intervalo [a, b], es necesario transformar dicho intervalo al intervalo [-1,+1] por medio de
la transformacion ya sefialada.

5.7.2 Economizacién de polinomios

Las anteriores propiedades de los polinomios de Tchebyshev se pueden usar para encontrar la mejor
aproximacion polinomial de grado n — 1 para un polinomio dado de grado . Si el polinomio dado es

po(x)=ag+ayx+...+a,x", —1<x<+],

entonces se forma el polinomio
an
zn—l
Se puede notar que g,,_,(x) es un polinomio con un grado maximo n—1, ya que el coeficiente de x" es
cero. La diferencia entre los polinomios g,_,(x) y p,(x) es un multiplo de un polinomio de Tchebyshev, y

qn—l(x)zpn(x)_ Tn(x)
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por consiguiente se desvia de cero en lo minimo dentro del intervalo [-1,+1]. El proceso de economiza-
cién se refiere a quitar el término de mayor grado restando un multiplo del polinomio de Tchebyshev
apropiado. Cuando se ha encontrado un nuevo polinomio g,_;(x), es posible entonces formar la me-
jor aproximacion a éste por el mismo método.

b,
dn-2 (x) =(qn1 (X) _zn__lzTn—l (x)

Cada término de la sucesion sera la mejor aproximacion al término anterior; pero se debe compren-
der que la aproximacion de p,(x) sera s6lo una buena aproximacion, en el sentido minimax, por el poli-
nomio ¢,_, (x). Por ejemplo, el error de la segunda aproximacion estd dado por

al’l
2n—1
y la suma de dos polinomios de Tchebyshev no posee la propiedad minimax. No obstante, se ha encon-
trado en la practica que este proceso de economizacién da una buena aproximacion de bajo orden. El

error maximo posible de la aproximacion se encuentra facilmente debido a que T,(x) tiene un maximo y
un minimo de +1. En consecuencia, para g,_, (x), se tiene un error con un médulo maximo menor que:

bn—l
+
2n—2

G ()= P () =— s;:; T, (x)-2 T, ()

a,
znfl

5.7.3 Expansion en series de Tchebyshev

Como una alternativa a la expansion en series de Taylor seguida de economizaciéon [Nakamura,1992],
[Mathews, 2000], es posible extender directamente una expansion en series de Tchebyshev. Cualquier
funcién continua f(x) con un nimero finito de mdximos y minimos en el intervalo [—1,+1] se puede
expandir de la siguiente manera,

fx)= i'aka(x) (5.39)
k=0

El apéstrofo significa que el primer término es a,/2, lo cual simplifica la definicion de los coeficientes
a, de la misma manera que los coeficientes de Fourier. Con la propiedad de ortogonalidad, los coeficien-
tes se pueden evaluar multiplicando la ecuacién (5.39) por

[(+) " (0]

e integrando entre los limites [—1,+1]. Todos los términos del lado derecho, excepto uno, serén cero. Esto
conduce a

20T (o)

' T (1+x2)1/2

Seria, por supuesto, necesario evaluar esta integral por medios aproximados si se usan medios compu-
tacionales. Es preferible tener un esquema basado en series finitas, usando las propiedades de ortogonali-
dad discretas. Si se supone que los valores de f(x) son conocidos en los puntos

x;=cos[wj/n](j=0,1,...,n)

y se elige la funcion
9(x)=2" biTi(x)
k=0

para que los valores coincidan en los puntos x f ( j=0,1,.., n), entonces
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Flx)=0(x;)=Y"bTi(x;), j=0,1,...,n (5.40)
k=0
El ZH indican que el primero y tltimo término tienen coeficientes b,/2 y b,/2 respectivamente.

5.7.4 Ortogonalidad discreta
La propiedad de ortogonalidad discreta estd definida por

., n r=s=0,n
"T,(xj)TS(xj)z n/2 r=s#0 (5.41)
j=0 0 r#s

Los coeficientes b, se pueden encontrar multiplicando cada una de las ecuaciones de (5.40) por el
valor apropiado de T,(x;)(j=0,1,..., n) y sumando las ecuaciones.

La propiedad de ortogonalidad hace que todos los términos de la parte derecha, excepto uno, sean
cero. Esto conduce a

b =23 ()T, () (5:42)

Naturalmente, es de interés saber como hacer la conexion entre los coeficientes definidos por la ex-
pansion finita de Tchebyshev, dada por ¢(x), y los coeficientes de la serie infinita. Si la expresion para
serie infinita f(x) se inserta en la ecuacién (5.41), se obtiene

Usando la definicion de polinomios de Tchebyshev Ty (x)=cosk@ y x =cosf, se pueden usar las
propiedades de los cosenos para mostrar que todos los términos k=2n(M +£s) van a satisfacer la propie-
dad de ortogonalidad de (5.38), si M es un entero positivo M =1. Esto se debe a que

krmj krs
COS—==C0S——
n n
para valores de k tales que
. 2M||
L2 NP VLA R L
n n j

Debido a que k debe de ser entero, se restringen aquellos valores de M"” que son multiplos de j, dando
k=2Mn=s. De esta manera, solo estos valores de k conduciran a valores diferentes de cero en la parte
derecha de la ecuacidn, y esto dara

bs =ast 0yt 0y Tyt Aype+o0e

Sila serie tiene buenas propiedades de convergencia, los términos de grado alto seran pronto despre-
ciables, y los b, seran una buena aproximacion de los coeficientes de la serie infinita. La seccion 5.9.6 de
este capitulo proporciona el cédigo Matlab para hacer el ajuste de una funcién utilizando la técnica
de Tchebyshev. Adicionalmente, la secciéon 5.9.7 proporciona el codigo Matlab para hacer un interpo-
lador de Lagrange utilizando los puntos de ortogonalidad de Tchebyshev.

5.7.5 Evaluacién de las series de Tchebyshev

La evaluacion de polinomios se puede hacer usando un algoritmo de multiplicacion recursiva (anidada).
Entonces un posible camino de evaluacion de la serie finita de Tchebyshev (5.39) sera calcular los coefi-
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cientes de las distintas potencias de x, y usar este algoritmo. No obstante, hay un algoritmo que se puede
usar directamente en las series de Tchebyshev, el cual es muy similar al algoritmo de la multiplicaciéon
recursiva. Este método es preferible ya que evita el reacomodo en x dentro de las potencias.

Asi, por ejemplo, si se deja que ¢,,; =¢,, =0 y se usa la relacion de recurrencia:

€, =2XCpp — Cpin + b, r=n,n-1,...,0,
el valor de la serie de Tchebyshev (5.39) en un punto x estd dado por

1
¢(x)=E(C0 —c;)

5.7.6 Otras propiedades de las series de Tchebyshev

La propiedad de Tchebyshev de oscilaciones iguales tiene una aplicacion interesante cuando los puntos se
eligen para usarse como base para la formula de interpolacion. Se ha demostrado en la seccion 5.2 (ecua-
cién 5.5) que el error en la formula de interpolacién usando los puntos (xy, ..., x,,) estd dado por

(=)t 3, ). (5= A8

(n+1)!

donde { es algun punto en el intervalo de interpolacion. Naturalmente, se requiere que este término de
error sea lo mas pequefio posible. Aunque poco se puede hacer para minimizar el término de la derivada,
es ciertamente posible darle a los términos del producto la oscilacién minima eligiendo los puntos
=(i=0,1,..., n) para ser los ceros del polinomio de Tchebyshev T, (x).
Es también de interés el hecho de que los polinomios de Tchebyshev se usan en la férmula de integra-
cién gaussiana. Estos conducen a una férmula que tiene coeficientes iguales que reducen ligeramente los

requerimientos de computo. La presencia del factor de peso (1+x? )71/ ? usado en la definicién de ortogo-
nalidad de Tchebyshev facilita la posibilidad de evaluar numéricamente ciertas integrales con singulari-
dades en el integrando.

EJEMPLO 5.8

Comprobar el teorema 5.2 partiendo de la construccioén de un polinomio interpolador de Tchebyshev de 4
términos utilizando una funcién analitica dentro del intervalo [8, 12]. La funcién analitica es la siguiente:
X

f(x)=2x—x*+x>sen(x)e 1

El polinomio interpolador de Tchebyshev de 4 términos tiene la siguiente estructura:
b
o(x)= Z BT, (x) =2 2T () +BT (2)+6:T5 (x)+ T (x)

Los polinomios de Tchebyshev son ortogonales dentro del rango [—1,+1]. Asi, los 4 puntos necesa-
rios para la construccion del polinomio deseado estin determinados por

x;=cos[mj/n] j=0,1,2,3 n=3

i
Desarrollando la ecuacion anterior, se tienen los siguientes puntos:
Xy =cos(0)=1

x, =cos (7/3)=1/2

x, =cos (27/3)=—1/2
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x3=cos(m)=-1

Adicionalmente, los primeros 4 polinomios de Tchebyshev son:

Ty (x)=1
Ti(x)=x
T, (x)=2x*-1

Ty (x)=4x>-3x

Para la realizacion de un polinomio interpolador de Tchebyshev en el rango [8, 12] es necesario
transportar cada uno de los puntos ortogonales del intervalo [-1,+1] a este intervalo aplicando la siguien-
te ecuacion:

z; =%[(b—a)x,- +b+a]
Sustituyendo los limites del intervalo, es decir, a =8y b = 12, se obtiene
z; =2x; +10,
quedando los puntos de ortogonalidad trasladados de la siguiente manera:
Zy=2x,+10=12
z,=2x,+10=11
Z,=2%,+10=9
Z,=2x,+10=8

Una vez que se tienen los puntos ortogonales en el intervalo en el cual se quiere hacer el polinomio

interpolador, se evalta la funcién f(z)=2z-2z> +2z%en(z)e 10 en esos puntos y los polinomios ortogo-
nales de Tchebyshev en los cuatro puntos de ortogonalidad dentro del intervalo [-1, +1]. Los resultados
se resumen en la tabla 5.9.

Tabla 5.9 Puntos de ortogonalidad transportados al intervalo [8, 12] y la funcién evaluada en esos puntos,
y los primeros 4 polinomios de Tchebyshev evaluados en los puntos de ortogonalidad en [-1, +1].

Funcidn analitica Polinomios de Tchebyshev
z f(@) x To(x) T\(x) T5(x) T5(x)
zo=12 —399.266671 1 1 1 1 1
zp=11 —542.047073 1/2 1 1/2 -1/2 1
z,=9 59.147501 -1/2 1 -1/2 -1/2 1
z;=8 179.608225 -1 1 -1 1 -1

La formulacidn para los coeficientes b, es (ecuaciéon 5.42 con n = 3)
2 3

b, = 32"f(zj)'Ts(xj)

j=0
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donde b, y b; tienen una funcién de peso de 1/2. Asi se obtiene

=%inf(zj)'To(xj)=%[M+ﬂ%)To(x1)+f(22)To(xz)+W}

zg[% +(=542)-(1)+(59)-(1)+ ULZ)(I)] _395.1525
an 3|:f(Z0)§1(x0) f(z0)T (1) + f(22)T, (xz)+W:|

zg[%4.(_542).(1/2)+(59) 1/2)+ 179)( 1)] —393.3565

=23 (e, T = 2| LELRE) a7, ) LA )

2

ZE[M.,_(_M@ (=1/2)+(59)-(~1/2)+ (179) ()] 87.7470

Zuf iwﬁ (@) (1) + flz) Ty )+ 12D (23)2T3(x3)]
B 5[%+(_542)'(—1)+(59)~(1)+%2'(_1)} 207.8381

Por tanto, el polinomio de Tchebyshev de 4 términos, para aproximar la funcién f(z)=2z-z*+
z

Z%sen(z)e 19 en el rango [8, 12], es el siguiente:
)= 3 BT (5)= B30 b o)+ )+ 25 )
La aproximacion de Tchebyshev estd determinada por la expresion
x)= i' a T (x)= %OTO(x)+ a Ty (x)+a,T, (x)+a;T3(x)

Relacionando término a término las dos funciones anteriores, se tiene que [ f(x;)=¢(x;)], de tal
forma que los coeficientes buscados son los siguientes:

@_b_o_—395
2 2 2
a, =b, =—393
az =b2=87

2
%:b_s_ 297 103
2 2

El polinomio resultante es un interpolador de Tchebyshev de 4 términos, el cual es una aproximacion
X

dela funcién f(x)=2x—x>+x> sen(x)e 1 delaforma

f(x) =%0(1)+a1 (x)+a,(2x* —1)+a; (4x> - 3x)
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Sustituyendo valores queda finalmente
f(x)=415.6762 x> +175.4941 x* —705.1136 x —285.3233
En resumen, la forma de utilizar este polinomio interpolador de Tchebyshev es la siguiente:

1. Setoman puntos en el intervalo [-1, +1] y se evaltian con este polinomio.
2. El punto se transporta al intervalo en el cual se calcula la funcién aproximada [8, 12].
3. Elvalor obtenido en el polinomio es valido en el punto transportado al intervalo [8, 12].

Con la finalidad de comprobar el teorema 5.2 que enuncia que dos polinomios de tercer orden cons-
truidos a partir de los mismos 4 puntos son equivalentes dentro del intervalo, con los puntos de ortogo-
nalidad arrojados por el método anterior para construir polinomios interpoladores de Tchebysheyv, se
construye un polinomio interpolador de Lagrange. Estos puntos y el valor de la funcion se muestran en la
tabla 5.10.

Tabla 5.10 Puntos ortogonales de Tchebyshev para el interpolador de Lagrange y la funcién en esos puntos.
X x=8 x=9 x,=11 x3=12

f(x) f(x0)=179.6082 f(x,)=59.1475 fx,)=—-542.0470 | f(x;)=-399.2667

Utilizando los valores de la tabla 5.10, el polinomio interpolador de Lagrange queda de la siguiente
manera:

f(x)=51.9595 x> —1514.9121 x> +14357.8291 x —44331.9242

La figura 5.12 muestra las graficas tanto de la funcién analitica como de los polinomios interpoladores
de Tchebyshev y Lagrange. Por otro lado, la figura 5.13 muestra el error porcentual de ambas aproxima-
ciones polinémicas cuando se usan los puntos base dados por el método de Tchebyshev. Se hace notar,
por el analisis de esta figura, que el error en los puntos base, es decir en 8,9, 11 y 12, es cero. Igualmente
se hace notar que estos puntos no estan igualmente espaciados. La figura 5.13 muestra que, efectivamen-
te, el polinomio interpolador de Tchebyshev y el de Lagrange son equivalentes dentro del intervalo [8, 12].

200

I
Funcién exacta de f (x)
---8--- Interpolador de Tchebyshev ||
---%--- Interpolador de Lagrange

100

-100 -

-200 -

-300 -

Magnitud de la funcién

-400 —

-500 —

Incremento en x

Figura 5.12 Interpoladores de Tchebyshev y de Lagrange con puntos base ortogonales.
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Figura 5.13 Errores porcentuales en el intervalo [8, 12] dado por los dos polinomios interpoladores.

El ejemplo anterior muestra como la construccion de un polinomio interpolador de Tchebyshev es
mucho mas complicada que la construccién de un polinomio interpolador de Lagrange. Asimismo,
muestra que basta utilizar los puntos de ortogonalidad discretos determinados por el proceso de Tchebys-
hev para obtener un error determinado por el método de Tchebyshev. Con esto se demuestra el teorema
5.2,y que el error depende de los puntos utilizados para construir el polinomio interpolador y no del
método que se siga.

Adicionalmente, la evaluacion del polinomio interpolador de Tchebyshev resultante es mucho mas
complicado, pues primero se evalua dentro del intervalo [-1, +1], y después cada punto se transporta al

intervalo de interés [a, b]. En cambio, el polinomio de Lagrange se evalta directamente dentro del inter-
valo de interés.

5.8 Comparacion de métodos

El concepto de interpolacién esta intimamente ligado al concepto de ajuste de un grupo de datos por una
curva. Esencialmente, la iinica diferencia consiste en que la construccién de un polinomio interpolador
hace el error cero en los puntos dados como informacién, y el orden del polinomio sera siempre de orden
n — 1, donde n es el numero de datos. En cambio, el concepto de ajustar una curva, en forma adicional,
tiene dos variantes al de un polinomio interpolador. La primera es ajustar una curva por una serie orto-
gonal como lo realiza la técnica de Fourier, y la segunda variante se refiere a que se puede hacer el ajuste
de un grupo de datos por un polinomio de bajo orden, inclusive cero. Por supuesto, si por esta filosofia de
ajuste se construye un polinomio de orden n—1, como ya se demostrd y lo enuncia el Teorema 5.2, el
resultado serd equivalente a la construccidon de un polinomio interpolador por cualquier técnica.

Todos los polinomios en realidad, si parten de la misma informacién y son del mismo orden, son
equivalentes dentro del intervalo donde estan los datos. Por tanto, se vuelve logico adoptar el de construc-
cién mas simple.

Se debe tener en cuenta que el error depende de la posicion de los datos. Aunque parezca logico que
una distribucion homogénea debe ser la que dé el menor error, se demostr6 que, en realidad, los datos
con una distribucion que tengan la caracteristica de ortogonalidad discreta dan el menor error: pero las
técnicas de construccion de polinomios interpoladores con esta teoria son muy complejas. Por la razon
anterior, si se tiene control en la toma de datos, se hace una combinacién de técnicas. Por un lado, se
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utiliza la distribucién que cumpla con la ortogonalidad discreta para minimizar el error y, partiendo de
estos puntos, se utiliza una metodologia de construcciéon simple como la de Lagrange. Finalmente, el
Teorema 5.2 garantiza que el error se mantiene dentro del intervalo independientemente de la técnica de
construccion del polinomio interpolador.

5.9 Programas desarrollados en Matlab

Esta seccién proporciona los cddigos de los programas desarrollados en Matlab para todos los ejercicios
propuestos. A continuacion se enlistan todos ellos:

5.9.1 Matriz de Vandermonde

5.9.2 Interpolacion de Lagrange

5.9.3 Diferencias divididas de Newton

5.9.4 Minimos cuadrados

5.9.5 Ajuste por la transformada de Fourier

5.9.6 Ajuste por polinomios de Tchebyshev

5.9.7 Utilizar los puntos de Tchebyshev para un interpolador de Lagrange

5.9.1 Matriz de Vandermonde

El método de la matriz de Vandermonde calcula los coeficientes de un polinomio interpolador partiendo
de una tabla de datos. La tinica limitante de este método es el calculo de la matriz inversa, matriz de Van-
dermonde, debido a que esta matriz es de las llamadas matrices mal condicionadas.

Programa principal del método de Vandermonde

% Construccidén de una funcidén de orden "n" para interpolar un grupo de datos
utilizando el método de la matriz de Vandermonde.
clear all

clc

% Vector de la variable independiente

= [1; 3; 6; 8; 9; 11; 13];

Valor de la funcidén en los puntos "x".

fx = [16; 31; 12; 21; 9; 42; 19];

NGmero de muestras

= length (x) ;

Rutina para crear la matriz de coeficientes

oe

a0

Hh < o° = oe

= 1:N
V= [Vx."(k-1)];

o

A = inv (V) *fx; Coeficientes calculados por el método de la matriz de

Vandermonde.

o\°

A =A."; % Para invertir el orden de los coeficientes se necesita un
% vector renglén.
A = fliplr(a); % Se invierte el orden de los coeficientes para utilizar la

o\°

o

funcién polyval.
xp = (1:0.01:13); Vector a evaluar en puntos entre el limite inferior y superior.
Fxp = polyval (A, xp) ; Evaluacién de la funcidén en todos los puntos propuestos.
% Graficas de los puntos iniciales y el polinomio interpolador
plot (x,fx,'o",xp,Fxp, 'r'); legend('Puntos iniciales', 'Polinomio interpolador') ()

o\

5.9.2 Interpolacion de Lagrange

El método de interpolacion de Lagrange crea un polinomio de orden n—1, donde n es el nimero de datos,
a partir de una funcion discretizada o de un grupo de datos. La funcion polinémica que crea esta técnica
es continua y puede calcular todos los puntos dentro del intervalo. En los puntos base, el error es cero vy,
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fuera de ellos, si se tiene un punto de referencia se puede calcular el error si no se espera un error simple-
mente acotado.

Programa principal de la interpolacion de Lagrange

Funcién para crear un interpolador de Lagrange a partir de los siguientes datos:

o\° o\

X .- vector discreto de la variable independiente
% fx .- valor de la funcidén en los puntos x
clear all

clc

% Vector de la variable independiente

x = [2; 4; 6; 8; 10; 12; 14];

% Valor de la funcidén en los puntos “x”.
fx = [5; 9; 2; 1; 6; 4; 9];

% NGmero de muestras

N = length(x);

% Rutina para calcular los coeficientes.

for k=1:N
for m=1:N
if k==m
ind = 1; % Indice para omitir el dato cuando k=m.
else
FN(k,m-ind) = x(m); % Factores del numerador (raices del polinomio).
FD (k,m-1ind) x (k) -x(m); % Factores del denominador.
end
end
ind = 0; % Se pone en cero para sb6lo omitir el caso k=m.
end

)

% Calculo de los coeficientes del numerador de cada polinomio.
for k = 1:N
CN(k,:) = poly(FN(k,:));
end
Fac = prod(FD,2) ; % Multiplica los factores de cada denominador.
% Rutina para multiplicar cada polinomio por el factor correspondiente.
for k = 1:N

Multi(k,:) = CN(k,:)*fx(k)/Fac(k);
end
Coef = sum(Multi); % Calcula los coeficientes del polinomio interpolador.
Xp = (2:0.01:14); % Vector por evaluar en puntos entre el limite inferior y

% superior.

Fxp = polyval (Coef,xp) ; % Evaluacién de la funcidén en todos los puntos propuestos.
% Graficas de los puntos iniciales y el polinomio interpolador.
plot (x,fx, o’ ,xp,Fxp, 'r’); legend('Puntos iniciales', 'Polinomio interpolador')  J

5.9.3 Método de diferencias divididas de Newton

El método de diferencias dividas de Newton toma un grupo de datos y crea un interpolador de la siguien-
te forma: con los primeros dos datos crea una diferencia (derivada numeérica), con el segundo y tercer
datos crea otra diferencia y asi sucesivamente. Con las primeras dos diferencias crea a su vez otra diferen-
ciay asi sucesivamente. Se sigue con este proceso hasta que se tiene el numero de todas las diferencias que
se puede crear con el grupo de datos. Dentro de estos datos se encuentran los coeficientes que acompafian
a la formulacion de diferencias divididas de Newton.

Programa principal del método de diferencias divididas de Newton

o\

Funcién para crear un interpolador utilizando el método de diferencias divididas de
Newton, a partir de los siguientes datos:

X .- vector discreto de la variable independiente

fx .- valor de la funcidén en los puntos x

o\° o\° o
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clear all

cLE]

% Vector de la variable independiente.

= [1; 3; 6; 9; 12; 15; 18];

Valor de la funcidén en los puntos "x".

fx = [1; 2; 1; 3; 1; 4; 1];

NGmero de muestras.

= length (%) ;

Orden de la méxima diferencia dividida de Newton.
= N-1;

Aparta espacio para el almacenamiento de x, fx y todas las diferencias divididas de
Newton.

Tb = zeros(N,P);

Tb = [x fx Tb];

)

% Rutina para crear la tabla columna por columna.

a0 X

o° o HJ o° = o

for k=1:P
for m=1:N-k
Num = Tb(m+1,k+1) - Tb(m,k+1); % Diferencia en el numerador.
Den = Tb(m+k,1) - Tb(m,1); % Diferencia del denominador.
Tb (m,k+2) = Num/Den; % Coeficiente resultante de la divisidn.
end
end

o\°

Los coeficientes quedan en el primer rengldén de la columna 2 a la P+2, por tanto:
Newton = Tb(1,2:P+2);

Rutina que crea la matriz que contiene los coeficientes resultantes de multiplicar
cada término de la tabla de diferencias divididas de Newton por el polinomio de

% grado k que lo acompafia.
for k=1:N

orden = x(1:k-1);

o\° o\

e

o\

Orden del polinomio que acompafla al coeficiente
de Newton.

Obtiene los coeficientes de un polinomio de
orden k-1.

Acomoda los coeficientes en la matriz Coef.

Pol = Newton (k) *poly (orden) ;

o\° o\° o

Coef (k,N-k+1:N) = Pol;
end

% Suma todos los términos del mismo orden para crear el polinomio interpolador.
Pol = sum(Coef) ;

o\

xp = (1:0.01:18); % Vector a evaluar en puntos entre el limite inferior y
% superior.

Fxp = polyval (Pol,xp) ; % Evaluacidén de la funcidén en todos los puntos
% propuestos.

% Graficas de los puntos iniciales y el polinomio interpolador.

plot (x,fx,'o",xp,Fxp,'r'); legend('Puntos iniciales', 'Polinomio interpolador!') ()

5.9.4 Método de minimos cuadrados

El método de minimos cuadrados se utiliza para ajustar un grupo de datos con una funcién polinémica
desde orden cero hasta n—1. Es decir, con esta técnica se puede ajustar un grupo de veinte datos con un
polinomio de bajo orden (inclusive cero) o con un polinomio de alto orden como seria el orden méximo
(19) para este grupo de datos.

Programa principal del método de minimos cuadrados

o\

Funcidén para crear un polinomio de grado n que ajusta un grupo de datos utilizando
la técnica de minimos cuadrados, a partir de los siguientes datos:

oe

% X .- vector discreto de la variable independiente
% fx .- valor de la funcién en los puntos x
clear all

clc

format long g

% Vector de la variable independiente.
x = [1.1 1.7 2.9 3.7 4.5];

% Valor de la funcidén en los puntos "x".
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fx = [3.41 5.17 23.46 36.45 40.86];

% NGmero de muestras.
M = length(x) ;
% Orden del polinomio que se desea crear.
P = M-4;
% Orden de la matriz de coeficientes.
N = P+1;
% Rutina para crear todos los elementos de la matriz de coeficientes.
for k = 1:2*P+1
a(k,1) = sum(x.”(k-1));
end
% Rutina para crear la matriz de coeficientes.
for k=1:N
A(:,k) = a(k:N+k-1);
end
% Rutina para crear los valores de YiXi.
for k=1:N
Y(k,1) = sum(fx.*x.”(k-1));
end

)

% Calculo de los coeficientes del polinomio que ajusta el grupo de datos.

ck = inv(A)* Y;

Se invierte el orden de los coeficientes para utilizar la funcidén polyval para
% evaluarlo.

ck = fliplr((ck.’));
xp = (1.1:0.01:4.5);

o\

o\°

Vector a evaluar en puntos entre el limite inferior y
superior.

Fxp = polyval (ck,xp) ; Evaluacién de la funcién en todos los puntos propuestos.

% Graficas de los puntos iniciales y el polinomio interpolador.

plot (x,fx,'o",xp,Fxp, 'r'); legend('Puntos iniciales', 'Ajuste por minimos cuadrados')

o° o

5.9.5 Ajuste utilizando la transformada discreta de Fourier

La transformada discreta de Fourier se puede utilizar para hacer el ajuste de un grupo de datos mediante
un conjunto finito de funciones ortogonales. El grupo de funciones resultante se evalia en los puntos
discretos y reproduce la funcion discreta. La ventaja de tener un conjunto de funciones analiticas en vez
de un grupo de datos es, por supuesto, la versatilidad de la manipulacion algebraica, sabiendo de antema-
no que son validas so6lo en los puntos definidos por la variable independiente.

Programa principal del ajuste con la transformada discreta de Fourier

Funcién para hacer un ajuste discreto por la técnica de Fourier, a partir de los
siguientes datos:

o\° o\

% tp .- vector discreto de la variable independiente.

% ft .- valor de la funcidén en los puntos tp.

clear all

e

format long g

Ti = 0; % Tiempo inicial.

Tf = 7.5; % Tiempo final.

n =7; % Potencia para sacar el nGmero de muestras.
Ns = 2”n; % NGmero de muestras en potencias de 2.

h = (Tf-Ti)/(Ns-1); % Incremento.

tp = [Ti:h:Tf];
ft = exp(-tp/2).*sin(2*tp);

Vector de tiempos para calcular la funcidén discreta.
Calcula una funcidén en tiempo discreto.

o\ o\

Fs = fft(ft); % Transformada de Fourier para calcular las amplitudes.
Dg = (2*pi/Ns); % Incremento angular de cada muestra.
Arg(Ns,Ns) = zeros; % Inicializa la matriz de argumentos de la serie

o\°

discreta.
% Calculo de todos los argumentos de la serie discreta.
for k = 1:Ns-1
Arg(k+1l,:) = [0:k*Dg:k*2*pi-k*Dg];
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end
% Calculo de todas las funciones de la serie.
for k = 1:Ns

CIS(k,:) = (1/Ns).*Fs(k).*exp(j*Arg(k,:));
end
% Suma muestra a muestra la parte real de la serie.
Ft = sum (real (CIS),1);

)

% Grafica de la funcidén tabular y la funcidén resultante de la TDF.

plot (tp,ft,'o',tp,Ft,'.-',tp,Ftl,'g'), grid
legend ('Funcién tabular de t vs ft','Funcidén resultante de la TDF')
xlabel ('NGmero de muestras'), ylabel ('Amplitud de la funcidén') )

5.9.6 Ajuste de Tchebyshev

La técnica de ajustar un grupo de datos mediante polinomios de Tchebyshev se usa esencialmente cuando
se tiene control sobre la toma de datos; es decir, se pueden tomar los datos donde se requieran. De esta
forma, se utilizan los puntos ortogonales que dan los polinomios de Tchebyshev y asi se garantiza que el
error tiene maximos y minimos acotados.

Programa principal del ajuste de Tchebyshev

o\

Funcidén para crear un interpolador utilizando el método de Tchebyshev cuando se
tiene un intervalo de ajuste y una funcidén analitica.

o\°

% [a,b] .- intervalo de ajuste
% fx .- funcidén analitica
clear all

e
format long g
% Intervalo de interés.

a = 8; % Limite inferior del intervalo.

b =12; % Limite superior del intervalo.

% NUmero de términos o puntos de ortogonalidad que se quieren.

N =17;

% Orden del polinomio.

P = N-1;

% Se crea en forma inicial una celda de N espacios para almacenar el polinomio de
% Tchebyshev.

T = cell(1,N);

% Inicia los dos primeros polinomios de Tchebyshev y los acomoda en su respectiva
% celda.
T(1:2) = { [1], [1 0] };
% Relacidén de recurrencia para calcular los coeficientes de Tchebyshev, en este caso
% los almacena en celdas de dimensidén adecuada de acuerdo al orden del polinomio.
for k = 2:N-1

T{k+1} = [2*T{k} 0] - [0 0 T{k-1}];

end
% Coeficientes de los polinomios a utilizar en el ajuste.
Tchebyshev (N,N) = zeros;
for k=1:N
Tchebyshev (k,1:k)=T{k};
end

Tshe = Tchebyshev.’;

Célculo de los puntos de ortogonalidad para el ajuste de Tchebyshev.
= (cos(((N-1:-1:0)* pi)/(N-1)))."';

Cambio de los puntos de ortogonalidad al intervalo [a=8 b=12] con la férmula
z=(1/2) [(b-a)x + b + al.

z = (1/2).*((b-a).* x + b + a);

Evaluacién de la funcidén en los puntos de ortogonalidad trasladados.
z = 2.%z - 2.2 + z."3.*sin(z) .*exp(-z./10);

Calculo de la matriz de datos Shev que contiene

|

ev

o\

o° o M

o° Fh o

o\

z | fz | x | To(x) | Ti(x) | .... | Tn(x)

[}

Sh = []; % Inicia la variable en vacio [].
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Shev = [Shev z fz x]; Sobre la matriz de datos por z, fz y x.

o\° o\

Pe = []; Inicia la evaluacidén de los polinomios de Tchebyshev en
$ vacio [].

% Ciclo para evaluar numéricamente los polinomios de Tchebyshev.

for 1 = 1:N

o\

Esta variable almacena la variable x elevada a todas las
potencias, desde o hasta N-1.

Ren (N, N) =zeros;

o\

for k=1:N
for m=k:-1:1
Ren(m,k)=x(1)." (k-m) ;
end
M = Tshe.*Ren; Se hace la multiplicacidén de los coeficientes por la
variable x correspondiente.
Se suma el resultado de cada término de los polinomios para
tener su evaluacidén numérica.
El resultado de cada polinomio evaluado se guarda en una
matriz Pe.

o\°® o\° o\°

C = (sum(M));

Pe = [Pe; C];

o\°® o\° o\°

end

Shev = [Shev Pe]; % Finalmente se le agrega a la matriz de datos Shev.

% Rutina para calcular los coeficientes B.

B = (2/(N-1)).* Shev(1l,2)*Shev(1,4:3+N)/2;

for k=2:N-1
B =B+ (2/(N-1)) .* Shev(k,2).*Shev(k,4:3+N);

end

B =B+ (2/(N-1)) .* Shev(N,2)*Shev(N,4:3+N)/2;
% Rutina para el cdlculo de los coeficientes A.
A(1)=B(1)/2;

A(2:N-1) = B(2:N-1);

A(N)= B(N)/2;

[}

% Rutina para calcular los coeficientes que acompaflan los polinomios de Tchebyshev.
for k=1:N
CO(:,k) = A(k)*Tshe(:,k);
end
% Rutina para calcular los coeficientes del polinomio interpolador.
for k=1:N
Coef (k) = sum(diag(CO,k-1));
end
% Polinomio interpolador de Tchebyshev evaluado en el intervalo [-1, +1].
w=-1:0.01:1;
fx = 0;
for k=1:N
fx = fx + Coef (k)*w.”" (k-1);
end
Se transportan los puntos del intervalo [-1,+1] al intervalo de interés [a,Db].
= (1/2) .*((b-a).*w + b + a);
Evaluacién de la funcidén analitica (como punto de comparacidén) en los puntos de
ortogonalidad trasladados.
fq = 2.*q - g.”2 + g."3.*sin(q) .*exp(-q./10) ;
% Grafica de los puntos utilizados para hacer el polinomio interpolador, de la
% funcidén analitica evaluada y del polinomio interpolador de Tchebyshev.
plot(z,fz,'o",q,fx,'r",q,fq, '--");
legend ('Puntos utilizados para crear el interpolador', 'Interpolador de
Tchebyshev', 'Funcidén analitica') (- )

o\

B Te)

5.9.7 Interpolador de Lagrange que utiliza los puntos
de Tchebyshev

La técnica de ajustar un grupo de datos mediante polinomios de Tchebyshev se usa esencialmente cuando
se tiene control sobre la toma de datos; es decir, se pueden tomar los datos donde se requieran. De esta
forma se utilizan los puntos ortogonales que dan los polinomios de Tchebyshev y de esta forma se garan-
tiza que el error tiene maximos y minimos acotados.
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Programa principal del interpolador de Lagrange-Tchebyshev

o\°

Funcidén para crear un interpolador utilizando el método de Lagrange partiendo de
los puntos resultantes de los polinomios de Tchebyshev cuando se tiene un intervalo
de ajuste y una funcién analitica.

o\°

oe

% [a,b] .- intervalo de ajuste.

% fx .- funcidén analitica.

$ N .- NGmero de términos que se quieren utilizar.

clear all

ele

a=1; % Limite inferior del intervalo de ajuste.

b=5; % Limite superior del intervalo de ajuste.

N = 4; % NUmero de términos o puntos de ortogonalidad
% necesarios.

P = N-1; % Orden del polinomio.

x = cos(((N-1:-1:0)* pi)/(N-1)); % Cadlculo de los puntos de ortogonalidad de

o°

Tchebyshev.

Cambio de los puntos de ortogonalidad al intervalo [a b] con la férmula
zj=(1/2) [(b-a)Xj + b + al.

= (1/2).*((b-a).*x + b + a);

z = exp(-z).*log(z) - z.”3 + 5%z.%2 + 2%z;

o\°

o\°

Puntos para la interpolacidén
Funcién analitica evaluada en los
puntos a interpolar

Hh N
o\® o\

o\

)

% Rutina para calcular los coeficientes.

for k=1:N
for m=1:N
if k==m
ind = 1; % Indice para omitir el dato cuando
% k=m.
else
FN(k,m-ind) = z(m); % Factores del numerador (raices del
% polinomio) .
FD(k,m-ind) = z(k)-z(m); % Factores del denominador.
end
end
ind = 0; % Se pone en cero para sblo omitir el
% caso k=m.
end
% Calculo de los coeficientes de cada polinomio del numerador.
for k = 1:N
CN(k,:) = poly(FN(k,:));
end
Fac = prod(FD,2) ; % Multiplica los factores de cada denominador.

[}

% Rutina para multiplicar cada polinomio por el factor correspondiente.
for k = 1:N

Multi(k,:) = CN(k,:)*fz(k)/Fac(k);
end
Coef = sum(Multi);
Xp = (1:0.01:5); % Vector a evaluar en puntos

o°

entre el limite inferior y
superior.

Evaluacién de la funcidén en
todos los puntos propuestos.
Funcién analitica evaluada en
los puntos a interpolar.

% Graficas de los puntos iniciales y el polinomio interpolador

plot(z,fz,'o",xp,Fxp, 'r',xp,fza, 'k'); legend('Puntos iniciales', 'Polinomio
interpolador', 'Funcién analitica') )

o\

o\°

Fxp = polyval (Coef,xp) ;

o\°

o\

fza = exp(-xp).*log(xp) - xp.”3 + 5*xp."2 + 2*xp;

o\°

www.FreeLibros.me



202 @ CAPITULO 5 Interpolacion y ajuste de curvas

5.10.1. Construya un interpolador utilizando la técnica de Lagrange para encontrar los valores de la
funcién en los puntos 1.2, 1.9 y 2.1, dados por la siguiente tabla:

X 1.1 1.7 29 3.7 4.5

fix) 341 5.17 23.46 36.45 40.86

5.10.2 Use interpolaciéon de Lagrange de tercer orden para encontrar los valores de la funcién en los
puntos 2.0 y 4.0, dados por la siguiente tabla de valores:

x 1.4 2.6 3.2 4.5
fix) 0.725 0.548 0.423 0.173

5.10.3 Utilizando la técnica de Lagrange, construya un interpolador que pasa por los puntos dados en
la siguiente tabla:

X -6 0 4 7
F(x) 13.56 -7.65 -1.24 87.97

5.10.4 Construya un polinomio interpolador de Lagrange de segundo orden, partiendo de los siguien-
tes datos:

X 2 5 8
F(x) 124 5.7 17.1

5.10.5 Utilizando la técnica de Lagrange, construir un interpolador que pasa por los puntos dados en
la siguiente tabla:

x 12 18 19 60
F(x) 1234 1100 1096 1979

5.10.6 Construya un polinomio interpolador de Lagrange de segundo orden, partiendo de los siguien-
tes datos:

X 200 201 202 203 204 205
fix) 2 1 2 3 2 2

5.10.7 Construya un polinomio interpolador de Lagrange de segundo orden, partiendo de los siguien-
tes datos:

X 0.01 0.03 0.06 0.1 0.15 0.21 027 034
fix) 1 0.9 0.8 0.7 0.8 0.9 1 3

5.10.8 Construya un polinomio interpolador que pasa por los puntos (1, 6), (3, 27), (5, 62), (7, 134) y
(9, 46) con la formulacion de diferencias divididas de Newton.
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5.10.9 Construya la tabla de diferencias divididas de Newton, partiendo de los puntos (3, 27), (5, 12),
(7, 1), (9, 18), (11, 32) y (13, 49).

5.10.10 Con la formulacién de diferencias divididas de Newton construya un polinomio interpolador
que pasa por los puntos dados en la siguiente tabla:

X 1 2 3 4 5
fix) 9 5 7 13 26

5.10.11 Con la formulacién de diferencias divididas de Newton construya un polinomio interpolador
que pasa por los puntos dados en la siguiente tabla:

X 1 2 3 5 7 11 13 17 18
flx) 10 8 6 4 2 6 10 30 40

5.10.12 Con la formulacién de diferencias divididas de Newton construya un polinomio interpolador
que pasa por los puntos dados en la siguiente tabla:

X 1 4 6 10 14 22 26
flx) 2 3 4 5 6 7 4

5.10.13 Con la formulacién de diferencias divididas de Newton construya un polinomio interpolador
que pasa por los puntos dados en la siguiente tabla:

X 5 6 7
f(x) 1 3 14 15

5.10.14 Con la formulacién de diferencias divididas de Newton construya un polinomio interpolador
que pasa por los puntos dados en la siguiente tabla:

X 8 16 24
fx) 5 6 4

5.10.15 Seleccione los siete puntos éptimos desde el punto de vista de ortogonalidad discreta, para
hacer las mediciones y construya un polinomio interpolador de Lagrange. Se tiene que el intervalo de
interés de [0, 100]; si se toman como las mediciones en esos puntos ortogonales los valores de [13, 29,
58, 7, 43, 99, 0] respectivamente, construya un polinomio interpolador de sexto orden.

5.10.16 Si se sabe que los valores [0.25, 1.15, 0.97, 1.03] son cuatro mediciones que vienen de puntos
de ortogonalidad discreta en el intervalo [36, 39], construya un polinomio interpolador de Lagrange de
orden 3.

5.10.17 Si se sabe que los valores [12.45; 24.54; 2.43; 32.9; 92.34; 18.43; 27.16; 99.71] son ocho medicio-
nes que vienen de puntos de ortogonalidad discreta en el intervalo [33, 48], construya un polinomio
interpolador de Lagrange de orden 7.

5.10.18 Calcule los nueve puntos que cumplen con el concepto de ortogonalidad discreta dentro del
intervalo [4.257, 13.739].
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5.10.19 Usando la siguiente tabla de datos, haga una aproximacion de tercer orden (un polinomio
ctibico) por el método de minimos cuadrados.

x -9 -5 -1 0 5 7 13
f(x) -76 —52 —17 —4 18 35 44

Un polinomio ctibico tiene la forma P, (x)=ay+a,x +a,x* +a;x’.
5.10.20 Construya un polinomio interpolador de orden 4 por el método de minimos cuadrados, si se
tienen los siguientes datos:
x -3 -1 0 2 6 9 14 18 27
f(x) =9 =5 -1 3 7 15 21 37 59

5.10.21 Utilizando la técnica de minimos cuadrados, construya un polinomio interpolador de orden
tres si se tienen los siguientes datos:

x 1 3 4 7 12 18 24 29 31 37 43 51 78
f(x) 941 0 -7 -9 -12 -17 -21 -24 -25 -32 -54

5.10.22 Utilizando la técnica de minimos cuadrados, construya polinomios interpoladores de orden 2
y 3 para aproximar el grupo de datos dado por:
x 2 7 11 15 19 23 27
f(x) 7 6 5 4 3 2 1

Determine el error de cada polinomio, y pongalos en una grafica junto con el grupo de datos para
verificar si de manera visual se nota cudl tiene mayor error.

5.10.23 Utilizando la técnica de minimos cuadrados, construya un polinomio interpolador de orden 2

si se tienen los siguientes datos:

x 1 3 4 7 11 13 17 19 23 27 31 37 39
f(x) 29 30 28 27 26 22 25 25 26 25 28 29 30

5.10.24 Utilizando la técnica de minimos cuadrados, construya un polinomio interpolador de orden
dos si se tienen los siguientes datos:
X 2 5 12
f(x) 21 3

5.10.25 Utilizando la técnica de minimos cuadrados, construya un polinomio interpolador de orden
seis si se tienen los siguientes datos:

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
f(x) 25 34 42 58 60 62 65 63 67 75 80 79 68 57 45 46

5.10.26 Utilizando la transformada discreta de Fourier, aproxime la curva dada por la funcién
f(t)= 20e™", dentro del intervalo [0, 3], con un paso de discretizacion de At =0.2.

5.10.27 Utilizando la transformada discreta de Fourier, aproxime la curva dada por la funcién
f(t)=sen(377t**)e™""”, dentro del intervalo [0, 0.2], con un paso de discretizacién de At =0.2/31.
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5.10.28 Utilizando la transformada discreta de Fourier, aproxime la curva dada por la funcion
f(t)=t*¥¢™"", dentro del intervalo [0, 7], con un paso de discretizacion de At =7/31.

5.10.29 Utilizando la transformada discreta de Fourier, haga la descomposicion en la base ortogonal
de la funcion tabulada dada por

t 0 02 04 06 08 10 12 14
f(t) 112 116 145 1.78 197 156 134 121

5.10.30 Utilizando la transformada discreta de Fourier, haga la descomposicion en la base ortogonal
de la funcion tabulada dada por

t 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15

f(t) 345 535 6.61 345 695 525 632 4.28 425 254 635 398 645 3.54 4.78 6.56

5.10.31 Dados los polinomios de Tchebyshev T (x)=1, T; (x) =x yla relacién de recurrencia
T (x)+ T, (x)=2xT,(x), r=1,2, ..., encuentre T)(x), T5(x) y T,(x).
5.10.32 Encuentre una expansion de cuatro términos de una serie finita de Tchebyshev que aproxime

la funcidén e* en el intervalo [—1, +1].

—0.01¢ en el

5.10.33 Construya un interpolador de Tchebyshev de orden cinco para la funcién log(t*° e
intervalo [3, 18].

5.10.34 Utilizando los polinomios de Tchebyshev, construya un polinomio interpolador de
Tchebyshev de orden seis para la funcién t* tan2t en el intervalo [-7, 3].

5.10.35 Utilizando los polinomios de Tchebyshev, construya un polinomio interpolador de
Tchebyshev de orden nueve para la funcién ** tan(0.1¢)e™"" en el intervalo [0, 14].
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Capitulo 6

Derivacion e integracion
numerica

6.1 Introduccion

La solucion apropiada de una ecuacion diferencial es, por supuesto, su solucion exacta;
sin embargo, en general, las ecuaciones diferenciales de gran complejidad se tienen que
resolver utilizando métodos numéricos aproximados. Entre los métodos numéricos mds
importantes se encuentran los conocidos como métodos de diferencias finitas.

Por supuesto, cualquier férmula de interpolacion numérica sirve para evaluar la de-
rivada de una funcidn, sin importar si la funcion viene en forma tabular o tiene una
féormula explicita. Ahora, si se supone que los puntos donde la funcién esta definida
se encuentran igualmente espaciados, esto permite obtener férmulas sencillas para las
aproximaciones de las derivadas.

Existen varias razones por las cuales puede ser necesario, o deseable, realizar el calcu-
lo por aproximacién numérica para evaluar una integral definida, en lugar de un analisis
matematico. Por ejemplo, cuando es dificil o imposible encontrar una férmula matema-
tica para la integral, o si el problema se puede resolver analiticamente y la funcién es
demasiado complicada para el calculo eficiente por computadora. También cuando se
necesite que un programa de integracion se pueda usar para una funcién general sin
analisis matematico especial en cada ocasion.

6.2 Derivacion numérica

En esta seccion se trabajara en la aproximacion de la derivada de una funcién en un
punto dado, conociendo el comportamiento de la funcién en algunos puntos vecinos. La
forma mds sencilla es aproximar la funcién por derivar mediante un polinomio interpo-
lador y derivar este polinomio [Burden et al., 2002]. Aunque la derivada del polinomio
puede ser muy diferente a la funcién por derivar, como el polinomio tiende a tener mu-
chas oscilaciones (cuando el numero de puntos donde se interpola es grande), éstas se
reducen si se toma en cuenta un nimero pequefio de puntos para construir el polinomio
interpolador.
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EJEMPLO 6.1

El ejemplo 5.8 ilustra el caso donde se interpola la funcion f(x)=exp(—x*)en el intervalo [-5, +5] con 9
puntos de interpolacién, usando puntos igualmente espaciados, con n=38. El polinomio interpolador
tiene la siguiente forma:

p(x)=0.0001940349009 x* —0.009245209632 x° +0.1361270733 x* —0.6967161360 x> +1

La figura 6.1 presenta la grifica de la derivada de f(x) y de la derivada de polinomio interpolador
p(x). Ambas derivadas se dan a continuacién:

f'(x)=-2xexp(—x?)
p'(x) =0.001552279207x” —0.05547125779 x° +0.5445082932 x> —1.393432272 x

La linea continua representa la grafica de la derivada de la funcién analitica y la linea punteada repre-
senta la derivada del polinomio. Se puede observar que, en un intervalo alrededor del origen, las graficas
son similares, pero conforme el intervalo se aleja, las graficas difieren bastante.

8 I N
< L A
g ;
<
2 4 s
-
L
o 2 b —
o
o 0 —
=} L T T T .
g L/ A
: _2 : St
£
a4 R
I ]
; —— Derivada de la funcion analitica
2 Derivada del polinomio interpolador [
L L L L L L L L L

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Variable independiente x

Figura 6.1 Graéfica de la derivada de la funcién evaluada y del polinomio interpolador.

No todo es tan malo con esta aproximacion. Como se vera mas adelante, es posible aproximar la de-
rivada de la funcién mediante la derivada del polinomio interpolador; pero una buena idea es aproximar
la derivada solo en los puntos de interpolacion. Para iniciar, se tiene que la definicion de la derivada de
una funcién fen x = x, esta dada por

Flxg) = lim LX) =S (x0) 1imf(x°+h2_f(x°) 6.1)

X=X, X=X h—0

Si h es suficientemente pequeno, se tiene que una buena aproximacion a la derivada de fen x = x, esta
dada por

fxo+h)= f(x)
h

Esta aproximacidn se conoce como aproximacion de la derivada por la derecha. Geométricamente, se

fxo+h)— f(x)
h

tiene que es la pendiente de la recta secante que pasa por los puntos (xo, f(x,)) v
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(xo+h, f (x,+h)) mientras que f’(x,)es la pendiente de la recta tangente a f en x,. De manera similar, se
puede construir la aproximacién de la derivada por la izquierda. Esta es

f(xo)_f(xo_h)
h

Para determinar el error cometido al aproximar la derivada, se considera el polinomio interpolador.
Se tiene que si f € C"*V[a, b]. Entonces

")

f(x)=plax)+(x—x)(x—x,)--(x - x,) o

Dado que se va a derivar esta expresion, se necesita ademds que f € C""*?[a, b]. Se tiene entonces que

F(x)= p’(x)+%[<x—xo>(x—x1>---<x—xn>f(:i)ff)] 6.2)

El valor mas pequeno de n que se puede considerar en (6.2) es n =1, ya que para n =0 se tiene que el
polinomio es constante y, por tanto, la derivada seria cero.
Considerando esta ultima férmula con n =1, se obtiene

()= p/(x)+-2 ()
f'(x)=p (x)+3[(x—xo)(x—xl)T]

= P'(x)+%(x—xo)f”(f§)+%(x —xl)f"(§)+%(x —x)(x—x, )f”'(é)j—5

X

ya que & =&(x) depende de la eleccién de x. Dado que no se conoce & como funcion de x, la derivada Z—g
x

también es un elemento desconocido en esta expresion. Para evitar este problema, si se evalua la derivada
en x =X, 0 en x = x;, el tltimo término se anula. Entonces

F7r0) = B0 5 o= x0) ()5 (kg = 30) (@) 5 (g x0) (= )f"'(&)jl’—‘f
X

1 (6.3)
ZP’(xo)"'E(xo -x) f7(§)
y
, , 1 e 1 e 1 N
f(x1)=p(x1)+5(xl—xo)f (§)+5(x1—x1)f (§)+E(x1—xo)(x1—x1)f (é)d_
* (6.4)

= p/ ()5 = 2) ()

Considerando de aqui en adelante que el espacio entre los puntos es 4, entonces (6.3) y (6.4) se redu-
cena

£ = p'(3) =S
17()= 9 () + 7@

Usando la formulacion de diferencias divididas de Newton dada por la ecuacion (5.11) para evaluar la
derivada de p(x), se tiene
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1

P(X)ZZf[XO, Xlseees xk](x_xo)(x_xl)“'(x_xk—l)
k=0
=f[x0]+f[x0, x1](x—xp)
_ fi—fo
=fo +(T)(x—xo)

Y, por tanto, la expresion para la derivada es

d(ﬁﬁ(%)(k%)):ﬁ—fo

p'lx)= dx h
por lo que
P =2l y = S2h
Asi (6.3) y (6.4), se reducen a
Fxo) =22l ) (65)
=t Dy (66)

La férmula (6.5) se conoce como aproximacion a la derivada por la derecha, mientras que (6.6) es la
aproximacion por la izquierda. A estas formulas se les llama aproximaciones de dos puntos. Una ventaja
de esta forma de desarrollar las aproximaciones es que se tienen férmulas para el error de aproximacion.
Sila segunda derivada estd acotada por K, >0, se tiene que los errores de aproximacion satisfacen

f’(xo)_—f1 ;fo

f’(xl)_fl;fo

1 ” & l ” &
<SHf@lth y <Hf @l th

Dado que el exponente de hes 1 (6.5) y (6.6), se llaman aproximaciones de primer orden o de orden h.
También se conocen como aproximaciones de dos puntos. Usando la féormula para la derivada (6.2) con
n =2, se tiene

f(x)= p’(x)+i[(x—xo)(x_xl)(x_xz)f”’(é)]
dx 6
= P (0= 2) fE <) (5 3) ()

+é<x—xo)(x—xl)f"'<5>+é(x—xo)<x—xl)(x—xz)f(%)j—é

X

De nuevo se tienen tres opciones para evaluar la derivada de la funcién. Estas son x,, x; y x,. Se tiene
entonces

f'(x) :P’(xo)"‘é(xo —x1)(x0—%,) f(§)
f'(x) :p’(xl)"'é(xl —x0) (%1 =%,) f(§)

f(x,)= P,(xz)"‘%(xz —x0) (%, —x1) f7(&)
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Considerando que los puntos estan igualmente espaciados, se llega a
hz
£1(x0) =)+ 1)
hz
f(x)= P,(xl)_?f”’(é)
hz
£1(52) =)+ )
También se tiene que

p(x) = flxo]+ flxo, 21 ](x = x0)+ flx0, %1, %2 ](x =30 ) (% —x7)
= fot (= o))+ (o =2+ ) (=) (5 =)

Yy, por tanto,
P = i o)+ 5 (=2t f)lr=0) (6 =)
por lo que
W,
1750 =3 = o) 55 (=2 fo)xo =)+ 70
n o,
f(x)=— (fl fo)+ 2h2(f _zfl"‘fo)(xl_xo)_?f (&
£/ == oo =24 ) =0+ = b 70
Simplificando,

ey —hrt4h =3 B .,
f(x)= oh f €3]

fm) =Lt hzf”’(cf)

floa) = =23 B f”'(cf)

Las aproximaciones se llaman aproximaciones de tres puntos por la derecha, central e izquierda, res-
pectivamente. Ademas, se dice que éstas son aproximaciones de segundo orden o de orden h*. Usando la
féormula para la derivada para la aproximacion con n =3, se tiene

fix)= p(x)+—[(x x) () ) (3 ) L (5)]
Es decir,
f’(X)=p'(x)+21—4(x—x1)(x—xz)(x—x3)f(iv)(§)+21_4(x_xo)(x_xz)(x_x3)f(iv)(5)
+2i(x—xo)(x—xl)(x—xa)f“”(§)+i(x—x0)(x—xl)(x-xz)fvv)(g)

b)) ) - xa)f(”(cf)d‘s
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Ahora se tienen cuatro opciones para evaluar la derivada de la funcion. Estas son x, x;, x, y x3. Se
tiene entonces que

f(x0) =p’(xo)+i(xO =) (%9 = %) (x0 =3 ) F(E)
£ = ) 5= 30) =) (3 =) 0
f/(xZ)z P’(x2)+21—4(x2 —%0) (%, = x,) (%, _xa)f(iv)(g)

’ ’ 1 iv
f(x3)=p (x3)+£(x3 —x0) (%3 = x) (%3 _xz)f( (&)
Considerando que los puntos estan igualmente espaciados, se tiene

_ T fo+18/ =9 +2f;

f’(xo) 6h

1.5
4hf (3]

, _S5fht+6fi-3H+2f; 1.5 )
f(x)= P o (3]

oy h6RE3N42L 1,
f ) =R SR

[l = 20220

—18f2+11f3 1.5 (i)
+—h>
o S (9]

Las aproximaciones se llaman aproximaciones de cuatro puntos o de tercer orden. En general, se
puede usar el polinomio interpolador con n+1 puntos, y se obtendran n+1 aproximaciones de la prime-
ra derivada. Estas se dice que son aproximaciones de orden O(h" ) o simplemente de orden n. La tabla 6.1
presenta las aproximaciones de la derivada con n=1, 2, 3.

Tabla 6.1 Aproximaciones de la derivada paran=1, 2, 3.

n 58 =3t 58 =05 58 =0y X=X Orden
fi—fo h—fo
1 - p O(h)
—h+4fi-3f L= fo fo=4fi+3h 2
2 T2 o o O(h )

w

“11f,+18/=9f,+2f; Sfo+6/H=3L+2f fo—6f+3f,+2f; —2f+94H-18f, +11f; O(h3)
6h 6h 6h 6h

Para la aproximacion de las derivadas de orden #, es necesario usar polinomios interpoladores con al
menos n+1 puntos. Si se usan exactamente n+1 puntos, se tiene que

d"[(x—xoxx—x»---(x—x»{ﬁ‘lf!)]

fOx)=p"0)+

dx"

Pero

dn[(x—xo)(x—xl)---(x—xn)fn+l(§)] F(E)

(n+1)! | _ - et (= x,) |T—
o —n![(x XO)+(X x1)+ +(X x”)](n+1)!
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Simplificando, se obtiene

dn[(x_xo)(x_xl)"'(x_xn)fnﬂ(g)] fﬂ+l(§)

(n+D!] _ B J )
I —[(x Xo)+(x—xp)++(x xn)] (n+1)

Por tanto,

d" [Z’Z:of[xo, X5 X ] (X =20 ) (0 = x1)+ (o0 = x4 )]
dx"

P (x)=

Con lo que se obtiene que, por ejemplo

1 1
P (x)=n! f[ X0, Xi...r x,]=1! —A"y, =—A",
nlh h

donde A"y, =y, + 0y, +--+®y, por ejemplo A’y, = y, —2 y; + y,, por lo que se tiene

f(”)(x)=hl—nA”yO+[(x—x0)+(x_x1)+...+(x_xn)]{;:i(lf!)
f(n)(xi):hinAnyO +(2i—n)2(n+1)h ](:i(lfl)
7o) =y + B e
De esta expresion se sigue que
f(")(xi)=hl—nA”y0+O(h)

Estas formulas se pueden generalizar facilmente a derivadas parciales de funciones en varias variables.

Si, por ejemplo, u=u(x, y), algunas aproximaciones de ?(x, y) son
X

u(x+h,y)—u(x,y)

h
u(x,y)—u(x—h,y)
h
u(x+h,y)—u(x—h,y)
2h

0’u

dxdy

cha para x y derivadas por la derecha, central y por la izquierda para y.

Similarmente, para (x, y), se muestran algunas aproximaciones usando derivadas por la dere-

u(x+h,y+k)—u(x,y+k)—u(x+h,y)+u(x,y)

hk
u(x+h,y)—u(x,y)—u(x+h,y—k)+u(x,y—k)
hk
u(x+h,y+k)—u(x,y+k)—u(x+h,y—k)+u(x,y—k)
2hk
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EJEMPLO 6.2

Un automovil recorre una pista en 65 segundos. La distancia recorrida por el automovil se determina
cada 5 segundos. Los datos se presentan en la siguiente tabla

Tabla 6.2 Tabla de datos.

Tiempo 0| 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65
Distancia 0 54 @ 115 175 | 250 330 400 460 @ 516 566 | 628 698 774 844

Se determinaran la velocidad y la aceleracion cada 5 segundos. Se tiene que la velocidad y la acelera-
cion estan dadas por la primera y segunda derivada de la posicion, respectivamente. Usando derivadas
por la derecha para determinar la velocidad, se obtienen los resultados dados en la tabla 6.3. Cabe hacer
notar que no es posible determinar la velocidad para t = 65.

Tabla 6.3 Tabla de tiempos y velocidades calculadas con la primera derivada por la derecha.

Tiempo 0 5 10 | 15 | 20 | 25 | 30 35 40 45 50 55 60 | 65
Velocidad 188 122 12 15 16 14 @ 12 112 | 10 | 124 14 | 152 @ 14

Usando derivadas centrales de segundo orden se tiene que para t =0y ¢t =65, no es posible calcular la
derivada, y se obtienen los resultados dados en la tabla 6.4.

Tabla 6.4 Tabla de tiempos y velocidades calculadas con derivadas centrales.

Tiempo 0 5 10 15 20 | 2530 35 40 45 50 55 60 | 65
Velocidad 11,5 121 135 155 15 13  11.6 106 11.2 132 146 14.6

Se pueden usar derivadas de mayor orden, pero, en general, la cantidad de trabajo efectuada para
calcularlas es mayor que la precision obtenida. Calculando la aceleracion por medio de segundas deriva-
das, se obtiene

Tabla 6.5 Tabla de tiempos y aceleracion calculadas con derivadas de segundo orden por la derecha.

Tiempo 0 5 10 15 20 25 130 35 | 40 45 50 55 60 65
Aceleracion -1.88 032 064 04 06 0 024 08 072 -0.16 -0.08 -0.48

6.3 Integracion numérica

En esta seccion se presentan los métodos numéricos para evaluar una integral definida, con la siguiente
estructura:

I=J.f(x)dx

Los métodos considerados aqui se desarrollan tomando una funcién simple Q, (x) que tiene el mis-
mo valor que f(x) en un numero de puntos elegidos, x; (i =0, 1,.., n) y usando la integral de Q, (x) como
una aproximacion de la integral de f(x). Las funciones Q, (x) deben ser, por consiguiente, faciles de in-
tegrar. Los puntos x;, en los que se tendra que Q,(x;)= f(x;), se conocen como nodos de la férmula
de integracion. A los valores de f(x;) se les da la notacidn f;. Si los nodos elegidos son equidistantes, en-
tonces se puede obtener una serie de féormulas conocidas como férmulas de Newton-Cotes. Las dos formu-
laciones mas sencillas de esta clase son la regla trapezoidal y la regla de Simpson. Sin embargo, estas
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formulaciones pierden precision debido a la restriccion a puntos equidistantes. Se pueden obtener formu-
laciones dos veces mads precisas que las formulaciones de Newton-Cotes si los nodos son especialmente
elegidos para dar la maxima precision posible. Estas formulaciones se conocen como formulacién de
cuadraturas gaussianas. Los nodos de estas formulaciones son los ceros de ciertos polinomios ortogona-
les. Se debe notar que la formulacién es s6lo mas precisa en términos de la definicion matematica par-
ticular de precision. Puede suceder facilmente que una férmula de Newton-Cotes dé un valor numérico
mas cercano que la fdrmula tedrica gaussiana mas precisa.

Otro método adicional es el que se basa en el uso de la regla trapezoidal con muchos tamanos de in-
tervalo diferentes. Entonces se usa la técnica de extrapolacion de Richardson para reducir el error conse-
cutivamente. Este método, conocido como integracion de Romberg, es muy apropiado para usarse en
programas de computo, y se puede demostrar que converge para cualquier funcién continua f(x). Antes
de proporcionar ejemplos de como usar las férmulas de diferencias finitas para la derivacién e integra-
cion, es mejor observar graficamente el problema para tener una mejor apreciacion de las dificultades que
presenta. Considere los dos ejemplos de la figura 6.2, a y b. La diferencia entre estas dos figuras es que el
segundo punto tiene un valor de la funcién ligeramente diferente.

a) b)

f(x) fx)

Figura 6.2 a) Error en la integral, b) Error en la derivada.

En este caso se ha exagerado la diferencia de manera que se aprecie facilmente en el diagrama; pero
los valores normalmente estan sujetos a algin tipo de error de redondeo o experimental. El efecto de este
error sobre la aproximacion de la derivada por medio de dos puntos adyacentes es notable, como lo de-
muestra el diagrama. Sin embargo, si la integral se aproxima mediante un drea cerrada, se puede ver que
el error en la integral es relativamente pequeifio.

Estas observaciones pueden ser fundamentales en el andlisis matematico de los métodos de diferencias
finitas. Esto demuestra que la diferenciacion por medio de la formula de diferencias finitas puede llevar a
grandes errores, aunque el proceso de integracion esté bien condicionado. Por tanto, hasta donde sea
posible, los problemas seran formulados de manera que no sea necesaria la diferenciacion de las férmulas
de diferencias finitas, o aproximacion a las funciones.

6.4 Formulas de Newton-Cotes

Al igual que para la aproximacion de las derivadas de una funcién, se usara el polinomio interpolador
para aproximar la integral definida de una funcién. La idea basica es que, dada una funcién a integrar
sobre un intervalo, se define el polinomio interpolador en ese intervalo y se integra el polinomio interpo-
lador. Se espera que ésta sea una buena aproximacion a la integral. Se tienen varias formulaciones para el
polinomio interpolador. Las més sencillas son las que se obtienen con las diferencias de Newton. Con esta
aproximacion se obtendran las férmulas de Newton-Cotes, que pueden ser cerradas o abiertas, dependien-
do de si el polinomio interpolador construido incluye o no los extremos del intervalo de integracion.
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6.4.1 Formulas cerradas de Newton-Cotes

Para iniciar, se considera el problema de aproximar a la integral [Nakamura, 1992], [Maron et al., 1995],
[Burden et al., 2002],

jjf(x)dx

definiendo x, =a, x, =b, h=b—a y considerando el polinomio interpolador de grado cero basado en el
punto x,. El polinomio es

p(x)=f(x)

Se infiere ademds, de (6.5), que,
F)= )+ (x-20) )
Integrando a ambos lados desde x, = a hasta x, = b, se sigue que
[/ flx)ax= j( f(x0)+(x—xo)@)dx
= f) e [ () L)

=(x _xO)f(x0)+J.,:)l(x—xo)f’éé) dx

2

Usando el teorema del valor medio para integrales y el hecho de que h = x; — x; se tiene

N i (ST
J, £ GoM = hf (x) + =2 " (=)
Asi, finalmente

J! £ Ge)ae=f )+ L) (67)

De forma similar, se podria construir el polinomio de grado cero basado en el punto x, =by obtener

J! £y =nf () L) (68)

Las formulas (6.7) y (6.8) se conocen como la regla rectangular por la izquierda y por la derecha, res-
pectivamente. La figura (6.3) muestra la aproximaciéon mediante la regla rectangular por la izquierda. La
seccion 6.8.1 proporciona el codigo desarrollado en Matlab para la regla rectangular por la izquierda y
la seccidn 6.8.2 para la regla rectangular por la derecha.

Generalizando, si se desea aproximar

b
| fx)dx
donde feC"M[a,b], se establece el nimero n de subintervalos de [a, b]. A continuacién se define
b—a o . -
h=——1y x;,=a+ih,i=0, 1,..., n y se construye el polinomio interpolador que pasa por los puntos
n

(%05 f (x0)), (x15 f(%1) )., (x5 f (x,,)) La formulacién con diferencias adelantadas es

ekl (S wi S (n+1) _
f(x)—%A fo(k)+h (n+1)f (&), x=x¢+sh (6.9)
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””” Qo(x)

» X

Figura 6.3 Grafica de la regla rectangular.

Integrando ambos lados desde a = x,, hasta b = x,,, y tomando en cuenta que la variable en el lado derecho
de (6.9) es s, y que se debe integrar con respecto a x, haciendo el cambio de variable x = x, + sh en la inte-
gral se obtiene

N j:(ém(;}h"ﬂ(n il)f‘”“)(é)]dx
g

Intercambiando el orden entre la integracion y la sumatoria,

J.:'nf(X)dx:héAkfoJ.On(]i)ds+hn+2-|.:(nj_1)f(n+l)(§)ds

Definiendo ademas

n('s ns(s—1)(s—2)--(s—k+1)
b""ZJO(k)dSZJO B —

entonces

Xn “ n+2 n S n+l
jxof(x)dxthAk fobu + jo(nﬂ) D (E)ds (6.10)

k=0

6.4.1.1 Considerando diferentes valores de n

Tomando n =1 se tiene
1
% _ k 3 s ”
| xof(x)dx—h%A fobui+h jo(z) f7(&)ds

= (A fobg + A fob )+ | :(;)f"(i)ds

ahora

bo= 1 Jos= Pty = [ Joo= [t =

www.FreeLibros.me



218 @ CAPITULO 6 Derivacién e integracién numérica

por lo que

L P N I N W TEET

:h(fo+ (f _fo))+h3j;(;)f”(éf)ds

1
2
=h(f0 Jr%(f1 —fo))+h3j;(;)f”(é§)ds
zg(fo +ﬁ)+h3j;(;)f"(5)d5

La integral
J, (;)f"(é)ds

debe ser evaluada usando el teorema del valor medio para integrales. Si se tiene que

J (z)f “(©ds=f"&)| ;(;)ds

- @] e,

o2
1 r”
=517
entonces

* h o,
[Lf@ae=2(f+ )= 5@

Este método se conoce como la regla trapezoidal. La figura 6.4 ilustra este resultado y la seccion 6.8.3
proporciona el cddigo desarrollado en Matlab para esta regla de integracion.
Con n=2 se tiene

j:f(x)dx = hiAkabzk +ht Jz(;)f”'(g)ds

= h(AOfObzo +A' foby +A2f0b22)+h4 J‘z(;)f’"(f)ds

>
-

> X

Figura 6.4 Grafica de la regla trapezoidal.

www.FreeLibros.me



6.4 Formulas de Newton-Cotes ® 219
Ahora
s, s, 2, s, pes(s—1) 1
by = jo(o)ds = jods_z, by = jo(l)ds_ josds_z y by = jo(z)ds_ JOTds—g
por lo que
[7f(x)dx =h(2A° fr+2A'f, +%A2 f0)+h4jz(;] f7(E)ds
]' 2 S ”r
—H(2fs 2= -2 ) e [ ) s
_h 4 2(S "
=S (firafitfo)+h f0(3)f (&)ds
Se puede demostrar que

xz _h _E (iv
jxof(x)dx_3(ﬁ)+4ﬁ+f2) 90f )(5)

Este método se conoce como Regla de Simpson 1/3, y se ilustra en la figura 6.5; la seccién 6.8.4 pro-
porciona el codigo desarrollado en Matlab de esta regla de integracion.
Con n=3se tiene

[P G)de=hy A fbse+ 1 | S(Q)f"’”(é)ds
0 k=0 0

3(S .
=h(A° fobso + A' fobsy + A fobsy + A fob; )+ 1 10(4) N E)ds

Ahora

Figura 6.5 Gréfica de la regla de Simpson 1/3.
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oo e
e
por lo que
[ f o= h(3A°fo +2Afy 2 A%, +§A3ﬁ))+h5ﬁ(i)f(”>(§)ds
~H{(3h 2= =2 B2 =3 3~ )
| Z(i) FO(E)ds
RSV RSN N (I EN

Evaluando la integral del lado derecho, se puede demostrar que

,[:f(x)dx— (f0+3f1+3f2+f3)_£f(w \©

Este método se conoce como la regla de Simpson de los tres octavos. El cddigo desarrollado en Matlab
para esta regla de integracion se proporciona en la seccion 6.8.5. El tipo de reglas asi obtenidas se conoce

como las férmulas cerradas de Newton-Cotes. Se tiene el siguiente teorema que nos permite estimar el
error. Este es

Teorema 6.1 Parandadosinespary f eC"?[x,, x, ],y sinesimpary f € C""[x,, x, ], entonces

x n n+2 £(n+l)

_[x:f(x)dx:h%bnkAkfo h (f+1 (5)_[ s(s—1)---(s—n)ds, nimpar
X, n hn+3 (n+2) "

Lof(x)dx=hébnkAkfo +(,{T)!(é)jos (s=1)--(s—n)ds, npar

donde

5€(X0,Xn) o

Observe que cuando 7 es par, el orden es O(h"* ), pero cuando # es impar el orden es, simplemente
O(h™?), por lo que es aconsejable usar sélo valores pares de 1. Existen formas alternas para generar estas
reglas. Como ejemplo, considere la siguiente formulacion

h
_[f(x)dxzia,f,- +E, x;,=0,h
0 i=0

o bien, en forma expandida se tiene

h

Jf(x)dx:a0f0+a1ﬁ+E, (x:= x,=0, x,=h)

0
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Si es necesario que esta aproximacion sea exacta para polinomios de grado cero y uno, se debe cum-
plir que, para f(x)=1y f(x)=x, la integral sea exacta, por lo que

[ £(x)dx=aqf (x))+a f (%)
[(dx =a,(1)+a,(1)

h=ay+aq

También, para f(x)=x, se tiene

Jf(x)dx=a0f(x0)+a1f(x1)

[(x)dx =ay (0)+a, (h)

2
h?=0+h S

Con esto se forma un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas. Su solucion es

Asi se tiene que

J.f(x)dxzaof0+a1f1+E

0

La férmula anterior corresponde a la regla trapezoidal. Cabe hacer notar que este desarrollo no permi-
te calcular el error en forma explicita, como es el caso con el desarrollo a partir del polinomio interpolador.

6.4.2 Formulas abiertas de Newton-Cotes

La atencion se ha centrado en las formulas cerradas de Newton-Cotes ya que, en general, son compu-
tacionalmente mas eficientes, sobre todo en las formas compuestas. Sin embargo, algunas veces es conve-
niente usar formulas abiertas, las cuales no usan los puntos extremos a y b [Nakamura, 1992], [Maron et
al., 1995], [Burden et al., 2002]. Estas férmulas encuentran aplicaciones en la integracion de ecuaciones
diferenciales como férmulas del tipo predictor.

Para desarrollar este tipo de férmulas, se considerara la integral, pero ahora cambiando la definicién

) b—a , o .
de h. Esta se define ahora como h = —2, yademasx; =a+ih,i=0, 1,..., n+1. En este caso se tienex_; =a
n+

¥ X,.1 =b. Considerando el polinomio interpolador que pasa por los puntos (x,, f(x,)), (x1, f(x1)),--+,
(x,, f(x,)), se tiene que

flx)= gAk fo(;)+h”“ (nil) FON(E), x = xo +5h

Integrando ambos lados desde a =x_, hasta b=x,,,, y tomando en cuenta que la variable del lado
derecho es s y que se debe integrar con respecto a x, haciendo el cambio de variable x = x, + sh en la inte-
gral se obtiene

www.FreeLibros.me



222 @ CAPITULO 6 Derivacién e integracién numérica

T D W R W TR )

—J_I(A‘ﬁ( ) hwiéil)fMngﬂhﬁ

Intercambiando el orden entre la integracion y la sumatoria, esto conduce a

I e Sat (a2 ) o

Definiendo ademas

entonces
j ' (x)dx = hZAkfocﬂk+h"+2j ( ) D (E)ds (6.11)

Tomando n =0, se tiene que

Coo = jil(;)ds = J._llds =2

e
% 0 1(s),,
[ fx)dx =Ry A ficn +h2j_1(1)f (&)ds
B k=0
h3
=2hfy+ ()

Esta formulacion se conoce como la regla del punto medio. Similarmente, con n =1, se tiene

Cio = le(;)ds = J.flds =3

2(s 2 3

o= j_l(l)ds = j_lsds =3

e

_l.:lf(x)dx =hS A fyey +h jzl(i)f’(g)ds
=h(cwfo+en(fi _ﬁ)))+h3jil(i)f”(§)ds

H(3h 20 |2 )

=—(3fo +3f1)+£f”(f)

Con n =2, se obtiene la regla

14h°

[ fde=2 s~ 2+ S 0@
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El tipo de reglas obtenidas asi, se conoce como las férmulas abiertas de Newton-Cotes. Se tiene, como
en el caso de las férmulas cerradas, el siguiente teorema que nos permite estimar el error.

Teorema 6.2 Paran dado, si nes pary f € C**?[a, b], y si n es impar y f € C**'[a, b]. Definiendo

hzb—yx =a+ih,i=0, 1,..., n+1. Entonces
n+2
fif(X)dx=th:;cnkAkﬁ) % [""s(s=1)e+(s—m)ds, n impar
sz(x)dxzhzn:c,,kAkfo MJ’“Z(S 1)---(s—n)ds, n par
k=0
donde

Cok = Jnjl(}i)ds

Se(a,b). o

Observe que cuando 7 es par, el orden es O(h™*), pero cuando n es impar el orden es simplemente
O(h™?), por lo que es aconsejable usar sélo valores pares de 7.

6.4.3 Férmulas compuestas

Las férmulas de integraciéon anteriores no son adecuadas para intervalos de integracion grandes. Para
intervalos grandes son necesarias formulas de muy alto orden, lo cual las hace inadecuadas. Para obviar
este proceso, se propone una alternativa consistente en subdividir el intervalo de integraciéon en subin-
tervalos pequefios y aplicar las férmulas dadas. Para iniciar esto, se consideraran las férmulas de los rec-
tidngulos por la izquierda y por la derecha, las cuales se obtienen al integrar en el intervalo (x,, x, ) un
polinomio de grado cero basado en los puntos (x,, f(x,))y (x;, f(x,)), respectivamente,

[ FCoe =)+ (@)

X1 h2 ,
[ 1 Cdx=hf (e)==-1"()
Considerando el problema

JZf(x)dx

Dado n, se definen h =

y x;=a+jh, j=0, 1,..., n. Se tiene entonces que

(b-a)

sz(x)dx = E'l.:ﬂf(x)dx

Aplicando la regla de los rectangulos por la izquierda en cada subintervalo, se obtiene

n—1 n-1 hznl

Jos =3 o)+ 5 1) J2HE )+ 5 3 E)

j=0

Si f €Cla, b] se tiene por el teorema del valor intermedio que existe & en [, b] tal que
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gf’(é)wf’(é)
por lo que )
[of e =hS. o)+ 0
Dado que nh = b—a se obtiene |
| Zf(x)dx=h§6f(xj)+(b;a

Esta regla se conoce como la regla compuesta de los rectdngulos por la izquierda. De manera similar se
obtiene la regla compuesta de los rectdngulos por la derecha

¥ <X>dx=h§f (xj)—(b_Ta)f’(é)h

Cabe hacer notar que estas dos reglas son de orden O(h). Si se considera la regla de los trapecios se
tendra que

JIEL

n—1

h o,
_l.f(x )dx = 2(2(fj+fj+1)_ﬁf (5;))

= oA RS MR

:g ﬁ)+2j§=}f(xj)+fn —Eﬂf”(@

_h ﬁ)+2§f(xj)+fn —b;af”(é)hz
2 = 12

La regla de Simpson compuesta se obtiene al considerar un nimero par de subintervalos

o o= ZI

X2

S(x)dx

n/2 5
ZZ(_(ij—Z +4 0 +f2j)_h_f(iv)(‘§j))
"/2 n/2

=_Z(f21 s+ fy+ fo) - Zf(” &)

h n/2

:gjzz;(fzj—z +4foi +f2])_%5f(,v ©

n/2
hZ(fzj 2H4 1+fz;) (b a) (W (‘S)h4

Esto es

(b a)

J.f(x)dx——(f0+4f1+2f2+4f3+ A frst 2yt A fuat fi) = SO
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Para las formulas de Newton-Cotes de orden tres, es decir, para la regla de Simpson 3/8 es necesario
que el numero de subintervalos sea un multiplo de 3, y se obtiene

L= )= a3 3ot R 43435 )+t s 32+ 3+ )

:%[f0+3f1+3f2+2_ﬁ+3f4+3ﬁ+2f6+,,_+fn]

Generalizando la formulacidn se llega a

3]’1 n-1 n-3
Inzg f()+32ﬁ+22ﬁ+fn
i=1

i=3n
i#3n

Para el método del punto medio, la regla compuesta se reduce a

I, = ff(x)dxz2h(ﬁ)+2h(f3)+---+2h(fn,l),n par

xo =2h[ it fit+ fsooo fua]

La seccién 6.8.6 proporciona el codigo en Matlab para la regla de integracion de punto medio.

0 EJEMPLO 6.4

4
Considere el problema de evaluar la integral I = Je"dx. Usando la regla de los rectangulos por la derecha
1

1
compuesta, con n =6 (h =(4-1)/6= E)’ se obtiene
1 2 g Z
i (5)(61 +e2+e’+e2+e’+e? J =39.9862549
Con el método de los trapecios compuestos y el mismo valor de n
1 2 g Z
I= %(el +2e2 +2e* +2e2 +2¢° +2e2 +e4)= 52.956222
Usando el método de Simpson se obtiene
1 3 g g
I zé(el +4e2 +4e’ +2e2 +4e’ +4e2 +e4J= 51.8973596

En la siguiente tabla se muestran los resultados obtenidos con diferentes métodos.

Tabla 6.6 Resultados de la integral, aproximandola con diferentes métodos.

Método Integral aproximada
Rectangulos por la derecha 39.9862549
Rectangulos por la izquierda 65.926189
Trapecios 52.956222

www.FreeLibros.me



226 @ CAPITULO 6 Derivacién e integracién numérica

(Continuacion)

Método Integral aproximada
Simpson 51.8973596
Simpson 3/8 51.9181166
Punto medio 49.779635

4
El valor exacto de la integral es I = '[exdx =e* —e=51.87986820.... Se puede observar que aunque se
1
tomo un numero pequenio de subintervalos, la regla de Simpson es una buena aproximacion al valor de
la integral.

6.5 Cuadratura de Gauss

Si se considera la formula
b n
[F(x)dx =Y af(x)+E
u i=0
hay 2(n+1) pardmetros que se deben determinar, es decir, a; y x;. Debido a que los polinomios de grado
2n+1 necesitan 2(n+1) condiciones para fijar los coeficientes, parece posible que los 2(n+1) pardmetros
se pueden elegir de forma tal que todos los polinomios de menor o igual grado a 2n+1 se puedan integrar
con error cero [Nakamura, 1992], [Maron et al., 1995], [Nieves et al., 2002].
Si se considera el método dado en la seccion 6.4.1.1 para encontrar los coeficientes a;, se puede ver
que no es facil extenderlo para encontrar los nodos x;. Considerando el caso donde n =1, que conduce a
las siguientes ecuaciones usando el método de Newton-Cotes

f(x)=1 2h=a,+aq

4h?

flx)=x > =X Gyt X a
8h®

f=r oy g
16h°

f(x)=x3 1 =X Gy+xi - a,

aunque estas ecuaciones son lineales respecto a los a;, son no lineales para los x; y no son faciles de re-
solver. La situacion se vuelve mas complicada para valores grandes de n. Afortunadamente, la teoria
matematica asociada a los polinomios ortogonales proporciona un medio de encontrar los nodos y, en-
tonces, los coeficientes a; se pueden obtener por el método previo.

6.5.1 Polinomios ortogonales

La propiedad fundamental de polinomios ortogonales es, si hay un conjunto de polinomios
Qi (x)(k=0,1,..,n+1)

que son ortogonales en el intervalo [a, b], entonces

b
JQnH(x)Sk(x)dx:O k=0,1,2,..,n
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Sk (x) es cualquier polinomio de grado k. Esta propiedad se cumple para cualquier Sy (x) arbitraria, ya que
cualquier polinomio se puede expresar como una combinacion lineal de los polinomios ortogonales
Qi (x). Si ahora se toma un polinomio arbitrario B, (x) de grado 2n+1y se divide entre Q,,; (x), se ob-
tiene:

Pan(X)ZQnH(X) - L, (x)+R(x)

donde R(x) tiene grado méximo 7. La integral se puede dividir ahora en dos partes, por ejemplo
b b b
[Poaa ()= [ Qs () - L, (x)dx + [ R(x)dx (6.12)

y, por la propiedad de ortogonalidad, la primera integral es cero. Asi:

j.Pz,1+1 (x)dx = j’R(x)dx = iaiR(xi)

Si ahora se eligen los puntos x; (i =0, 1,..., n) como los ceros de Q,,; (x), entonces se llega a
P2n+1(x,-)=R(xi), i=0, 1, 2,...,”

Debido a que el primer término de la ecuacion (6.12) se vuelve cero, se tiene

JP2n+1(x dx ZQPMH()C)

i=0

donde los nodos x; ahora se conocen como los ceros de Q,,; (x), y los coeficientes a; se pueden encontrar
por el método de Newton-Cotes.

6.5.2 Pesos en la cuadratura de Gauss

Si se usa la férmula anterior en el intervalo [—1, +1], entonces los polinomios ortogonales relevantes son
los polinomios de Legendre. Pero es posible utilizar otros polinomios ortogonales haciendo una insigni-
ficante variacion en las condiciones del problema. Primero, hay que notar que una integral con respecto
a x entre los limites finitos a y b se pueden transformar como una integral en ¢ con limites [—1, +1] por
medio de la transformacion

_2x—(a+Db)
b—a

Debido a esto, los polinomios de Legendre son convenientes para cualquier intervalo finito, con los
cambios de variable apropiados. Si se introduce la funcién de peso w(x)>0 en el integrando, y se usan
polinomios que sean ortogonales respecto a esta funcion de peso, entonces se pueden usar muchos poli-
nomios ortogonales diferentes al escribir la integral en la forma

j f(x)dx= jw E ;
f(x)
w(x)

Asi, si g(x)= , se tiene
+1 "
[wix): g()dx=3a - gx)
-1 i=0 1

Como un ejemplo, se consideran los polinomios ortogonales que surgen cuando w(x)= (l—x2 )_5.
Estos polinomios son los polinomios de Tchebyshev, los cuales tienen dos propiedades que aqui resultan

de particular interés. Primero, todos los coeficientes a; tienen el mismo valor ——, lo cual reduce lige-

(n+1)’
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ramente las necesidades de cdmputo y reduce el error de redondeo. También, los nodos de la formula de
integracion de Tchebyshev estan dados por una férmula sencilla

Observe que si se calcula el valor de la integral para un valor de n y es necesario incrementar este
valor para obtener una mejor precision, es posible hacer que coincidan algunos valores de nodos en las

n 3r 57
dos féormulas y reducir los calculos extras. Por ejemplo, si se usaran los nodos cos[—], cos|:—:| y cos[—],

el grado de la férmula se puede multiplicar por 3 para dar los puntos cos[6; | donde los 6, estén dados por

1377:

51
T Y s Un tercio de estos valores coinciden con el conjunto anterior y los f(x; ) no necesitan recalcu-

larse. Esta propiedad no la tienen los otros polinomios ortogonales.

6.5.3 Cuadratura de Gauss-Legendre

La férmula para la aproximacion de una integral esta definida por

Jf(x)dx=iai f(x)+E (6.13)

donde los x; son las raices del polinomio de Legendre utilizado para aproximar la integral, los cuales tie-
nen la relacion de recurrencia

nP, (x)=x(2n—=1)B,., (x)+(n=1)B,,(x)=0
A continuacidn se enuncian los primeros cinco polinomios de Legendre
B(x)=1

R(x)=x

P,(x)= %(3x2 -1)
P(x)= %(5353 -3x)
P,(x) =%(35x4 -30x?+3)

Para aproximar la integral por un método de cuadratura de Gauss-Legendre, se utiliza la base orto-
gonal

flx)=1x,x% x°,..,x"

y se utiliza la region de ortogonalidad de los polinomios de Legendre.

6.5.3.1 Cuadratura de Gauss-Legendre de primer orden

Para n=1, se tiene la siguiente aproximacién

jf(x)dx:iai f(x)=a - f(xo)+a - f(x)
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Debido a que tanto a; como x; son incdgnitas, se necesitan 4 ecuaciones. Asi, el grupo de ecuaciones es

1. Para f(x)=1,1afuncidn serd f(x,)=1y f(x,)=1. Asi se tiene
+1 1
[fx)dx=Ya - f(x)
-1 i=0

]dx:ao flxo)tar - fx)

1
x|i1 =a, - (1)+a, - (1)
2=ay+a

2. Para f(x)=x,lafuncién serd f(x,)=x,y f(x,)=x,. Asi se tiene

Jf(x)dx:iai f(x)

_[xdxzao - f(xo)+a - f(x))

+1
2
X

2 =ay - (x)+a - (x,)

-1

0=ay - xo+a, - x

3. Para f(x)=x?%lafuncién serd f(xy)=x5y f(x;)=x{. Asi se tiene

J /()= Sa - f(x)

]xzdxzao - fxo)+a - f(x;)

+1
3
X

3 =a, - (x3)+a - (x7)

-1

2
Z=ay - xt+a, - x}

4. Para f(x)=xlafuncién serd f(x,)=x;y f(x,)=x;. Asi se tiene

Jf(x)dx=iai : f(xi)

J.x3dx=a0 f(xo)+ay - f(xr)

+1
4
X

. =a, - (x3)+a - (x7)

-1

0=a, - x3+a, - xj

El grupo de ecuaciones queda de la siguiente forma
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2=ay,+aq
O=ay - xota, - x3
Z=ay - xg+a, - x{
3
0=a, - x;+a, - xj
Como las incdgnitas son x, y x;, se utiliza un polinomio de Legendre de orden 2, P,(x)=

1 1 1
—(3x%—1)=0, y se utilizan sus raices, las cuales son x, = ——= v x; =+—~. Sustituyendo estos valores en
2( ) y 0 NE) Y x NGy y

el sistema de ecuaciones, el sistema s6lo tiene dos incdgnitas, por tanto se puede resolver con dos ecua-
ciones, las cuales en este caso son

2=a,+aq

n (o )

Asi se obtienen los valores de a, =1y g, =1. Por tanto, la aproximacion a la integral queda de la si-
guiente manera

If(x)dx:ao f(xo)+ar - flx)=fxo)+ f(x))

Para hacer el cambio a un intervalo general, se tiene que

J f(z)dz=]f(z)(j—§)dx=bi > wi - f(z)

2 5
donde
@_ b—a
dx 2
(b—a)x,+b+a
Z, =
2
Wi = dy

La seccion 6.8.7 proporciona el codigo en Matlab para realizar la integracion numérica de una fun-
cion utilizando la técnica de cuadratura de Gauss-Legendre de orden uno.

6.5.3.2 Cuadratura de Gauss-Legendre de sequndo orden
Para n =2 se tiene la aproximacién

Jf()de=Sa - fx)=a - flr)var - )+ - f(x)

Como las incdgnitas son xy, x; y x, se utiliza un polinomio de Legendre de orden 3, Ps(x)=

3
E(3x3 —3x)=0, y se utilizan sus raices, las cuales son Xp = —\/g, x =0y x2= +\/;. Asi, el grupo de seis
5
ecuaciones utilizando estas raices es

Para f(x)zl, 2=a,+a, +a,
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Para f(x)zx, 0=ay - xo+0+a, - x,

2
Para f(x)zxz, 3% - xXg+0+a, - x3

5 8 5
Sustituyendo los valores de las raices se obtienen los valores de a, = > a = 5 ya,= s Ast, la aproxi-

macion a la integral queda de la siguiente manera

flw)rg - fln)eg - fl)

O | »

If(x)dx:ao .f(xo)—i-a1 ~f(x1)+az 'f(x2)=

La seccion 6.8.8 proporciona el codigo en Matlab para realizar la integracion numérica de una fun-
cion utilizando la técnica de cuadratura de Gauss-Legendre de orden 2.

6.5.3.3 Generalizacién de las cuadratura de Gauss-Legendre

Analizando el proceso para obtener las formulaciones de cuadratura de Gauss-Legendre, se puede obte-
ner un procedimiento general para cualquier orden. Para una aproximacion de o términos, se parte de las
raices del polinomio de Legendre P* (x(% y de un sistema de ecuaciones de & X o. Por ejemplo, si se tiene
que o =2, se llega al sistema de ecuaciones siguiente

2=ay - x0+a;, - x{ +a, - X3
— 1 1
—ao 'X0+a1 'x1+az 'x2

=aq, - xg+a, - xt+a, - x3

En forma matricial, se tiene que

X XX

RS
Il
S N

X% x| a

(SR}

La forma general de este sistema de ecuaciones es con & =, de donde se obtiene

xg X xy x| d 2
xy xioxh o x| a 0
2 2 2 2 — 2
.x() .xl xz tee .xn a2 - 3
n n n n a 0o 2
X0 X1 X3 Xn [L9n | | n+l |

De esta manera es facil notar que la tnica restriccién en el orden de la aproximacion es el calculo de
la inversa de la matriz.

EJEMPLO 6.4

Resolver por el método de Gauss-Legendre de orden 1, la siguiente integral

J.(sze%" )dxzb_Ta 3 wy - f(zk)

0 k=0

Para una aproximacion de orden 7 =1, se tiene que

W():l x0=—$
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1
w; =1 X =$
Por tanto, los puntos trasladados seran
1
2-0)| ——= |+2+0
b—a)x,+b+a ( ( J =
zoz( ) = V3 _5 L 0.422649730810374
2 2 3
1
2-0)| +—= [+2+0
b—a)x;,+b+a ( ( )
zlz( )% _ V3 B e s
2 2 3

Asi, la aproximacion a la integral sera

b—a
2

:‘2;(2x26_3")dx= [WO -f(zo)+w1 f(zl)]

Sustituyendo los valores de las variables, se tiene
f 2,-3x 2-0
[(2x%e)dx = T[ £(0.422)+ £(1.577) | =0.100537446699836 +0.043831136367052

0
Por tanto el resultado es

j(2x2e‘3’° )dx =0.144368583066888
0

Para una aproximacion de orden 7 = 2, se tiene que

w X z f (z)
wo = g Xo=- \E 2, =0225403330758517 | f(z,)=0.0516745122383073
W, = g X, =0 =i £(21)=0.0995741367357279
w, =g X, = +\/§ 2, =1.77459666924148 | f(22)=0.0306998813215781

Por tanto, la aproximacion a la integral sera

J.(zxzefax)dx:b_Ta[Wo f(zo)+wr - f(z)+w, - f(2,)]

Sustituyendo valores, se tiene
[ 2-0[5 8 5
j (2x%e7)dx = 7[5 - (0.0516745122) + 5 (0.0995741367)+5 : (0.0306998813)]
0

Asi, el valor de la integral es

2
j (2x%e™* ) dx = 0.134273895742806
0
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0 EJEMPLO 6.5

6.6

Integracién de Romberg @ 233

Deducir la formulacién de cuadratura de Gauss-Legendre de orden 4, para la integral en el intervalo [a, b].
La forma general para obtener los coeficientes para o =4 es

ST
(
(e

Por tanto, se tiene que:

1613
1780

1613
1780

589
ao -
2486
1075
a
2 246
128
az -
225
1075
a3 T
2 246
589
a4 -
2 486

De esta forma, la integral queda como sigue

2486

[ f(x)dx =

6.6

2246

Al e

1075 128
fla)rps - fl@)+

Integracion de Romberg

as

ay

1075

2246

589
2486

fle) o £

Se describe una modificacién a la regla trapezoidal compuesta que conduce a una precision alta, lo cual
es muy conveniente para uso computacional [Maron et al., 1995], [Burden et al., 2002], [Rodriguez, 2003].
Para una gran cantidad de funciones, la regla trapezoidal para integrar y su término de error se pueden

escribir como sigue

Sfrafirafat f]

=I+iaj
j=1

R

debido a esto, existe la posibilidad de utilizar la extrapolacién de Richardson para mejorar la precision de
los resultados. Si se supone por la simplicidad de notacién que el valor inicial de m sea potencia de 2, es
decir m=2"y, se deja que la aproximacién dada por la ecuacién anterior esté designada por T ;, por

ejemplo:

TO,k =I+2a] . hzj,

j=1

la aproximacién de la integral se calcula ahora con el intervalo dividido en dos, dando:
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0o h 2j
TO,kH =I+Zaj . (5)

=

Ahora se puede eliminar el primer término de la serie de error tomando una combinacién adecuada
de estas dos ecuaciones. Asi se obtiene

= 4 - h¥ ,
41—1=4T0,k+1—T0,k—2aj-( <7 —hzf)
j=2

o bien

r=ora=Tox 98 = (i—l)
3 3 2%

=

El primer término del lado derecho de esta ecuacién se va a designar como T ; y se vera que el tér-
mino de error principal ahora es h*. Sucesivas divisiones entre 2 del intervalo daran una secuencia de
valores T, ; y cada par sucesivo se puede combinar para dar los valores T, ;. La secuencia de valores T ;
se puede combinar en forma similar para eliminar el término de error h* usando la extrapolacién de Ri-
chardson. Con la férmula

1
L=

(4P Ty ki1 = Tpor k) k=0,1,2,..., p=1,2,3,...,

se puede continuar este proceso para formar una sucesion de columnas con términos de error de orden
creciente, como se muestra en la tabla 6.7.

Tabla 6.7 Términos de error de orden creciente de la extrapolacion de Richarson.

h? h* h® h®
T

Ty, Ty

T, T, T

Ty, T, Ty, T

. a s . ..
Debido a que h= , se observa que el término de error para la aproximacién T, . es del orden

2k

2p+2
b—a
|:( Y )] , con cada columna de valores convergiendo mas rapido al valor verdadero de la integral.

Este método es muy apropiado para uso computacional, debido a que es posible comparar los valores
sucesivos para verificar cuando converge el proceso. La seccién 6.8.9 proporciona el codigo desarrollado
en Matlab para integrar numéricamente una funcién utilizando la técnica de integracion de Romberg.

EJEMPLO 6.6
Usando el método de integracién de Romberg crear la tabla se sucesiones de la sec x en el intervalo [0, E],

Tabla 6.8 Tabla de integracién de Romberg para la sec x.

Numero de
intervalos To.x Tk Tk T i
1 0.948059
2 0.899084 0.882759
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(Continuacion)

Numero de
intervalos Tok i Tok Tk
4 0.885886 0.881487 0.881402
8 0.882507 0.881381 0.881374 0.881372

NoTA: Con seis cifras significativas y ocho intervalos, el resultado es 0.881372, lo cual concuerda con el
resultado correcto que es 0.881374.

6.7 Comparacion de métodos

En el caso de funciones disponibles en forma tabulada, se debe escoger una férmula que esté basada en
nodos equidistantes, debido a que la cuadratura gaussiana tiene interpolaciones para encontrar los valores
de la funcién. También resulta conveniente usar intervalos iguales donde los datos provienen de observa-
ciones experimentales. La eleccion entre formulas de Newton-Cotes de orden alto y férmulas compuestas
de orden bajo va a depender de qué tanto se conocen las derivadas de la funcion. En el caso donde las
derivadas de orden alto disminuyen rdpidamente, una férmula de orden alto serd mas eficiente, suponien-
do que la precisién de la computadora es tal, que los errores de redondeo no predominen. Para problemas
donde las derivadas de orden alto pueden ser realmente grandes, seran preferibles reglas compuestas de
orden bajo; la regla de Simpson sera mas precisa que la regla trapezoidal, a menos que la cuarta derivada
sea considerablemente mayor que la segunda derivada. El problema mas dificil es elegir el paso de integra-
cion para asegurar suficiente precision. En las situaciones donde se llevan a cabo muchas integraciones
similares, vale la pena calcular muchos resultados con diferentes pasos de integracion, para encontrar la
longitud del paso de integracion en el que se obtiene suficiente precision. Si s6lo se va a llevar a cabo una
integracion, entonces seran aceptables necesidades adicionales de computacion requeridos, por la Cua-
dratura de Romberg, debido a que la secuencia de valores indica cudndo se ha obtenido la suficiente pre-
cision, y esto puede mostrar que la integracion de Romberg convergird para cualquier funcion continua.

Si los valores de la funcion estdn disponibles en cualquier valor de nodo, éste es el caso en el que los
valores de la funcion se calculan con computadora, entonces sera util la precision extra disponible de la
cuadratura de Gauss. Estas formulas son muy valiosas cuando se necesitan evaluaciones repetitivas de
una integral, debido a que la eficiencia computacional es muy importante. En semejante caso, se deben
hacer calculos preliminares para elegir el orden de la férmula, siendo aceptable el tiempo que se toma
para esto. Para un solo célculo, es muy dificil cerciorarse de la precision alcanzada, a menos que se obten-
ga mas de un valor de la integral para propdsitos de comprobacion. Si fuese necesario usar una formula
de orden alto, todos los nodos serian, en general, nuevos valores, y se necesitarian calcular todos los valo-
res de la funcion, lo cual no es el caso con férmulas de igual paso de integracion. Asi, la férmula de cua-
dratura gaussiana no es muy conveniente para evaluar una sola integral.

6.8 Programas desarrollados en Matlab

Esta seccion provee los cddigos de los programas desarrollados en Matlab para todos los ejercicios pro-
puestos, a continuacion se listan todos:

6.8.1. Regla rectangular por la izquierda

6.8.2. Regla rectangular por la derecha

6.8.3. Regla trapezoidal

6.8.4. Integracion de Simpson 1/3

6.8.5. Integracion de Simpson 3/8

6.8.6. Regla de punto medio

6.8.7. Cuadratura de Gauss-Legendre de dos puntos
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6.8.8. Cuadratura de Gauss-Legendre de tres puntos
6.8.9. Regla rectangular por la izquierda
6.8.10. Integracion de Romberg

6.8.1 Regla rectangular por la izquierda

El método de integracion de la regla rectangular por la izquierda, es un método de orden cero que cons-
truye un rectangulo partiendo del dato inicial f;.

Programa principal de la regla rectangular por la izquierda

o\

Programa para integrar una funcidén numéricamente, utiliza la regla rectangular por
la izquierda. El programa se inicia con un intervalo y va aumentando el nimero de
ellos hasta que llega a un resultado en el que dos soluciones consecutivas no sean
diferentes respecto a una tolerancia especificada.

La funcién es x™4 + 2*x + 8 en el intervalo [0,30].

La solucidén analitica a esta integral da como resultado 4 861 140

clear all

cle

format long g

% Regla rectangular por izquierda.

o\°® o\ o\°

o° o°

o\

a=0; % Limite inferior.
b = 30; % Limite superior.
N = 1; % NGmero de intervalos.
h = (b-a)/N; % Tamafio de cada intervalo.
X = (a:h:b); % Vector de muestras.
fx = x.74 + 2.*x + 8; % Valor de la funcidén en los puntos elegidos.
k =1; % Contador de iteraciones.
Irt (k) = h*(fx(1)); % Primer resultado de la integral con un solo intervalo.
% Reducir el paso de integracidén hasta la convergencia.
tol = 10;
while tol > 1
N = 2*N; % Duplicar el nimero de muestras.
h = (b-a)/N; % Determinar el paso de integracidm.
X = (a:h:b); % Vector de muestras.
fx = x.%4 + 2.*%*x + 8; % Valor de la funcidén en los puntos elegidos.
Sp = length (fx) ; % NGmero de muestras.
k = k+1; % Aumenta el contador de iteraciones en 1.
Irt (k) = h*(sum(fx(1:8p-1))); % Integral numérica con N muestras.
tol = abs(Irt(k)-Irt(k-1)); % Evaluacidén de la tolerancia.
end
% Muestra en la pantalla todas las aproximaciones.
Irt (* )

6.8.2 Regla rectangular por la derecha

El método de integracion de la regla rectangular por la derecha, es un método de orden cero que constru-
ye un rectangulo partiendo del dato final f,.

Programa principal de la regla rectangular por la derecha

Programa para integrar una funcidén numéricamente; utiliza la regla rectangular por
la derecha. El programa se inicia con un intervalo y va aumentando el nimero de
ellos hasta que llega a un resultado en el que dos soluciones consecutivas no sean
diferentes respecto a una tolerancia especificada.

La funcién es x™4 + 2*x + 8 en el intervalo [0,30].

La solucidén analitica a esta integral da como resultado 4 861 140

clear all

e

o\°® o\° o\°

o\°® o\° o\°
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format long g
% Regla rectangular por la derecha.

o\

a = 0; % Limite inferior.
b = 30; % Limite superior.
N = 1; % Numero de intervalos.
h = (b-a)/N; % Tamafio de cada intervalo.
Xx = (a:h:b); % Vector de muestras.
fx = x.74 + 2.%x + 8; % Valor de la funcidén en los puntos elegidos.
k =1; % Contador de iteraciones.
Irt(k) = h*(fx(2)); % Primer resultado de la integral con un solo intervalo.
% Reducir el paso de integracidén hasta la convergencia.
tol = 10;
while tol > 1
N = 2*N; Duplicar el nGmero de muestras.
h = (b-a)/N; Determinar el paso de integracidn.
x = (a:h:b); Vector de las muestras.

fx = x.74 + 2.*x + 8;

Sp = length(fx);

k = k+1;

Irt (k) = h*(sum(fx(2:Sp)));

tol = abs(Irt(k)-Irt(k-1));
end

% Muestra en la pantalla todas las aproximaciones.
Irt L J

Valor de la funcidén en los puntos elegidos.
NGmero de muestras.

Aumenta el contador de iteraciones en 1.
Integral numérica con N muestras.
Evaluacidén de la tolerancia.

o o o° o° o o° o° ope

6.8.3 Regla trapezoidal

El método de integracion de la regla trapezoidal traza lineas rectas de punto a punto, con lo cual forma
trapecios, y los integra para determinar el drea.

Programa principal de la regla trapezoidal

% Programa para integrar una funcidén numéricamente, utiliza la regla trapezoidal. El
% programa se inicia con un intervalo y va aumentando el nimero de ellos hasta que
% llega a un resultado en el que dos soluciones consecutivas no sean diferentes

% respecto a una tolerancia especificada.

% La funcién es x™4 + 2*x + 8 en el intervalo [0,30].

% La solucidén analitica a esta integral da como resultado 4 861 140

clear all

cle

format long g

% Regla trapezoidal.

o\

a=0; % Limite inferior.
b = 30; % Limite superior.
N = 1; % Numero de intervalos.
h = (b-a)/N; % Tamafio de cada intervalo.
X = (a:h:b); % Vector de muestras.
fx = x.74 + 2.*%x + 8; % Valor de la funcidén en los puntos elegidos.
k =1; % Contador de iteraciones.
Irt (k) = (h/2)* (sum(£fx)); % Primer resultado de la integral con un solo intervalo.
% Reducir el paso de integracidén hasta la convergencia.
tol = 1;
while tol > le-3
N = 2*N; Duplicar el nGmero de muestras.
h = (b-a)/N; Determinar el paso de integracidm.
x = (a:h:b); Vector de muestras.

fx = x.74 + 2.%x + 8;
Sp = length(fx);

Valor de la funcidén en los puntos elegidos.
NGmero de muestras.

N o o o o o° o

k = k+1; Aumenta el contador de iteraciones en 1.

Irt (k) = (h/2)*(£x(1) + 2*sum(fx(2:Sp-1)) + £x(Sp)); % Integral numérica con N
% muestras.

tol = abs(Irt(k)-Irt(k-1)); % Evaluacidén de la
% tolerancia.
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end

% Muestra en la pantalla todas las aproximaciones.

Irt (* )
6.8.4 Integracion de Simpson 1/3

El método de integracion de Simpson 1/3 se basa en la aproximacién de un polinomio de orden 2, es de-
cir, necesita dos intervalos para deducir la formulacién. Por tanto el método como tal trabaja con tres
puntos.

Programa principal de la integraciéon de Simpson 1/3

o\

Programa para integrar una funcién numéricamente, utiliza la regla de Simpson un
tercio. El programa inicia con dos intervalos y va aumentando el nimero de ellos
hasta que llega a un resultado en el cual dos soluciones consecutivas no sean
diferentes respecto a una tolerancia especificada.

La funcién es x™4 + 2*x + 8 en el intervalo [0,30].

La solucidén analitica a esta integral da como resultado 4 861 140

clear all

clc

format long g

Regla de Simpson 1/3.

o\°® o\° o\°

o\

o\

o\

a=0; % Limite inferior.
b 30; % Limite superior.
N = 2; % Namero de intervalos.
h = (b-a)/N; % Tamaflo de cada intervalo.
x = (a:h:b); % Vector de muestras.
fx = x.74 + 2.%*x + 8; % Valor de la funcidén en los puntos elegidos.
k =1; % Contador de iteraciones.
Isl(k) = (h/3)*(fx(1)+4*fx(2)+£fx(3)); % Primer resultado de la integral con un solo
% intervalo.
% Reducir el paso de integraciénm.
tol = 1;
while tol > le-1
N = 2*N; % Duplicar el ntmero de muestras.
h = (b-a)/N; % Determinar el paso de integracidn.
X = (a:h:b); % Vector de muestras.
fx = x.74 + 2.*%*x + 8; % Valor de la funcién en los puntos elegidos.
Sp = length (fx); % NUmero de muestras.
k = k+1; % Aumenta el contador de iteraciones en 1.
% Integral numérica con N muestras.
Isl(k) = (h/3)*(fx(1) + 4*sum(fx(2:2:8p-1)) + 2*sum(fx(3:2:8p-2)) + £x(Sp));
tol = abs(Isl(k)-Isl(k-1)); % Evaluacidén de la tolerancia.
end
% Muestra en la pantalla todas las aproximaciones.
Isl ()
6.8.5 Integracién de Simpson 3/8

El método de integracién de Simpson 3/8 se basa en la aproximacion de un polinomio de orden 3, es decir,
necesita tres intervalos para deducir la formulacion. Por tanto, el método como tal funciona con cuatro
puntos. En Matlab, cuando se usa el signo % significa que se esta haciendo un comentario, adicionalmen-
te las funciones propias de Matlab aparecen sombreadas.

Programa principal de la integracion de Simpson 3/8

Programa para integrar una funcién numéricamente, utiliza la regla de Simpson tres
octavos. El programa inicia con dos intervalos y va aumentando el nlGmero de ellos
hasta que llega a un resultado en el cual dos soluciones consecutivas no sean
diferentes respecto a una tolerancia especificada.

o\® o\

o\ o
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% La funcién es x™4 + 2*x + 8 en el intervalo [0,30].

% La solucidén analitica a esta integral da como resultado 4 861 140
clear all

clle

format long g

% Regla de Simpson 3/8.

a=0; Limite inferior.

b = 30; Limite superior.

N = 3; NGmero de intervalos.

h = (b-a)/N; Tamaflo de cada intervalo.
x = (a:h:b); Vector de muestras.

Valor de la funcidén en los puntos
elegidos.

Contador de iteraciones.

Primer resultado de la integral
con un solo intervalo.

s3(k) = (3*h/8)* (fx(1)+3*fx(2)+3*fx(3)+fx(4));

e o° o° o o o 9 oo o o°

[}

% Reducir el paso de integracidn.

tol = 1;

while tol > le-1
N = 2*N; % Duplicar el ntmero de muestras.
h = (b-a)/N; % Determinar el paso de integracidn.
X = (a:h:b); % Vector de muestras.

o\°

fx = x.74 + 2.%*x + 8;
Sp = length (fx) ;

Valor de la funcidén en los puntos elegidos.
NiGmero de muestras.

o\°

k = k+1; % Aumenta el contador de iteraciones en 1.
% Integral numérica con N muestras.
Is3(k) = (3*h/8)*(fx(1) + 3*sum(fx(2:3:Sp-2)) + 3*sum(fx(3:3:Sp-1)) +
2*sum (fx(4:3:8p-1)) + £x(Sp));
tol = abs(Is3(k)-Is3(k-1)); % Evaluacidén de la tolerancia.
end
% Muestra en la pantalla todas las aproximaciones.
Is3 ()

6.8.6 Regla de integracién de punto medio

El método de integracion de punto medio es practicamente un promedio de la regla de integracion por la
izquierda y por la derecha.

Programa principal de la regla de integracion de punto medio

% Programa para integrar una funcidén numéricamente, utiliza la regla de Punto Medio.
% E1l programa inicia con dos intervalos y va aumentando el nimero de intervalos hasta
% que llega a un resultado en el cual dos soluciones consecutivas no sean diferentes
% respecto a una tolerancia especificada.

% La funcién es x™4 + 2*x + 8 en el intervalo [0,30].

% La solucidén analitica a esta integral da como resultado 4 861 140

clear all

clc

format long g

% Regla de Punto Medio.
= 0;

= 30;

o\

Limite inferior.

Limite superior.

NGmero de intervalos.

Tamafilo de cada intervalo.

Vector de muestras.

Coeficientes del polinomio a evaluar.

Valor de la funcidén en los puntos elegidos.
Contador de iteraciones.

Primer resultado de la integral con un solo
intervalo.

XN o=zo0w
I
)

H 5 h o
"
1
7o)
o) .
=
= .
3
Q
—
o
x

=1
sm(k) = (2*h)* (fx(1)+£fx(3));

|
@
=
o

e 9° 0P o o o O° go o o°

% Reducir el paso de integracidn.
tol = 10;
while tol > 2

www.FreeLibros.me



240 @ CAPITULO 6 Derivacién e integracién numérica

N = 2*N; % Duplicar el nUmero de muestras.
h = (b-a)/N; % Determinar el paso de integracidén.
x = (a:h:b); % Vector de muestras.
fx = polyval (P, x) ; % Valor de la funcidén en los puntos elegidos.
Sp = length(fx) ; % NUmero de muestras.
k = k+1; % Aumenta el contador de iteraciones en 1.
Ism(k) = (2*h)*(sum(fx(1:2:Sp))); % Integral numérica con N muestras.
tol = abs(Ism(k)-Ism(k-1)); % Evaluacidén de la tolerancia.
end
% Muestra en la pantalla todas las aproximaciones.
Ism o

6.8.7 Cuadratura de Gauss-Legendre de dos puntos

El método de integracion de la cuadratura de Gauss-Legendre de dos puntos se basa en las raices del po-
linomio de Legendre de orden 2, las cuales cuamplen con el criterio de ortogonalidad discreta en el inter-
valo que va desde menos uno hasta uno. El método como tal determina los coeficientes de la formulacion
final para realizar la integracién numérica de una funcion en un intervalo general.

Programa principal de la cuadratura de Gauss-Legendre de dos puntos

Programa para integrar una funcién numéricamente, utiliza la férmula de cuadratura
de Gauss de 2 puntos. El programa inicia con un intervalo y va aumentando el nimero
de ellos hasta que llega a un resultado en el cual dos soluciones consecutivas no
sean diferentes respecto a una tolerancia especificada.

La funcién es x™4 + 2*x + 8 en el intervalo [0,30].

La solucidén analitica a esta integral da como resultado 4 861 140

clear all

e

format long g

Cuadratura de Gauss de dos puntos.

= 0; % Limite inferior.

= 30; Limite superior.

2; NGmero de puntos.

= (b-a)/(N/2); Tamafio del intervalo.

= [-1/sqgrt(3) 1/sqrt(3)]; Raices del polinomio de Legendre de orden 2.

= ((b-a).*r+b+a)/2; Nodos .

x = x.74 + 2.%x + 8; Evaluacién de la funcién en los nodos.

k =1; Contador de iteraciones.

IGauss2 (k) = (h/2)* (sum(fx)); Primer resultado de la integral con un solo

o\°® o\° o\°

o\°® o\° o\°

EaTlia B = N~ o N VI
I

Hh

o0 O° o0 A° o O° o P oP o

intervalo.
% Reducir el paso de integraciénm.
tol = 1;
cl=a;
c2=b;
while tol > le-2
N = 2*N; % Duplicar el nUmero de muestras.
h = (c2-c1)/(N/2); % Nuevo tamafio del intervalo.
n = (a:h:b); % Determina la posicidén de los intervalos.
x = []; % Inicia los nodos.
% Ciclo para determinar los nodos en cada uno de los nuevos intervalos.

for 1 = 1:length(n)-1

cl = n(l); % Limite inferior del intervalo 1.
c2 = n(l+l); % Limite superior del intervalo 1.
x = [x ((c2-cl).*r+c2+cl)/2]; % Nodos dentro del intervalo 1.

end
fx = x.%4 + 2.*%x + 8;
Sp = length(fx) ;

oe

Evalta la funcidén en todos los nodos.
Nimero de muestras.

o\

k = k+1; % Incrementa el contador de iteraciones en 1.
IGauss2 (k) = (h/2)*(sum(£fx)); % Integral numérica con Sp nodos.
tol = abs(IGauss2 (k)-IGauss2(k-1)); % Evaluacién de la tolerancia.

end
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)

% Muestra en la pantalla todas las aproximaciones.
IGauss2 o

6.8.8 Cuadratura de Gauss-Legendre de tres puntos

El método de integracion de la cuadratura de Gauss-Legendre de tres puntos se basa en las raices del po-
linomio de Legendre de orden 3, la cuales cumplen con el criterio de ortogonalidad discreta en el interva-
lo que va desde menos uno hasta uno. El método como tal determina los coeficientes de la formulacién
final para realizar la integracién numérica de una funcion en un intervalo general.

Programa principal de la cuadratura de Gauss-Legendre de tres puntos

o\

Programa para integrar una funcidén numéricamente, utiliza la férmula de cuadratura
de Gauss de 3 puntos. El programa inicia con un intervalo y va aumentando el nGmero
de ellos hasta que llega a un resultado en el cual dos soluciones consecutivas no
sean diferentes respecto a una tolerancia especificada.

La funcién es x*4 + 2*x + 8 en el intervalo [0,30].

La solucidén analitica a esta integral da como resultado 4 861 140

clear all

cllel

format long g

Cuadratura de Gauss de tres puntos.

o\° o\ o

o° o

o\°

a=0; % Limite inferior.
b = 30; % Limite superior.
N = 3; % NGmero de puntos.
h = (b-a)/(N/3); % Tamafio del intervalo.
r = [-sqrt(3/5) 0 sqrt(3/5)]1; % Raices del polinomio de Legendre de orden 3.
x = ((b-a).*r+b+a)/2; % Nodos.
fx = x.%4 + 2.*%*x + 8; % Evaluacidén de la funcién en los nodos.
k=1; % Contador de iteraciones.
% Primer resultado de la integral con un solo intervalo.
IGauss3 (k) = (h/2)*((5/9)*fx(1)+(8/9)*fx(2)+(5/9)*fx(3));
% Reducir el paso de integracién.
tol = 1;
cl=a;
c2=b;
while tol > le-2
N = 2*N; % Duplicar el nGmero de muestras.
h = (c2-c1)/(N/3); % Nuevo tamaflo del intervalo.
n = (a:h:b); % Determina la posicidén de los intervalos.
x = []; % Inicia los nodos.
% Ciclo para determinar los nodos en cada uno de los nuevos intervalos.

for 1 = 1:length(n)-1
cl =n(l);
c2 = n(l+1);
X = [x ((c2-cl).*r+c2+cl)/2];

o

Limite inferior del intervalo 1.
Limite superior del intervalo 1.
Nodos dentro del intervalo 1.

o\°

o°

end
fx = x.74 + 2.*x + 8;
Sp = length(fx);

o\°

Evalta la funcidén en todos los nodos.
NGmero de muestras.

o°

k = k+1; % Incrementa el contador de iteraciones en 1.
% Integral numérica con Sp nodos
IGauss3 (k) = (h/2)*(((5/9)*sum(fx(1:3:Sp-2))+ .
(8/9) *sum(fx(2:3:Sp-1) ) +(5/9) *sum (£x(3:3:8p))) ) ;
tol = abs(IGauss3 (k)-IGauss3(k-1)); % Evaluacidén de la tolerancia.
end
% Muestra en la pantalla todas las aproximaciones.
IGauss3 ()

6.8.9 Integracién de Romberg

El método de integraciéon de Romberg toma la integracion trapezoidal y le da un acomodo diferente, con
este acomodo se acelera el proceso de convergencia.
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0 Programa principal de la integracion de Romberg

Programa para integrar una funcién numéricamente, utiliza la fdérmula de integracidén
de Romberg. El programa inicia con un intervalo y después con dos intervalos
aplicando la regla trapezoidal, se implementa la férmula de integracidén de Romberg
para acelerar la convergencia. El programa se detiene cuando dos soluciones
consecutivas no sean diferentes respecto a una tolerancia especificada.

La funcién es x4 + 2*x + 8 en el intervalo [0,30].

La solucidén analitica a esta integral da como resultado 4 861 140

clc

clear all

format long g

% Regla trapezoidal.

o\°® o\°® o\° o° o

o° o

o\

a=0; % Limite inferior.
b = 30; % Limite superior.
N =1; % NUmero de intervalos.
h = (b-a)/N; % Tamafilo de cada intervalo.
X = (a:h:b); % Vector de muestras.
P=1[10028]; % Coeficientes del polinomio a evaluar.
fx = polyval (P, X); % Valor de la funcidén en los puntos elegidos.
k =1; % Contador de iteraciones.
Ir(k,k) = (h/2)*(sum(£fx)); % Primer resultado de la integral con un solo intervalo.
% Reducir el paso de integracidén hasta la convergencia.
tol = 1;
while tol > le-3
N = 2*N; % Duplicar el nimero de muestras.
h = (b-a)/N; % Determinar el paso de integracidn.
x = (a:h:b); % Vector de muestras.
fx = polyval (P,x); % Valor de la funcidén en los puntos elegidos.
Sp = length (fx) ; % NUmero de muestras.
k = k+1; % Aumenta el contador de iteraciones en 1.

Ir(k,1) = (h/2)*(fx(1) + 2*sum(fx(2:Sp-1)) + £x(Sp)); % Integral numérica con N
% muestras.
% Ciclo iterativo para calcular el k-ésimo rengldén de la tabla de Romberg.

for m=2:k
Ir(k,m) = (1/(4"(m-1)-1))* (4" (m-1)*Ir(k,m-1)-Ir(k-1,m-1)); % Férmula de
% Romberg.

end

tol = abs(Ir(k,m-1)-Ir(k,m)); % Evaluacidén de la tolerancia.
end
% Despliega la tabla de valores dada por la férmula de Romberg.
Ir ()

' Problemas propuestos

6.9.1 Calcular la primera y segunda derivadas por la derecha a partir de los datos dados en la siguien-
te tabla:

Espacio 0 3 6 9 12 15 18
Altura 0 4.5 9 13 18 | 228 27

6.9.2 Usando derivadas centrales de segundo orden, obtener la primera derivada a partir de los datos
dados en la siguiente tabla:

Tiempo 0 02 04| 06| 08|10 |12 |14 |16
Espacio 0 10 21 34 47 59 72 @ 87 115
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6.9.3 Utilizando rectangulos por la derecha, integrar numéricamente la siguiente expresion utilizan-
do 10 secciones,

I= JZt *sen(5t)dt
0

6.9.4 Integrar numéricamente con la técnica de rectangulos por la derecha la expresion que se da a
continuacion, dividiendo el intervalo en 12 secciones.

4r
I= jcos(t ?)tanh(3t)dt

3

6.9.5 Integrar numéricamente con la técnica de rectangulos por la derecha la expresion que se da a
continuacién hasta la convergencia,

2
I=[t>log(t'?)dt
1

6.9.6 Integrar numéricamente con la técnica de rectangulos por la derecha la expresion que se da a
continuacion hasta la convergencia,

/2
I= j t te > cos(t)dt
0
6.9.7 Integrar numéricamente con la técnica de rectangulos por la derecha la expresion que se da a
continuacion hasta la convergencia,

3
I=[(t*=2t7+ t 2 )dt
0

6.9.8 Integrar utilizando rectdngulos por la izquierda y un paso de integraciéon de At =1e~, la
expresion dada por:

6
Izjlog(t 3)coth(t)dt
1

6.9.9 Utilizando el concepto de integracion numérica con rectangulos por la izquierda y dividiendo el
intervalo de integracion en 1000 secciones, resolver la expresion dada por:

/2

I= [ (3+cosh(4t))dt

6.9.10 Utilizando el concepto de integracién numérica con rectangulos por la izquierda hasta la
convergencia, resolver la expresion dada por:

I=|(5senh(2t)e™ )dt

= s

6.9.11 Utilizando el concepto de integracién numérica con rectangulos por la izquierda hasta la
convergencia, resolver la expresion dada por:

I=|(In(1+t)e™")dt

O 1
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6.9.12 Utilizando el concepto de integracién numérica con rectangulos por la izquierda hasta la
convergencia, resolver la expresion dada por:

0.1
I=[(0.5+cos(377¢))dt
0

6.9.13 Utilizando la férmula de integracion numérica dada por el método de los trapecios cuando se
divide el intervalo de integracion en 500 secciones, encontrar la solucion a la expresion dada por:

I=|(0.2+e'" cos(100t))dt

© e —

6.9.14 Con el método de los trapecios integrar numéricamente la funcién tabular dada por los
siguientes datos:

t o |12 3|45 6|7 8910111213
fG#) 1|4 7 1,9 3 72|12 34 21 67 8 0

6.9.15 Utilizando la férmula de integracion numérica dada por el método de los trapecios hasta la
convergencia, encontrar la solucion a la expresion dada por:

0.1
= J (14 cos(1000¢))dt

0

6.9.16 Utilizando la férmula de integracion numérica dada por el método de los trapecios hasta la
convergencia, encontrar la solucion a la expresion dada por:

2.3 1
I= j(zt”“ +—)dt
0.1 t

6.9.17 Utilizando la férmula de integracion numérica dada por el método de los trapecios hasta la
convergencia, encontrar la solucion a la expresion dada por:

I= 0.js(log(l +1t)sec(10t))dt

0

6.9.18 Utilizando la regla de Simpson 1/3 con un At = 0.1, integrar numéricamente la expresion dada
por:

2
I=[t%"dt
0
6.9.19 Con la regla de Simpson 1/3, integrar numéricamente la funcién tabular dada por:

t 0 0r}02|03,04 050607 08091011 12 13 14

f(t) 1 3 6 8 9 12 65 76 13 56 75 76 12 67 | 92

www.FreeLibros.me



Problemas propuestos @® 245

6.9.20 Utilizando la regla de Simpson 1/3, integrar numéricamente hasta la convergencia, la expre-
sion dada por:

(t2—2t+10log(1+t))dt

—~
Il
O ey

6.9.21 Utilizando la regla de Simpson 1/3, integrar numéricamente hasta la convergencia, la expre-
sién dada por:

12
I=[(t*-90¢* +237)dt

0

6.9.22 Utilizando la regla de Simpson 1/3, integrar numéricamente hasta la convergencia, la expre-
sién dada por:

1
1= (10 cos(50t)e > +1)dt
0
6.9.23 Con laregla de Simpson 1/3, integrar la funcién dada por la expresion siguiente con n = 42.

I=|(t*—t-6)e7'dt

O e 1

6.9.24 Utilizando la regla de Simpson 3/8, integrar numéricamente la funciéon dada en forma tabular
por:

t 0 1,2 /3|4 5,6 7|89 10|11 12|13 14|15 16 |17 18

fey| 6 |18 |3|9|1|2]|7|8|4]|8|[2|5]|8[3]|]4]|6]|8]1

6.9.25 Con laregla de Simpson 3/8, integrar la funcién dada por la expresién siguiente hasta la
convergencia.

= |(2¢° cos(23t)e™" ! +3)dt

~
o'—.m

6.9.26 Con la regla de Simpson 3/8, integrar la funcién dada por la expresion siguiente hasta la
convergencia.

=|(t?+e> —t+7)dt

~
o'—-.w

6.9.27 Con laregla de Simpson 3/8, integrar la funcién dada por la expresion siguiente hasta la
convergencia.

I=|(log,(1+t)—t>+3)dt

o'—,»—-

6.9.28 Utilizando el método de Gauss-Legendre de primer orden, integrar numéricamente, hasta la
convergencia, la siguiente funcion:
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3
= jt+t 10)d
0

6.9.29 Utilizando el método de Gauss-Legendre de primer orden, integrar numéricamente, hasta la
convergencia, la siguiente funcion:

= |(log, (1+t)e™" cos(St))dt

~
O'—.\l

6.9.30 Utilizando el método de Gauss-Legendre de primer orden, integrar numéricamente, hasta la
convergencia, la siguiente funcion:

4
I=[t3%e"adt
0

6.9.31 Con el método de Gauss-Legendre de orden dos, integrar numéricamente, hasta la convergen-
cia, la funcidén:

M= 'l[te‘z"dt

0

6.9.32 Con el método de Gauss-Legendre de orden dos, integrar numéricamente, hasta la convergen-
cia, la funcién:

I=|(sen(t)e ™" +1)dt

o'—.m

6.9.33 Con el método de Gauss-Legendre de orden dos, integrar numéricamente, hasta la convergen-
cia, la funcion:

I=|(cos(t)e™" +0.5)dt

o'—.»

6.9.34 Utilizando el método de integracién de Romberg, crear la tabla de sucesiones de la integral

/2

I= j tcos(2t)dt.
0

6.9.35 Con el método de integracion de Romberg crear la sucesion de la integral

1.5
I= | tan(t)dt

/4

6.9.36 Con el método de integracion de Romberg crear la sucesion de la integral

2
= Itz'“ cos(1.35t)e™ "' dt.

6.9.37 Con el método de integracion de Romberg crear la sucesion de la integral

T
1=[127¢7" cos(377t)t.
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Solucion de ecuaciones
diferenciales ordinarias

7.1 Introduccion

La rapidez de cambio de una variable es frecuente en problemas fisicos, de manera que
las ecuaciones matematicas asociadas con este problema, son formuladas en términos
de las derivadas de esta variable. Como ejemplo estan las ecuaciones de movimiento que
involucran la distancia x, la velocidad dx/dt y la aceleracion d 2x/ dt*. Aunque algunos
problemas se pueden resolver mediante una simple regla analitica, muchas ecuaciones
diferenciales requieren para su solucién un alto grado de preparaciéon y habilidad en
matematicas. En segundo plano, la amplia relaciéon con los problemas fisicos demuestra
que hay muchas ecuaciones diferenciales para las cuales la solucién no se puede repre-
sentar en una forma matematica sencilla, por lo que los métodos empleados sélo son
posibles aproximaciones de la solucion.

Sin embargo, hay dificultades asociadas con el uso de los métodos numéricos, ya que
una aproximaciéon numérica no es una alternativa rapida si el analisis matematico puede
dar una férmula explicita para la solucion. Por otro lado, si el problema no tiene una
solucion explicita seria util realizar algun analisis matematico con el objetivo de abordar
el problema en la forma mads apropiada para el calculo numérico [Allen et al., 1998],
[Chapra et al., 2007], [Nagle et al., 2005], [Zill et al., 2006].

El proceso de integracion introduce constantes arbitrarias que son determinadas
mediante condiciones iniciales dadas sobre la funcién o sobre sus derivadas. De acuerdo
con la manera en que se especifican las condiciones, surgen dos tipos de problemas: si
todas las condiciones necesarias estan dadas en un punto unico, se tiene un problema de
valor inicial; asi, el método de solucidn inicia en el punto conocido y se mueve paso a
paso a lo largo del rango de integracion. Sin embargo, si las condiciones estan dadas en
mas de un punto, entonces no hay suficiente informacién para comenzar los calculos
en un Unico punto, y el método para calcular la solucién necesita un conjunto de ecua-
ciones simultdneas, o el uso de valores estimados en un punto. Este segundo tipo se co-
noce como un problema de valor en la frontera.

Se llama ecuacion diferencial a una ecuacion que relaciona la variable independiente
t,1a funcién incognita y = y(t) y sus derivadas y’,y”,..., y'"; es decir, una ecuacién de la
forma

F(t,y,)/',y”,.--))’(n))=0 (7'1)
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En otras palabras, se llama ecuacion diferencial a la que contiene la derivada o diferencial de la funcion
incognita. El orden de una ecuacion diferencial se define como el orden de la derivada mas alta de la ecua-
cion. Si la funcion incognita y = y(t) depende de una sola variable independiente ¢, la ecuacion se llama
ecuacion diferencial ordinaria. Recibe el nombre de solucion de la ecuacion diferencial ordinaria la funcién
y =@(t) determinada en el intervalo [a, b] junto con sus derivadas sucesivas, hasta el n-ésimo orden, in-
clusive, tal que al hacer la sustitucion y = ¢(t) en la ecuacion diferencial ordinaria, ésta se convierte en
una identidad con respecto a t en el intervalo [a, b]. En general, la solucién de una ecuacién diferencial
ordinaria, si ésta existe, puede no ser Unica. A fin de tener unicidad, se introducen condiciones extras en
las soluciones. Estas condiciones pueden ser de la forma

y(a)=y,
y'(a)=y,
Y @)=y 7:2)

Estas condiciones se conocen como condiciones iniciales para la ecuacion diferencial ordinaria (7.1).
Las condiciones también se pueden definir en los extremos del intervalo, y entonces se estarfa hablando
de un problema de valores en la frontera. Las ecuaciones (7.1) y (7.2) se llaman de manera conjunta un
problema de valor inicial.

EJEMPLO 7.1

La solucién general de y”=ky, donde k es una constante dada, es
y(t)=ce

donde c es una constante arbitraria. Si, por ejemplo, se da la condicion extra de que

)’(0) =Yo>

entonces, tomando t =0, se tiene que ¢ = ¥, . La unica solucién que satisface es

y(t)= J’oekt

La descripcion de muchos fendmenos fisicos se modela matematicamente con una ecuacion diferen-
cial ordinaria. Por ejemplo, el crecimiento no inhibido de bacterias, la descarga de un condensador, el
escape de un gas bajo la presion de un contenedor o el decaimiento radioactivo. En todos estos ejemplos,
el tiempo se representa por t. La ecuacion y(0) = y, muestra la condicion inicial de la magnitud que se esta
midiendo, por ejemplo, el volumen de un cultivo de bacterias en el tiempo ¢ =0.

En esta seccion se analizan los métodos numeéricos para resolver (7.1) sujeta a (7.2). Para la solucion
numérica, el objetivo es buscar una aproximacion de los valores numéricos de y(t) para valores particu-
lares de ¢ o una funcion, por ejemplo un polinomio, que aproxima a y sobre un rango de valores de t.
Solamente en raras ocasiones se busca una solucion explicita, como en el ejemplo 7.1.

Para iniciar, se considera el problema de valor inicial de primer orden

y'=f(t,y).tela,b]
y(a)=y0 (7.3)

En la mayoria de los problemas, f(t,y) sera complicada, de modo que obtener una solucién explicita
sera una tarea muy laboriosa, o imposible. Esto obliga a usar métodos numéricos. También se abordan
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias y ecuaciones diferenciales de mayor orden. Los métodos
para ambos casos seran extensiones naturales de aquellos usados para resolver una ecuacién diferencial
de primer orden. La primera interrogante acerca de (7.3) es si existe una solucion, o qué condiciones
se deben imponer sobre f(t,y) para asegurar su existencia. El siguiente ejemplo ilustra estas ideas.
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EJEMPLO 7.2

Para 0<t <2, la solucién general de y"= y?, sujeta a la condicién inicial y(0)=1 es
-1

(t+c)

y(t)=

donde c es arbitraria. La condicion inicial implica que ¢=-1, y se tiene que
-1

)’(t)=m

Esta solucion no esta definida para t=1 vy, por tanto, el problema de valor inicial no tiene solucion en
[0, 2].

En el ejemplo 7.2, la funcién f(t,y) es una funcién bien comportada. Obviamente la continuidad de
f(t,y) no es suficiente para asegurar la existencia de una solucion unica, pero la condiciéon de Lipschitz
sobre f(t,y) con respecto de y si es suficiente, y el siguiente teorema lo demuestra.

Teorema 7.1 La ecuacién diferencial de primer orden y’= f(t,y), sujeta a la condicién inicial
y(to) =y, donde t, €[a, b], tiene solucion unica y en [a, b] si f(t,y) es continua para toda t en [a, b] y
existe L, independiente de ¢ tal que

lf(t, y)- f(t,2)| < L|y—2]

para toda t €[a, b] y todoreal y y z. o

La existencia y unicidad de la solucion esta garantizada por el teorema anterior, pero existe otra cuestion
que se debe considerar para determinar el buen comportamiento de la ecuacion diferencial en el sentido
de que pequenos cambios en la ecuacion o en la condicién inicial generen pequeios cambios en la solu-
cién del problema original. Esto se conoce como un problema bien planteado. Se define cuando una
ecuacion diferencial representa un problema bien planteado como

Definicion 7.1 El problema de valor inicial
y'=f(t,y), a<st<h, y(a)=o
se dice que es un problema bien planteado si

o El problema tiene solucién unica;
o Para cualquier £>0, existe una constante positiva k(¢), tal que siempre que |g|<e y 8(t) es
continua con |6(t)| < &,y entonces existe una solucion tnica a

Z/Zf(t>z)+5(t), a<t<b, z(a)=o+¢,
y satisface
lz(t)—y(t)|<k(e)e
paratoda a<t<b.

El siguiente teorema establece las condiciones para las cuales un problema con solucién unica es un
problema bien planteado:
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Teorema 7.2 Sea D={(t,y)|a<t<b, —oo< y<oo}, si fes continua y existe L, independiente de
t tal que

If(t, y)- f(t,2)| S L|y—2]

para todo (¢, ), (¢, z) en D, entonces el problema de valor inicial

y'=f(t,y), a<t<bh, y(a)=o

es un problema bien planteado. o

7.2 Métodos de un paso para la solucion de ecuaciones
diferenciales ordinarias

La solucién numérica del problema de valor inicial

y'=f(t,y), sujetaa y(ty)=y, (7.4)

donde te[t,,b] y fsatisface las condiciones de los teoremas 7.1 y 7.2 de modo que se garantiza la existen-
cia de una solucién tnica, suponiendo, ademas, que fes suficientemente diferenciable, esto es, que todas
las derivadas usadas en el analisis existen, se busca en una sucesién y,, y;, ¥,..., cuyos elementos son
una aproximaciona y(ty), y(t,), y(t2),... v t, t;, £, en el intervalo [£, b].

Se inicia con los métodos conocidos como métodos de un paso para determinar { y; } con el cual se obtie-
ne y,, solamente a partir de y,; noseusa ¥, |, ¥, ,,..., en forma explicita. El tipo de método que se presen-
ta es sencillo en su derivacién y su conceptualizacion. Este método se conoce como el método de la serie de
Taylor o, simplemente, método de Taylor [Burden et al., 2002], [Cheney et al., 2008], [Maron et al., 1995],
[Mathews, 1992].

7.2.1 Serie de Taylor y método de la serie de Taylor

Suponiendo que la funcién fen (7.4) es suficientemente diferenciable, se desea determinar una sucesion
Y0> V1> Va2»---» CUyos elementos son aproximacionesa y(t,), ¥(t,), y(t,)...., con t;, =t, +kh. Una aproxi-
macion es considerar la serie de Taylor para y con residuo [Wyley, 1982], [Nakamura, 1992], [Maron et
al., 1995], [Mathews et al., 2000], [Burden et al., 2002], [Nieves et al., 2002]. Asi se tiene

h? h? ht
y(tn+1):y(tn)+hy,(tn)+§y”(tn)+§y,,/(tn)+zy(w)(tn)+'“
h? ) ph
+;)’ (tn)+h Ep+1(tn) (7.5)
donde
1
E, . (t,)= (g, p<E<t,,
)= @, t<Est

Se pueden determinar las derivadas de y a partir de fy de sus derivadas parciales, por ejemplo, para
¥’ ()= f(t, y(t)). Usando la regla de la cadena para derivadas parciales, se obtiene

= S Ay
4 (t)_8t+8y dt

=fitf,y
=fi+f,f

Si se definen las funciones f")(t, y) recursivamente como

www.FreeLibros.me



7.2 Métodos de un paso para la solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias ® 251

FOE= [0+ £ (69) f(8)
para r>1, con f(t,y)= f(t,y), entonces

Yy ()= fO(ty) (7.6)

para r 20.
El resultado es cierto para r =0. Diferenciando (7.6) se tiene que

YD) = £ (6, 9)+ £ (6,) 7 ()= £ (6 9)+ £ (6, ) F(E, y(8)
=" (t.y)

lo cual demuestra que se puede extender el resultado ala (r+2)-ésima derivada de y. Se nota ademas, que
FW(t,y) no es la derivada de fen el sentido usual. Si se sustituye (7.6) en (7.5), se obtiene

y(tnﬂ):y(tn)+hf(tn>y(tn))+%f(l)(tn,y(tn ))+
? »
+%f(2) (tn,y(tn))+---+%f(1"l) (ts y(£,))+ B E o (8,)

La aproximacion que se obtiene al no considerar el término del residuo es

2 3 p
Y1 = Yn +hf(tn’yn)+%f(l)(tn’yn)+%f(2)(tn’yn)+"'+%f(p1)(tn>yn) (7-7)

y el método de la serie de Taylor consiste en usar esta relacién de recurrencia para n=1,2,... junto con
y(to) = ¥, La desventaja de este método es que (¢, y) no es ficil de calcular. Por ejemplo

fOy)=fit f,f
fOy)= Y+ 10 f
zﬁt+2ﬁyf+fyyf2+(ft+fyf)fy (7.8)

Para p=1 se obtiene el famoso método de Euler.

Yo = Yu +hf (,,,),n=0,1,2,...
yo=y(t) (7.9)
En la mayoria de los problemas, la precision del método se incrementa conforme crece p, dado que el re-

siduo tiende a cero sila derivada p+1 de y es continua. Para ilustrar el funcionamiento del método, se consi-
derard un ejemplo concreto.

EJEMPLO 7.3

Considerando el problema de valor inicial

y'=—=,  0<t<5
y

sujeto a la condicion y(0)=5, las derivadas que aparecen en (7.7) se pueden calcular a partir de la ecuacién
diferencial incluida en la ecuacién (7.8). Asi se obtiene lo siguiente:

Yy ==
y
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o T U
y

’ 2 ” ’ 3 ’. " ”
y<,»v>=_6y(y) —3y*y"—6t(y’) +6tyyy" —ty*y
4

Y

En este punto se trunca y se decide usar sélo los términos hasta incluir 4* en la férmula (7.7). El tér-
mino que no se ha incluido contiene un factor en 4’ y constituye el error de truncamiento inherente a este
procedimiento. Se dice que el método resultante es de cuarto orden. (El orden del método de la serie de
Taylor es p si se utilizan términos hasta e incluyendo el denotado por h? y'?) (t)/p! ) Se pueden llevar a cabo
varias sustituciones con el fin de obtener férmulas para y”, y”,..., que no contengan derivadas de y en el
lado derecho de la expresion. Esto no es necesario si las formulas se utilizan en el orden presentado. Por
su propia naturaleza son recursivas. Pero si se desea, se obtendria

, t

y ===
Y

, R

Yy =2 3
y

w3ty +1?)

__T
S = 3(6t2y% + y* +5t*)

7

y

Si la funcidn f depende s6lo de una variable y no es complicada, el método de la serie de Taylor se
puede calcular en forma facil, como se demuestra en el siguiente ejemplo.

0 EJEMPLO 7.4

Considerando el problema y’=y con la condicién inicial y(0)=1, se tiene que
fy)=y
f(ty)=y
fAty)=y
fAy)=y

y, en general, f)(t,y)=y.
De (7.7), el método de la serie de Taylor esta dado por

h? h? h? h?
Yo =Yty +—y, ++—y, = 1+h+—+---+— |y,
2! p! 2! p!
Dado que y(0)=1, se sigue que
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2 P ¢
Y =(1+h+h—+---+h—)
2! p!

El siguiente ejemplo demuestra que no siempre es facil de calcular el método de la serie de Taylor, aun
cuando la funcién f dependa de una sola variable.

EJEMPLO 7.5

Para la ecuacion

Y= y0)=1
se tiene que con
p=3
y
Yo=1,

con el método de la serie de Taylor,
bR (2y,) K 253i-1)
L+yn 2 (14y2) 6 (1+92)
Como se ha observado en los ejemplos anteriores, la principal complicacién del método de la serie de

Taylor es el calculo de las derivadas. Por tanto, se propone un método de un paso en el cual no intervengan esos
calculos.

yn+1 :yn+

7.2.2 Meétodos de Euler

Los métodos de Euler se derivan partiendo del concepto basico de derivada numérica. Segtin el modo de
realizar esta derivada, el método tiene un esquema diferente. A continuacion se describen los dos mds
usados y de deduccion mas sencilla.

7.2.2.1 Meétodo de Euler-Cauchy

Para ilustra el concepto bdsico, una aproximacion simple por diferencias hacia delante de una derivada se
expresa de la siguiente manera [Nakamura, 1992], [Maron et al., 1995], [Mathews et al., 2000], [Burden
et al., 2002], [Nieves et al., 2002], [Rodriguez, 2003], [Cordero, 2006]:

Ujn U

- = f(x;,u;)=y, j=0,1,2,...,N-1 (7.10)

Por simplicidad se escoge una red uniforme

xj=x0+jh j=0,1,2,...,Nyh=b%

La condicion inicial es

Uy = Yo teg
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Este método se conoce como de Euler-Cauchy, también llamado método del poligono o regla trapezoidal.
La solucién numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias por este método equivale a reemplazar las varia-
bles que no estan bajo el signo de diferenciacién por sus valores promedio, y a las diferenciales por diferencias
finitas. El programa desarrollado en Matlab se proporciona en la seccién 7.9.1.

7.2.2.2 Meétodo de Euler hacia adelante
La existencia de una solucidn dnica u;de la ecuacidn diferencial lleva a
u]'+1 :l/l]+hf(x], uj), ]=0, 1, 2, cesy N_l

Por tanto, el método de Euler hacia adelante para la ecuacién y’= f(y,t) se obtiene reescribiendo la
aproximacion por diferencias hacia adelante como

yn+1_yn E}/;

h

Despejando y,,,;, se llega a

Vo1 = Yu +h v,

Por tanto, finalmente se obtiene

Ynn1 :yn+hf(yn’tn)

Para el caso de una ecuacién cuyas variables son (y, ) con condiciones iniciales (y,, #,) se obtiene el esque-
ma numeérico

y1=Yo+h f(yo,ty)
ya=n+hf(y,t)

yn zyn—l+hf(yn—1’tn—l)

La seccién 7.9.2 proporciona el cddigo computacional desarrollado en Matlab del método de Euler. En
este caso especifico, el codigo se implementa para resolver una ecuacion en particular; sin embargo, siguiendo
el mismo procedimiento, se puede implementar para resolver cualquier ecuacion diferencial ordinaria.

EJEMPLO 7.6

Utilizando el método Euler-Cauchy (regla trapezoidal), resolver la ecuacion v’ +4v=e ~2t en el intervalo
0<t<1, con un paso de h=0.1. La condicidn inicial es v(0)=1.
Discretizando la ecuacién como lo indica el método de Euler-Cauchy, se obtiene
n+l n plpn e—Zt"+1 +e—2t"

+4 =
At 2 2

1

Despejando la variable v se llega a la ecuacion

-1
gl o At _2)
g _ € e +(( ) i

2((an)" +2)  ((ar)" +2)

Si se tiene como condicidn inicial que
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t0:0

V0:1

entonces la solucién para el resto de los puntos es

=0.1
t,=02
t;=03
t,=04
ts=05
te =0.6
t,=0.7
ts=0.8
ty =09
to=1.0

=flv
=f

f(Vn, tn tn+1

1
Vn) tn tn+

(v
(

\.\

=flv
= f(

=f(
=f(

(vn’ tn tn+1

\.\

f(Vn, tn tn+l

f( n tn tn+1

La solucion analitica a esta ecuacién diferencial es

,\_/\_/\/\/\_/‘,\_/\_/

"ot ) =0.7424

=0.5570

Il
o
=}
N
N
—

La figura 7.1 muestra la solucién numérica comparada con la solucién analitica

1

0.6 -

0.4 -

Soluci6n en p.v.

02 -

Solucién numérica
Solucién analitica

Figura 7.1

o EJEMPLO 7.7

0.4

0.6

Tiempo en segundos

Solucién numérica vs. solucion analitica.

0.8

© 255

Resolver la siguiente ecuacion usando el método de Euler en el rango 0<x <2 con un paso de h=0.5.

dy
0
e
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La condicién inicial es y(0)=1. Por tanto, tomando la ecuacion y despejando la derivada, se obtiene
¥y’ =y, es decir, f(y,x)=y.El esquema general del método se expresa como

Y =Yn1 th f (Y %)
Por tanto, el primer paso queda de la siguiente forma
»1=yo+h f(y0, x0)
Sustituyendo los valores numéricamente, se tiene que
y=yo+hy,=1+(05)(1)=1.5
Los siguientes pasos hasta completar el intervalo quedan de la siguiente manera
¥, =y +hy =1.5+(0.5)(1.5)=2.25
ys =y, +h y, =2.25+(0.5)(2.25)=3.375

ya=y3+h y3 =3.375+(0.5)(3.375) = 5.062

EJEMPLO 7.8

Resolver y'=-20y+7¢* con y(0)=5 por medio del método de Euler hacia adelante con h=0.01 para
0<t<0.1.
El esquema numeérico para esta ecuacion queda de la siguiente manera

y1=Yo+h yo=yo +h[-20y, +7e7" |
La condicidn inicial se expresa como
t,=0.00  y,=5
De tal forma que los pasos sucesivos hasta completar el intervalo son
H =001  y,=y,+h[-20y,+7¢ "] =5+(0.01)[-20(5)+7e "] = 4.07
t,=002  y,=y +h[-20y,+7¢*" ]| =4.07+(0.01)[-20(4.07)+7¢ N ] =332
;=003  ys=y,+h[-20y,+7e"" ] =2.72982
t, =004  y,=y;+h[-20y;+7e*" ]| =2.25282
ts=0.05  ys=y,+h[-20y,+7¢*%" ] =1.87087
te=0.06  ys=ys+h[-20ys+7e"" ]| =1.56497
t; =007  y;=ys+h[-20y,+7e*" ] =1.31990
ts=0.08  ys=y,+h[-20y,+7¢*" ]| =1.12352
ts=0.09  yy=ys+h[-20y; +7¢*" ] =0.90607

to=0.1  y19=yo+h[-20y, +7¢7" ] =0.83977
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EJEMPLO 7.9

Por medio del método de Euler y con h = 0.5 determinar valores de y(1) y y’(1) para y”(t)—0.05y"(¢)+
0.15y(t)=0.

Las condiciones iniciales de este problema son
y(0)=1 Yo =1
y(0)=0  y=0
Si se hace la transformacion
Y =z Yo =1
Z'=0.05z-0.15y 2y=0
entonces, en t; =0.5 se tiene
Y =yo+hy,=1+0.5(0)=1
z, =2y +hz;=0+0.5[0.05(0)-0.15(1)] =-0.075
Para t, =1 se obtiene
5 = y1 +h y{ =140.5(=0.075) = 0.96250
z, =z, +hz] =—0.075+0.5[0.05(=0.075)—0.15(1)] =-0.15187
Por tanto, la solucion buscada es
y(1)= y, =0.96250

y'(1)=z(1)=z, =—0.15187

0 EJEMPLO 7.10

Resolver por el método de Euler y"=y—t*+1, con la condicién inicial y(0)= y,=0.5, en el intervalo
0<t<2,conun pasode h=0.2.

El esquema numérico para esta ecuacion queda de la siguiente manera:
Yn=Yna +h[yn71 _tzil +1]
La condicidn inicial es £, =0 y, =0.5. Asi, los demds pasos hasta completar el intervalo son
H=02 y =05+02[0.5+(0) +1]=0.8000
2
t,=04 y,=08+02[08-(0.2) +1]=11520
2
=06 y,= 1.1520+0.2[1.1520—(o.4) + 1] =1.5504
t,=08 y,= 1.5504+0.2[1.5504—(0.6)2 +1] =1.9884

£ =10 y;=19884+0.2[1.9884—(0.8)" +1]|=24581
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t =12 y,=24581+02[ 24581—(10) +1]=2.9498
t, =14 y7=2.9498+02[29498 +1]=3.4517
ti=16 yy=34517+02[34517-(14)" +1]=3.9501

ts =18 y,=3.9501+02[ 3.9501—-(1 6)2 +1]= 44281

=20 y=4.8657+ 0.2[4.4281 ~(1.8) + 1] = 4.8657

7.2.3 Métodos Runge-Kutta

El método de la serie de Taylor de la seccion anterior presenta la desventaja de necesitar analisis previo a
su programacion. Por ello, si se desea utilizar el método de la serie de Taylor de cuarto orden en el pro-
blema general

y'=f(ty)
y(to) =y, (7.11)

se debe derivar sucesivamente la ecuacion diferencial para determinar las formulas para y”, y”, y¥). Una
vez hecho esto, las funciones se deberan programar. Los métodos de Runge-Kutta evitan esta dificultad
[Nakamura, 1992], [Maron et al., 1995], [Mathews et al., 2000], [Burden et al., 2002], [Nieves et al., 2002],
[Rodriguez, 2003], a pesar de que imitan a los métodos de la serie de Taylor mediante una combinacioén
ingeniosa de los valores de f(¢, y). Asi, considerando un método de la forma

yrH—l = yn +hzw,k, = yn +h(W1k1 +W2k2 +-- '+err) (7.12)

i=1

donde k, = f(t,,y,) v ki = f(t, +ha;, y, +hB;k,_,), i>1, determinando los coeficientes ¢, fB;,y w; de forma
que los primeros p+1 términos de la expansion de la serie de Taylor de (7.7) coincidan con los primeros p+1
términos de (7.12). Para esto se considera la serie de Taylor en dos variables; es decir, se tiene que

[ty +het, y, +hpk)=

.ﬂ%y»+4@—ﬁﬁk )ﬂawﬂ+h( §+ﬁhi)fuwn) (7.13)
t dy

hp1 P d p-1
+(p_1),(0‘g+ﬁk5) [t y)+hS, (0 0 BK)

donde h?S,(t,, y,, o, Bk) es el residuo. Esta claro que para igualar los términos de (7.12) usando la serie
de Taylor (7.13), con los términos de la expansion de (7.7) usar (7.12) es demasiado tedioso. A continua-
cion se ilustra el caso para p = 2.

7.2.3.1 Meétodos de Runge-Kutta de sequndo orden
La serie de Taylor dada por (7.7) es

hZ h3 hp -
Vst = Y +hfO +Ef(l) +§f(2) +W+Ff(P Y

donde
0=

www.FreeLibros.me



7.2 Métodos de un paso para la solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias ® 259

=t ff
£ = fur2fy f Pt £y
Considerando la ecuacién (7.12) con p = 2, se tiene
Ko=)+ 1+ ok ) HIE ) (7.14)

donde f, f, y f, estan evaluadas en (t,,y(t,)). Claramente se tiene una infinidad de formas de elegir los
valores de r, w;, 0y 3. Si se toma r =2 en (7.12), al expandirla se transforma en

Yunr = Yu+h(wik; +w3k; )
donde
k= f(to yu)=f
k,= f(t,+ho,, y, +hBsk;)

De la ecuacidn (7.13), se tiene que

d d
k= f(t,+ho,, y, +hprk, )= f(tn»)’n)+h(052 E-’_ﬁZkl g)f(tn)yn)
Simplificando términos se obtiene

k2 =f+h0(2ﬁ +hﬁ2 klf},

Sustituyendo los valores de k; =f y k, = f+ha, f, +hB,k, f,, se llegaa

Yur1 = Yo th(wif +w, (f+ho, fi+h By ki f,))

Sustituyendo nuevamente k; = f y realizando las operaciones algebraicas, se obtiene

yn+1 = yn +hW1f+hW2f+h2W2 062 _ft +h2W2 ﬁz ff),

Reagrupando términos, finalmente se llega a
)/n+1=)’n+h(W1+W2)f+h2W2(a2ft+ﬂ2ffy) (7.15)

donde los argumentos de f, f, y f, son (£, y,). Al comparar (7.14) con (7.15) se observa que es necesario
que

1 1
wi+w, =1 WL, ZE y wa B, ZE

7.2.3.1.1 Método del punto medio

Una solucioén al sistema de ecuaciones anterior es: w; =0, w,=1y o, =5, = > y con esta eleccion se tiene
que la ecuacion (7.12) se transforma en

1 1
Yaunl =)’n+hf(fn+5h’ yn+5hf(tn) yn))’

lo cual se llama método del punto medio. Si se hace que k; =h f (t,,,), se obtiene

1 1
il = n+h tn+_h’ n+—k
Y1 =) f( 5 V4 2 1)
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7.2.3.1.2 Método de Euler modificado

. . 1 .
Otra eleccion de los parametros es: w, =w, = 5 y 0, =3, =1, con la cual se obtiene

Yoot = I+ SHLF 30+ £ty 3 0103,

conocido como el método de Euler modificado.
Si se hace que t, +h=t,,,, ky =h f(t,, ¥,), se obtiene

1
Vi1 = Y +E[k1 +hf (tyns Yo+ )]

Si adicionalmente se hace que k, =hf (t,.1, ¥, +k ), se llega finalmente a la expresion

1
Y1 = Yn +E[k1 +k,]

La seccidn 7.9.3 proporciona el cddigo computacional de este método desarrollado en Matlab.

EJEMPLO 7.11

Con el método de Runge-Kutta, denominado Euler modificado, resolver la ecuacion i’=0.2—0.4, en el
intervalo en segundos, 0<¢ <1, con un paso de & = 0.1, sujeta a la condicion inicial i(0) = 0.
La funcion de la derivada se expresa como

f(igsrs by )=0.2—04i,
De aqui se obtiene que
fli,+k, t40)=02-04(i, +k )
ky=h f(i,, t,,,)=h[02—04i,]
ky=h f(i, +k, t,)=h[02-04(i, +k )]
Asi, el esquema numérico final es
iy =iy + l(kl +k,)
2
Si se tiene la condicion inicial dada por
t=0,i=0
El siguiente valor es
t=0.1
k, =h(0.2—0.4i,)=0.1(0.2—0.4(0)) =0.02
k,=h[0.2—0.4(i, +k )]=0.1[0.2—0.4(0+0.02)] =0.0192

1 1
i =i, +E(kl +k2)=0+5(0.02+0.0198)=0.0196

La siguiente tabla resume los resultados numéricos:
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Tabla 7.1 Resultados de aplicar el método de Runge-Kutta, denominado de Euler
modificado a la expresién i’=0.2—0.4i.

ty=0 iy=0
t,=0.1 k,=0.0200 k,=0.0192 i,=0.0196
t,=0.2 k,=0.0192 k,=0.0184 i, =0.0384
t,=0.3 k,=0.0185 k,=0.0177 iy = 0.0565
t,=0.4 k,=0.0177 k,=0.0170 i,=0.0739
t;=0.5 k,=0.0170 k,=0.0164 i, = 0.0906
te=0.6 k,=0.0164 k,=0.0157 iy =0.1067
t,=0.7 k,=0.0157 k,=0.0151 i,=0.1221
t;=0.8 k,=0.0151 k,=0.0145 ig=0.1369
ty=0.9 k,=0.0145 k,=0.0139 iy=0.1511
tio=1.0 k,=0.0140 k,=0.0134 i=0.1648

., - 3 . 1 1 o4 1
La solucién analitica de esta ecuacion es i(t)= E_Ee “". La figura 7.2 muestra la comparacion entre la

solucién numérica y la solucion analitica. Se puede observar que, a pesar de que el paso de discretizacion es
bastante grande, el método numérico es bastante preciso.

I

e Solucién numérica )

016 1 Solucién analitica B

5 0121 -
[=9
g
[
8

‘5 0.08 -
2
3
w

0.04 - -

0 | | | |
0 02 0.4 0.6 038 1

Tiempo en segundos

Figura 7.2 Solucién numérica vs. solucién analitica.

7.2.3.1.3 Método de Heun

1 3 2
Si se elige w, =Z, w, = " y o, =P, =§, se obtiene

1 2 2
yoa=rut gl £ pwar{te 2 2 )|

lo cual se llama método de Heun.
Si se define k, =h f(t,, y,), se obtiene

1 2 2
w1 = Yo +—| ki +30f| t,+=h, y,+—k
=) 4[1 f( 377 31)]
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Si ademas se define k, = hf (t,, +§h, Yn +§k1 ) se llega finalmente a la expresion

1
Yol = Yn +Z[k1 +3k;,]

7.2.3.2 Métodos de Runge-Kutta de tercer orden

El método de Runge-Kutta de tercer orden se obtiene al tomar p =4 y r = 3. Este método no se deduce
aqui, pero se presenta una de las formulas que lo definen, la cual tiene la siguiente estructura

yn+1 =yn +g[2k1 +3k2 +4k3]
donde,
kl = f(tn) yn)

1 1
k,=flt,+—h,y,+—hk
2 f( 5 y 5 1)

3 3
ky=flt,+—h,y,+—hk
: f( 17"y 2)

Otra posible eleccion de los parametros lleva a otro método de Runge-Kutta de tercer orden de la
forma

h
Va1 = Yn +g[k1 +4k, +k; ]
donde
kl =f(tn,)’n)
h 1
k2 Zf(tn'l'z,yn‘l'ahkl)
k3 zf(tn+h’yn+hkl)

La seccion 7.9.4 proporciona el codigo desarrollado en Matlab del método de Runge-Kutta de tercer
orden. En este caso especifico se desarrolla la segunda formulacion obtenida.

7.2.3.3 Método de Runge-Kutta cldsico

El método de Runge-Kutta clasico o de cuarto orden se obtiene al tomar p =4y r=4y esta definido por

Vi1 = Vn +%(k1 +2k, +2k; +k,),

donde k = f(t,, ), k, =f(tn+%h,yn+%hkl J k, =f(tn +%h, yn+%hk2) v ks = f(t, +h, y, +Hky).

Existen métodos del tipo Runge-Kutta de mayor orden. Estos se empleardn en secciones posteriores.
La seccion 7.9.5 proporciona el cddigo desarrollado en Matlab donde se implementa numéricamente el
método de Runge-Kutta de cuarto orden.

EJEMPLO 7.12

Utilizando el método de Runge-Kutta clasico, para la ecuacion y'==2y, con la condicién inicial y(0)=1
y un paso de h = 0.1; obtener los valores en el intervalo 0<x <0.2.
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La condicidn inicial indica que

El siguiente valor es
x=0.1

ki=h f(xo, 7o) =0.1[-2(1)] =02

h k 0.2
k,=h +=, Yo+ — =o.1[—2 === ]=—0.18
2 f(xo 5 Yo > ) ( > )

h k 0.18
k, =hf(x0+E,yo+?2)=0.1|:—2(1—7)]=—0.182

ky=h f(xo+h, yo +k;)=0.1[-2(1-0.182)] =—0.1636

yl :yo +é[k1 +2k2 +2k3 +k4]

1
= l+g[(—0.2) +2(—0.18)+2(—0.182) +(—0.1636)]
=0.8187
El ultimo valor buscado es, por tanto,

x=0.2
ki=h f(x;, y,)=0.1[-2(0.8187)] =—0.1637

k,=h f(x1 +g, » +%)= O.l|i—2(0.8187—¥)]=—0.1474

ky=h f (xl +%, M +k—22)= 0.1[—2(0.8187— 0‘1;174 )]=—0.149o

ky=h f(x,+h, y1+k;) =0.1[-2(0.8187 —0.1490)] = —0.1339

yz :)/1 +é[k1 +2k2 +2k3 +k4]

=0.8187+%[(—0.1637)+2(—0.1474)+2(—0.1490)+(—O.1339)]

=0.6705

7.3 Consistencia, convergencia y estabilidad
de los métodos de un paso

Dado un esquema numérico para resolver una ecuacion diferencial, existen criterios para evaluar su efec-
tividad, estos criterios estan relacionados con el grado de precision con que se aproxima la soluciéon dada
por el esquema numérico a la solucion de la ecuacion diferencial.
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7.3.1 Consistencia
La forma general de los métodos de un paso para resolver

y'=fty), y(ty) =y, (7.16)

€s

Yus1 = Vn +ho(t,, y,5 h) (7.17)

Si h#0, se puede escribir en forma genérica como

y”“h—_y”zhd)(tn, yoih) (7.18)

Elinterés se centra en la precision de (7.17) para aproximar a (7.16). Si y(t) es la solucion de (7.16), se
define el error de truncamiento de (7.17) como

r(t;h)zwﬂp(t, J()5h) (7.19)

donde t estd en el intervalo [t,, b] y h>0. Se dice que (7.17) es un método consistente con (7.4), o simple-
mente consistente, si

7(t;h)— 0 cuando h—0

de manera uniforme para t en el intervalo [#,, b]. Se puede observar de (7.18) que, para que un método sea
consistente, se debe cumplir que ¢(¢, y(¢);0)= f(t, y(¢)).
Se dice que el método es consistente de orden p si existe M =0, h, >0 y un entero positivo p tal que

sup |7(t; h)| < Mh?, para toda h en (0, k] (7.20)

ty<t<b

El método de la serie de Taylor es consistente de orden p ya que
pt+l

(p+1)

7(t;h)=h""E,,, ()= YD ()

donde t<&<t+h. Por lo que se elige

1
- 4| 1 (P1)
(p+1)!f§g)|y (t)|

Los métodos Runge-Kutta con p+1 términos que coinciden con la expansion de la serie de Taylor
también son consistentes de orden p. Se puede afirmar intuitivamente de (7.18) que si un método es con-
sistente, entonces el esquema numeérico (7.17) es una buena aproximacion a la ecuacion diferencial (7.16).

7.3.2 Convergencia

Hasta el momento se ha considerado sélo el error de truncamiento. Este mide la precisién con que la
ecuacion en diferencias (7.17) se aproxima a la ecuacion diferencial. No se ha considerado con qué preci-
sién la solucidn de (7.17) se aproxima a la solucion exacta y(¢) de la ecuacion diferencial original. Ademas,
lo que interesa es saber si la solucion de la ecuacion en diferencias converge a la solucién de la ecuacion
diferencial conforme el tamanio de paso h se reduce.

Se define la convergencia en forma cuidadosa. Si se observa el comportamiento de y, conforme & — 0
y n se mantiene fijo, no se obtiene un concepto ttil. Resulta claro que se tiene

t, =t,+nh —t, cuando h — 0, con 7 fijo
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Por tanto, se debe considerar el comportamiento de y, cuando h— 0 con t, =t, +#nh fijo. A fin de obte-
ner una solucién en un valor fijo ¢, #f, se debe incrementar el nimero n de pasos conforme h— 0. Si

lim y, = y(t)

t,=t fijo

para toda t €[t,, b], se dice que el método es convergente.

El siguiente teorema muestra una cota para el error de un método consistente de un paso, con tal de que
la funcién ¢ que define al método satisfaga una condicion de Lipschitz con respecto a y. De esto se infiere
que este tipo de métodos son convergentes.

Teorema 7.3  Considerando que el problema de valor inicial

y'=f(ty), yt)=y, telt,?b]
se reemplaza por un método de un paso como
Yo=Do
t,=t,+nh
Ynt :yn+h¢(tn>yn; h)
donde ¢ satisface la condicién de Lipschitz [¢(t, y; h)—@(t, z; h)| < L, |y —z|, para toda t €[ty, b], —co< y,
z <eo, he[0, hy] paraalgan L,y hy >0.

Si el método es consistente de orden p, de modo que el error de truncamiento definido por (7.19) satisface
(7.20), entonces el error global y(t,)—y, satisface

e(t,,—to)LwA

|)/(tn)—)/n|5{( b

(t,—to)Mh? Ly=0

)Mh? L, #0
(7.21)

para toda t, €[ty, b] y toda he(0,h,)] y, por tanto, el método es convergente. El célculo de L, es relativa-
mente sencillo como lo muestran los siguientes ejemplos.

EJEMPLO 7.13
Para el método de Euler se tiene que ¢(t, y;h)= f(¢, y) por lo que se deduce que

(¢, ys B)=9(t, zs W)= (£, y)— f (¢, 2) < Lly—2]

donde L es la constante de Lipschitz para f.

EJEMPLO 7.14

Para el método de Taylor de orden p se define

(k)
L; = max —af (t’y)‘
tela, b) ay
—oo< y<oo

Estas constantes existen, ya que se supone que f es lo suficientemente suave. Para el método de Taylor de
orden p se tiene
p-1

8t yih)= £ (6. 7)+ 2 FO 0, ) ot )

p!
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por tanto,

00, 7)=0(t = 50,9000 et 1) |02 02 g 12)

p!
htt
p!

SIF(t )= £SO )= FOE D4 00,3 (0, 2)

Usando el teorema del valor medio para cada f ®) se obtiene

p-1

h h
lo(t, ysh)—o(t, z; h)|< L, Iy—Z|+5L1 Iy—Z|+---+7Lp-1 ly -z
p-1

h h
Z(LO +£L1 +"'+?LP1)|)/—Z|

De donde

p-1
L, =(L0 +£L1 +---+h—L1,_1 )
2! p!

a EJEMPLO 7.15

Para el método del punto medio

1 1
Vun1 zyn+hf(tn+5h)yn+Ehf(tn’yn))

se tiene que

o(t, ysh)= f(t%h, y+%hf(t, y))

por lo que

|¢(t,y;h)—¢(t,z;h)|=‘f(t+%h,y+%hf(t,y))—f(t+%h,z+%hf(t,z))

(72700, (24 S700.2))

00t yih)=0(t z: )< L
000, 73 )=9(t,zsh)< Lly—=2l+ S HLIF (1) £ (8,2)
(¢, ysh)=9(t, 23S Lly=2+—hL |y

0t )0t zsm|=( L+ 102 Jy =]

donde L es la constante de Lipschitz para f. De esto se infiere

L¢=L+th2
2
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7.3.3 Estabilidad

Un buen método numérico de un paso debe garantizar que pequenas perturbaciones, inducidas tal vez
por errores de redondeo en el calculo de la aproximacién produzcan cambios razonablemente pequefios
en las aproximaciones posteriores. Esta propiedad se llama estabilidad del método. A continuacién se da
la definicion formal.

Definicién 7.2  Un esquema numérico de un paso
Yo=DYo
t, =t,+nh
Yut1 = Yn +h¢(tn)yn;h)

para resolver el problema de valor inicial
y'=f(t, y), y(ts)=yo, t €[to, b]

se dice que es estable si existen constantes positivas K, hj, independientes de n, tales que si 0<h<hy,
[v, = ya|<Klvo— y,,n=0,1,2,..., N, donde v, es otro valor inicial para la ecuacion diferencial. Asi, se
tiene que un método de un paso como el anterior es estable si ¢(¢, y; h) satisface una condicién de Lips-
chitz L, en la segunda variable. Se puede observar que esta condicion se usa para demostrar que un méto-
do es convergente.

7.3.4 Error de redondeo y métodos de un paso

Considerando el efecto del error de redondeo al calcular la solucién del método de un paso

yn+1 zyn+h¢(tn’ yn; h)

Dada una precision aritmética, se demostrara que existe un tamano de paso h;, tal que si h<h, enton-
ces la influencia del error de redondeo se amplificard. Para esto, se considera que en lugar de calcular la
solucion de (7.17) se calcula la solucién de

WT’H-I = wﬂ +h¢(tﬂ’ wﬂ; h)+8ﬂ

donde €, es el error debido al redondeo. Se puede demostrar que (7.20) se transforma en

(£ )(Mhp + %) L, #0

|}/(tn)_wnlS e
(t, —to)(MhP +Z)’ Ly=0

donde e=sup,_, ... |€,|- De esto se tiene que el error global se puede incrementar al reducir el tamafio de
paso h.

7.3.5 Control del error

Con una adecuada eleccién del tamafio de paso h es posible reducir el error de truncamiento tanto como
se desee, suponiendo que se esta efectuando una aritmética exacta. Para esto se necesitan considerar dos
métodos de un paso con diferentes drdenes. Suponiendo que se tienen dos métodos, uno de orden p y
otro de orden p+1. Sean

Vi1 = Yo +he(t,5 y,5 h) (7.22a)
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Wyt =W, +hy (8, w5 h) (7.22b)

los métodos. Entonces, suponiendo que y, = y(t,)=w,, se puede demostrar que
1
Tin =T(tish) = Z(yiﬂ ~Wiy1)

donde 7(t;,,5h) es el error de truncamiento del método de orden p. Esta tltima forma es una estima-
cion del error local de truncamiento. El objetivo no sélo es estimar este error, sino lograr que éste sea
menor que una cota dada. Para este fin, dado que (7.22a) es un método de orden p, se infiere que existe K
> 0 tal que 7;,, =7, (h) = Kh?.

Suponiendo que se reduce el tamafio de paso por un factor r, esto es, considerando el nuevo tamano de
paso como rh, se tiene que

rP
Tin (rh) = K(rh)p =rf (th) =rfr, (h)= 7()’141 —Win1)
Si se espera que el error de truncamiento esté acotado por €> 0, se debe elegir r de modo que
rp
7|)’i+1 —Wi|= [T (th)|< €

Despejando r se obtiene
1

S( eh )p
|)’i+1 _Wi+1|

El método mas conocido que usa este criterio para cambiar el tamafio de paso para controlar el error
de truncamiento es el método de Runge-Kutta-Fehlberg. Esta idea combina dos métodos del tipo Runge-
Kutta, uno de orden 4 y otro de orden 5. La idea genial detras de este método es que los ks que intervie-
nen en cada uno de los métodos coinciden. Este método estd formado por el método de orden 4

25 1408 . 2197, 1
216 | 2565 ° 4104 & 5

Vi1 = Vn +h(—k1 +—k+——k,——k

y el método de orden 5

1tk 4~ K5

16 6656 28561 9 2
Wy = )’ n - k6
135 12825 56430 50 55

donde

klzf(tn’yn)

1 1
k2 = f(tn +Zh, yn +th1)

(t +=h, y,,+ hk1 hkz)
=f(tn ey, + | 1932 hkl_7200h 2+7296hk3)
2197 2197 2197
3680 845
=flt, +h,y, hk —8hk, + —— hk, ———hk
f ( Int 27513 % T 104 4)

3544 1859 11
2hk, ——= bk, ——
f(t +=h,y,— hk1+ hk, 2656hk3+4104hk4 0 ks)
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Cabe hacer notar que el célculo de w,,; no es necesario ya que solo se requiere el de |y;,; —w;,;| y éste
esta dado por

1 128 2197 1 2

|}’+1 +1| ‘360 1 1275 3 4 5 6

75240 ' 50 55

El valor de r asi calculado tiene los objetivos de rechazar la eleccién de h si el error de truncamiento
no cumple el criterio establecido y predecir una eleccién adecuada de h para el paso siguiente.

Para la implementacion préctica del método se toma
1

( eh )p
r=f —m—m—m
2|}’i+1 - Wi+1|

Ademas, se debe recordar no reducir el tamafo de h si el error satisface las especificaciones, y no
aumentar demasiado el tamano de paso cuando éste sea demasiado grande. Existe otro método basado en
las mismas ideas; éste es el método de Runge-Kutta-Merson. También se tiene una estimacion del error de
truncamiento que se puede usar para estimar el tamafio de paso adecuado como en el caso del método
de Runge-Kutta-Fehlberg. Las férmulas que lo definen son

h h
klzf(tn’yn) ksz(tn"'g,)’n"'gkl)
h h h h h 3h
ks=flt,+— y,+—k +—k ky=flt,+—, y,+—k+—k
3f(n3)’ 6162) 4f( 2)’ 8183)

ks =f(t,1+h,y,1 +gkl—%k3+2hk4)

El esquema numérico es, entonces
h
Yl = Yn +g(k1 +4k, +ks)

Este método tiene un error de truncamiento de orden 4. Siguiendo la notaciéon usada en el método de
Runge-Kutta-Fehlberg, se tiene que

[yin _Wi+1|:%|(2kl —9k; +8k, —ks )|

La implementacion del método es idéntica al anterior; s6lo hay que considerar los cambios corres-
pondientes a cada método. Los métodos de este tipo, donde el tamaiio de paso se cambia para satisfacer
algun criterio de reduccidn del error, reciben el nombre de métodos adaptativos.

7.4 Meétodos multipaso basados en integracion
numeérica

Dada la ecuacidn diferencial y"= f(¢, y), integrando desde ¢, hasta t,,, y aplicando el teorema fundamen-
tal del calculo, se obtiene

ytw) =y ()= [ (e y(e)dt (7.23)

La base de muchos métodos numeéricos para resolver ecuaciones diferenciales es reemplazar la inte-
gral del lado derecho en (7.23) por una aproximacién adecuada. Por ejemplo, se puede reemplazar
f(t,y(¢t)) por su polinomio de Taylor alrededor de t=t, e integrar este polinomio. Este procedimien-
to conduce al método de la serie de Taylor. Un procedimiento mejor es reemplazar f por un polino-
mio interpolador. Suponiendo que se conocen las aproximaciones yg, y;,..., ¥, de y(t) en los puntos
te =ty +kh, k=0,1,..., n; se tiene que
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fi=f(te yi)

7.4.1 Meétodos explicitos

El polinomio interpolador en los m+1 puntos (t,> fu-m)> (trmst> foomsr)oe-os(tnts fu1)s (8n> f) con
m<n se usa como una aproximacion a f (¢, y(¢)) en el intervalo (¢,,t,,; ). De (7.23) se obtiene [Burden

et al., 2002]

Htaa)=y(0)= [ £t y(0)t

Sustituyendo el integrando por medio de la expresion
F)=SVEy, (<[ )™ 7|, x=x, +sh
= k n+l
y efectuando el cambio de variable ¢ =t, +sh, se tiene
1 < k(s mi =S
tun )= y(t,)=h VEf (-1 +hm™ (-1 (&) |d
)t =hf)[ 390 (ot e Jo

Separando las integrales se deduce que

S

it 5(e)=n 3 [ (s Joam [ () )revira

=3 (0 () Jo Jer i (7 Jo

donde se us6 el teorema del valor medio en la evaluacion de la integral.
Definiendo
1 k[ —S
o2

y(ti) =y (t,)+HY BV £, + B2, £V (&)

k=0

se obtiene

(7.24)

A partir de esta expresion, si se ignora el ultimo término, se obtiene el algoritmo de Adams-Bashforth

para el problema de valor inicial. Para calcular las aproximaciones de la solucion y(t) en los puntos igual-

mente espaciados t, =t,+nh,n=0,1,..., dados los puntos iniciales y,, y,,... ¥,, se usa la formula

Vo1 = Yu+H(BV £, +0V [, ++-40, V" f,), n=m,m+1,...

(7.25)

Los valores iniciales y;, ;... ¥,, se calculan mediante un método de un paso de orden m+1. En la

siguiente tabla se presentan algunos valores para los coeficientes b,.

Tabla 7.2 Valores de los coeficientes b.

k 0 1 2 3 4
1 3 251

by 1 - = 2 =2
2 12 8 720
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En la préctica, se desarrollan las diferencias en (7.25) de modo que esta ecuacién se puede escribir en
la forma

Y1 = Yn +h(ﬁ0fn+ﬁ1fn—l +"'+ﬁmfn—m)’n=m’m+1""

Por ejemplo, cuando m=0, se obtiene el ya conocido método de Euler,
Yurr = Ya+hbV'f,, n=0,1,2,3,...
Sustituyendo los valores de las funciones, se llega a
Vo1 =Y +hf,, n=0,1,2,3,...
Para m =1, se obtiene el método de segundo orden
Vurr = Yu +hb VO f,+hb V' f,, n=1,2,3,4,...
Sustituyendo los valores de las funciones se obtiene
Yt = Yu Thf, +%h(fn —fua)s n=1,2,3,4,..
Reacomodando algebraicamente, se obtiene
Y1 = Yn +%h(3fn —fua), n=1,2,..
Para m = 2, se obtiene el método de tercer orden
Vo1 = Vu +h0 VO £, + W0V £, + b,V f,, n=2,3,4,5,...

Sustituyendo los valores de las funciones se llega a
1 5
yn+1 = yn +hfn +Eh(fn - fn,l )+Eh(fn —_ 2fn,1 + fn,z), n= 2, 3, 4, 5,. ..
Si se hacen las operaciones algebraicas, se obtiene

1 1 5 10 5
=y, +hf, +=hf, —=hf,_, + —hf, ——hf,_, +—hf,_,, =2,3,4,5,...
yn+1 yn fn 2 fn 2 fnl 12 f 12 f 1 12 f 2 n

Agrupando términos, se llega a

23 16 5
ntl = n+_hn__h n— +—h n-2> n=2,3,4,5,...
Y1 =Y L , L 1t L 2

Reacomodando algebraicamente la ecuacion, al final se obtiene

1
Vsl = Vn +Eh(23f" —16f,1+5f,5), n=2,3,4,5,...
Para m=3, se obtiene el método de cuarto orden
y}’H—l = y}’l +hbovofn +hblvlfn +hb2V2fn +hb2V2fn 5 n= 3, 4, 5, 6,. ..

Sustituyendo los valores de las funciones se llega a

1 5 3
Vo1 = Vn +hfn +Eh(fn _fn—l)+Eh(fn _an—1+ n—2)+§h(fn _3fn—1+3fn—2 _fn—3)’ f’l=3, 4) 5’ 6)

www.FreeLibros.me



272 @ CAPITULO 7 Solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias

Si se hacen las operaciones algebraicas, se obtiene

1 1 5 10 5 3 9 9 3
o = Vn thf, +=hf, —=hf,_, +—hf, ——hf,_, +—hf,_, +=hf, —=hf,_, +=hf,_, ——hf,;, n=3,4,5,6,...
)’n1y+f+2f 2f1+12f 12f1+12f2+8f 8f1+8f28f3 n

Agrupando términos, se llega a

55 59 37 9
0=Vt hf, = hf,  +—=hf, ,——hf,s, n=3,4,5,6,...
I =D 24f 24f124f224f3

Reacomodando algebraicamente la ecuacion, al final se obtiene

1
Y1 = Yn +£h(55fn _59fn—1 +37fn—2 _9fn—3)’ n=34,...

Con la definicion de consistencia y convergencia en forma similar a como se procedié con los méto-
dos de un paso, el siguiente teorema demuestra que, bajo ciertas condiciones, los métodos de Adams-
Bashforth son convergentes y consistentes de orden m+ 1. Este resultado es s6lo de importancia tedrica,
ya que su aplicabilidad depende de si se pueden o no determinar las constantes.

Las secciones 7.9.6, 7.9.7 y 7.9.8 contienen los métodos explicitos para los casos donde se tiene que
m=1, m=2y m=3, respectivamente. Para poder aplicar los métodos mencionados, se implementa una
ecuacion diferencial ordinaria para la que se conoce una solucion analitica. De esta forma se determinan
los pasos anteriores necesarios en cada caso.

Teorema 7.4  El método de Adams-Bashforth (7.25) es convergente de orden m+1, si y™*? est4
acotada en el intervalo [t,, b], y los valores iniciales y,, y,... ¥, satisfacen

ly(te)— ye|<DH™,  k=0,1,...m

paraalgin D>0 y he(0,hk,] donde h, >0. Ademas el error global satisface

m+1 m+l1
(0=l 04 Ll Mos g, -1, ) 1l 726)

donde

max [y (0] < M,

telty,b]

By, =|Bol+|Bil+--+1B,]
&= mdx|y(t;) =yl

y L es la constante de Lipschitz para f en la segunda variable. o

No existe ninguna razén para considerar la integracion sobre el intervalo [#,, t,,, ] en la férmula (7.23). Se
puede considerar la integral en el intervalo [t,_;, f,;; | y obtener

-
W)= y(t)= [ f (6 y(0)dt
Reemplazando f (¢, y(t)) por un polinomio, como se hizo anteriormente, se puede deducir la férmula
Vurr = Yur +h(BV £, 401V f 440,V f,) (7.27)

con

b = j_‘l(—l)"(_ks)ds

Los métodos de este tipo reciben el nombre de métodos de Nystrom.
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7.4.2 Meétodos implicitos

Los métodos de Adams-Bashforth y de Nystrom se llaman métodos explicitos o métodos abiertos. Las
formulas (7.25) y (7.27) no utilizan f(t,.;, ¥, ); estds férmulas expresan explicitamente y,,, en términos
de ¥,, ¥,_1---» ¥n_m- La naturaleza explicita de estos algoritmos proviene del hecho de usar extrapolacion
al integrar a f (¢, y(t)) en el intervalo [t,, t,.,,]. La extrapolacion es, en general, menos exacta que la inter-

polacién. Si se inpola en los puntos (£, s fuom)s (Eucmst> fromsr )oeros(tucts fuc1)s (s fu)s (Bnars fruar) con
m<n se obtienen métodos implicitos.
Como se hizo en la seccidon anterior, se aproxima la integral (7.23) suponiendo que se construye el

polinomio interpolador que pasa por los puntos (£, > fum)> (s> froomsr)oeer (bucts fuct)s (B> f)»
(t4+1> fus1)- Considerando a este polinomio como una aproximacién a f(t,y(t)) en el intervalo [t,,1,., ]
y reemplazando (7.23) por

Wtw)=y(t)=h]" (ZV funa (= ( )+hm+2( 1)’"”(m‘+52)f<'"+2><§>)d5,

donde se ha efectuado el cambio de variable ¢ =t,,, +sh, se tiene
m+1

Ylta)- y(t,)= hzvvm( P (3 )as Jems [ e ( 75 e

m+1

= k 0 1) - m+3 £(m+2) 0 _qymt2 =S
_hg:v an(LI( 1) (k)ds)+h f (é”).[_l( 1) (m+2)ds
Si se define

o= jol(—l)k(_]j)ds,

m+l

Y (tua) =y () + 1Y 6V fra +h" 5,0 f2(E) (7.28)

k=0

se obtiene

Definiendo el método de Adams-Moulton como
yn+l = yn + h(COVOan + Clvlfnﬂ +---t+ Cm+lvm+1fn+1 )’ n=m+ 1’ m+ 2" . (729)

Los valores iniciales ¥o> ¥1>---> Ym+1 se calculan mediante un método de un paso de orden m+2. Los
coeficientes ¢, también son independientes de n. La tabla 7.3 presenta algunos valores para los coefi-
cientes c.

Tabla 7.3 Valores de los coeficientes .

k 0 1 2 3 4
1 1 1 19

o 1 - -— -—— -—
2 12 24 720

Expandiendo las diferencias en (7.29) se obtiene
}’n+1:)’n+h(7’71 n+1+y0fn+y1fn—l+'”+’)/mfn—m)’ n:m’m+1"" (7'30)

En general, este método es implicito, por lo que es necesario resolver esta ecuacion para y,,, median-
te un método 1terat1vo

Suponiendo que ym 41 es la i-ésima iteracion en este proceso, entonces (7.30) se puede escribir en for-
ma conveniente como una iteracion de la forma
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Wiy = F(Wi )>

donde F es una funcién dada y w; y,, . Los valores de ¥,_,,> ¥p_m_1>---> ¥» permanecen sm cambio du-
rante este proceso iterativo para calcular y;,,. A fin de calcular una buena aproximacion yn +1 de y,.1, se
usa una de las formulas explicitas de Adams-Bashforth desarrolladas en la seccion anterior. Estas ideas
definen a los métodos de predictor-corrector tipo Adams para el problema de valor inicial.

Para calcular las aproximaciones a la solucion y(t) en los puntos igualmente espaciados t, =t,+kh,
k=0,1,..., dadas las aproximaciones iniciales y, y;,..., ¥n» s tiene para n=m, m+1,...

Predictor yn+1 =Vn +h[ﬁ0fn +ﬁ1fn—l t+-- '+ﬁmfn—m] (7-31)
Corrector y£,+11)=yn+h[y 1f +YVofut o Ymf m]—)z—O 1,....,1-1 (7.32)
Y Z}’;(ai)l
donde
F=f(tanrih), fo= ftoye)

La ecuacion (7.31) se llama el predictor, y (7.32) se llama el corrector. Para cada paso se corrige I veces.
Se puede simplificar la iteracion del corrector notando que

Corrector 1 yif) =y 4+ hy_| [f nil)], i=1,2,.,I1-1 (7.33)

por lo que se usa la formula (7.32) para la primera correccion y la féormula (7.33) para las correcciones
siguientes.
Para m=0, el método predictor-corrector se reduce al método de segundo orden

P: i =y +hf,
Cyl =y, +hegV fr +he V' fra, n=1,2,3,4,...

1
Coyh =yt Mo =S h(fra = fi), n=1,2.3,4,...
1
Cyl = yn+2h(fn+l+f) n=1,2,3,4,...

Cny(’ll:ll)_y +—- h(fnﬂ fn(-ﬁl))’ l=1’2>’1_1

La férmula para el corrector recibe el nombre de regla trapezoidal.
Para m=1 se tiene el método de tercer orden

h
p: yn+1 Vn +E(3fn _fn—l)
C:yl =y, +heg V0 fr eV fr +he, V2 o, 1=2,3,4,...

1 1
Cyn+1_yn+hfn+l_5h(fn+1_fn)_12 (fn+1 2f +fn 1) n=2,3,4,...
1
Cyl = yn+Eh(5f,§+°2+8fn—fn_l), n=2,34,...
CL ynl:ll _yn + h(fnﬂ fn(izl))’ l=1’2>y1_1

Con m =2, se obtiene el método de cuarto orden

P =y (23,16, +5,2)
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C y,,+1 =y, +hcgV® fr +he,V' 0 +he;, V2 f +hc3V3fn+1, n=2,3,4,...

1 1
Cy£11-21:yn+hfn+l__h(fn+l_fn)_12 (fn+1 2f +fn 1) P (fn+1_3fn+3fn—l_fn—2)) n=2,3,4,...
Cyli =y, + (9f,,+1+19f ~5fatfia) n=2.34,..

CLyiV=y0+=[ 9 - V], i=L2..,1-1

24[

Los valores iniciales y,, ¥15..., ¥, se deben calcular mediante un método de un paso de orden m+2 a
fin de mantener la precision como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 7.5 Elmétodo de Adams-Moulton (7.32)-(7.33) con el corrector satisfecho exactamente
en cada paso es convergente de orden m+2 si y" esta acotada en el intervalo [t,, b] y los valores iniciales
Vo> Vi»---» Vi satisfacen

ly(ty)— yx|<DH™?*, k=0,1,...,m

paraalgin D20 y he(0, hy| donde h, >0. Ademds, el error global satisface

m+2 _ m+2
|y(tn )_ynl < 5+M exp((tn t)LCm )_ h |Cm+2|Mm+3 (7.34)
IC,, 1-hLly,| IC,

siempre que h<

1 m
max]| ( +2) (t)| M,,.3, C,, =|7—1|+|7’0|+|71|+"'+|Vm >

=mj - L
| | telty, b oskSmly(tk) )’le e

la constante de Lipschitz para f en la segunda variable. Los métodos de Adams-Bashforth, Nystrom y de
Adams-Moulton aqui desarrollados se llaman, en forma genérica, métodos de m+1 pasos. o

7.4.3 lteracion con el corrector

Verificando que el proceso anterior (7.32), para resolver el corrector, es convergente para h pequeia. Se
escribe (7.30) en la forma

1+1

yn+1 =V +h(y0fn +y1fn—l +- '+’}/mfn—m)+h’y—lf(tn+l’ )’;(31 )’ (735)

por la cual al definir w; ynJrl se tiene que w;,; = F(w; ). La sucesion {w; } convergera si F satisface una
condicion de Lipschitz en un intervalo apropiado. En este caso se toma el 1ntervalo como todos los nime-
ros reales, buscando una constante Ly tal que L <1y

|[F(w)—F(z)|<Lplw—z| (7.36)
para todo w, z real. De (7.35) se obtiene

|[F(w)—F(2)|=|hy- f (turr, w) =y f (> 2)| = BL|y o[ lw — 2]

donde L es la constante de Lipschitz para f en la segunda variable. Se obtiene la condicién para (7.36) con
Lp <1 si

1
Lly.|

Se puede observar que esta condicion se satisface siempre que se satisfagan las condiciones del
Teorema 7.4.

h<
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7.4.4 Estimacion del error de truncamiento

Si se elige el predictor del mismo orden que el del corrector, es posible estimar el error de truncamiento
en cada paso. Esto nos lleva a que la aplicacion del corrector sea necesaria solamente una vez con tal de
que h sea suficientemente pequeiia. Considerando las férmulas

Predictor yn(-)i-)l =V +h[ﬁ0fn +ﬁ1fn71 +"'+ﬁmfnfm +ﬁm71fnfm—1] (7.37)

Corrector yfifll) =y, +h[y 1f,1+1 +Yofu + Y1 fu +---+ymfn,m]—> i=0,1,...,1-1, (7.38)
resulta

Y1 =Y 515—)1

A diferencia de los métodos anteriores, se necesita un valor inicial extra, pero estas férmulas se im-
plementan en forma idéntica. Asi, si se tiene que,

m+l
Y(twn)= y ()Y bV f (15 y ()K" by Y (1), (7.39)
j=0
m+l
)’( n+l ) )’(t )+ hzc V]f n+1» y(tn+l ))+ hm+3cm+2 )’(m+3) (571) (7'40)
j=0

donde 1, y &, son puntos intermedios, suponiendo que

Y ()= y"N(E)
y definiendo

T, =h"%c,., Y™ (E,) (7.41)

como el error de truncamiento para (7.40), restando (7.39) de (7.40), se obtiene

Cm+2

(ljrn—+2—1)Tn zrflzlcjvjf(tnﬂ’ }’(tm ))_riijjf(t”’ y(tn ))

Usando las aproximaciones

VIt y )=V fr V7 f (s y(t0)) = V7 £

se obtiene

m+1 m+1
T, z( T )zc R

Cm+2
1 Cimns2 )
=2 w2 )0 7.42
h(bm+2—cm+2 )(y 17 ) +1) ( )

Se puede usar esta estimacion para el error de truncamiento en cada paso. Si se hace una correccion
en cada paso, la estimacion del error es

(2

yn*l yn*l o ©

n*l yn*l

<hL|y.|y

|pn|_

Ahora, de (7.42) y (7.41) se obtiene

www.FreeLibros.me



7.4 Métodos multipaso basados en integracién numérica ® 277

bm+2 —Cm+2

0
Yy ;(1*1 Y 7(1*}

hLy-| =h’Lly,| IT,|

m+2

< hmHLlV—l ||bm+2 - Cm+2|Mm+3
donde

My 2 mé ]I Y (1))

por lo que una cota superior para p, es

ﬁ = hm+4Lh/—1 ”bm+2 - Cm+2|Mm+3

p .
y Z €S pequeno comparado con
hm+2 |Cm+2 |Mm+2 > |Tn |
si

hee L lomal (7.43)
Ll/}//ll |bm+2 m+2|

Si se satisface esta condicion, no habra ventaja al utilizar el corrector mds de una vez.

EJEMPLO 7.16

Considerar el siguiente método predictor-corrector de cuarto orden
~ 0) h
Predictor Yui1 = Yn +_[55fn _ngn—l +37fn—2 - 9fn—3]

Corrector  y,,, =y, + [9f(°) +19f, =5f, 1+ fuoz ]

251 19
En este casom =2, b,,., =b, = 0 Y Cia =C4 = ok El error de truncamiento del predictor es

hm+2b y(m+3) (n )_ o~ h4 (5) (nn)

y el del corrector

T, =609 (&) ===ty ()

De (7.42), se obtiene

1( o W _ 1( 19) o _ 0
T ~=f 4 -
n h(b4—C4 )(ynﬂ yn+1) h 270 ( n+1 yn+1)

9
Si se desea efectuar s6lo una iteracion del corrector, de (7.43) con Y-, = e requiere que
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7.5 Meétodos multipaso lineales

Dado el problema de valor inicial

y'=f(t,y),y(t0)=y0, te[to’b]

un método multipaso de r pasos para la ecuacion diferencial es un método de la forma

yn+r+ar—1yn+r—l+"'+a0yn :h¢(tn’yn+r>)}n+r71""’ yn;h)’ n=r,r+1,... (744)
Si

¢(tn’yn+r)yn+r—1)"')yn;h):brf(tn+r)yn+r)+br—1f(tn+r—l’yn+r—l)+'“+b0f(tn)yn)’

se dice que el método es multipaso lineal. Estos métodos también se conocen como métodos multipaso
lineales de Newton-Cotes. Esta seccion se enfoca exclusivamente a los métodos multipaso lineales. Si ¢ no
depende de y,. . el método se dice que es explicito. Ejemplos de métodos multipaso lineales explicitos son
los de Adams-Bashforth y Nystrom, mientras que los de Adams-Moulton son métodos multipaso lineales
implicitos.

Un tipo de métodos multipaso lineales se obtiene, en general, considerando la ecuacion diferencial

¥ =f(t,y), y(t)=yo,t €[t b]

e integrandola en el intervalo [t,_,, t,,,] para obtener

Htwa)=¥ltay)= [ £ (6 y(0)dt

y reemplazando f (¢, y(t)) por un polinomio interpolador en los m+1 puntos (¢,_» frm)> (Fromst> froms1 )»
coos (tit> fra1)» (£, f,), donde r =n o r = n+1. La primera eleccién conduce a un método explicito, y la
segunda lleva a un método implicito.

Esta formula, con r=n, p=0, g =1, m = 0. Se reduce al método de Euler. Conr=n,p=1,q=1y
m = 0, se obtiene el método del punto medio. Tomando r =n, p =0 y g = 1 se obtienen los métodos
Adams-Bashforth, mientras que con r=n+1, p=0y q=1 se obtienen los métodos de Adams-Moulton.
Los métodos de Nystrom resultan cuando r=n, p=1y g = 1. El método de Milne se obtiene al tomar r =
np=3,q=lym=3.Conr=n+1,p=2yq=1se obtienen los métodos de Milne-Simpson. Se puede
observar que con esta forma de generalizar se consigue una gran herramienta para generar nuevos mé-
todos.

Una segunda forma de construir métodos multipaso lineales es aproximar la derivada

y'=f(t.y), y(t)=yo.t €[ty, b]

mediante diferencias finitas. La tabla 7.4 muestra algunas aproximaciones obtenidas en el capitulo 6.

Tabla 7.4 Métodos multipaso lineales.

n 1 2 3
et Y1~ Yo —y,+4y, -3y, =11y, +18y, =9y, +2y;
0 h 2h 6h
et 1= o V2= o =5Y+6y1—=3y,+2y;
! h 2h 6h
et Yo—4y1+3y, Yo—6y1+3y,+2y;
2 2h 6h

(contintia)
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Tabla 7.4 Métodos multipaso lineales (continia).

n 1 2 3
f=t =20 +t9y1 —18y, +11y,
o 6h
Orden O(h) O(h?) O(h’)

A partir de dos métodos de orden h, por ejemplo del método de Euler y del método de Euler implici-
to, se tiene

Vi = Yi+hf (8, ;)

Yinn=Yi +hf(ti+1»yi+1)

Si se consideran las aproximaciones de segundo orden, se tienen tres aproximaciones de la siguiente
forma

Vis2 =4Yin +3y; = 2hf (8, ;)
Yivr = i+ 2hf (tisrs Yirt)
4 2
Yir2 =§}/i+1 — i _gf(tiu: ti+2)

En el caso anterior, la segunda aproximacion se conoce como el método del punto medio. Existe otra
idea para generar este tipo de métodos; por ejemplo, considerando la férmula

Vorr +ar—1yn+r—1 +- "+a0yn = h(brf(tn+r’ Voer )+br—1f(tn+r—1) Yitr—1 )+' : '+b0f(tn’ Vn ))’
n=r,r+1,... (7.45)

La idea fundamental es insertar la solucion exacta de la ecuacion diferencial en (7.45) y expandir las
series de Taylor correspondientes alrededor del mismo punto, para asi poder determinar los coeficientes
Ar_yseas gy bpy by by,

Procediendo con un ejemplo, la férmula considerada es

Y2+ Yurs + 80 Y, —h[by fr +b0 £, ]=0

Al sustituir la solucién de la ecuacion diferencial se obtiene la férmula para el error

Y(tuz )+ @y (tun )+ a0y (t,) = by f (ts y(tn)+bo f (15 (8,)]= RE(t,42) (7.46)

La expansion en series de Taylor para varios términos es
, ah* 8n’ 16h* .,
Ptwa) =y () +2hy (6)+ =" (6)+ ==y ()4 — =y (0)+--
h? W o
y(tn+1): y(tn)+hy,(tn)+?y”(tn )+?y”’(tﬂ)_’-iy(n/)(tn)'i'" '

y(t)=y(t,)

’ ’ ” h n” h v
f(l‘n+1,)/(tn+1))=)’ (tn+1)=y (t,,)'f‘h}/ (tn)+?y (tn)+_y( )(tn)+"'

6
(s y(t)=y'(t,)
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Sustituyendo estas expresiones en (7.46), y agrupando los coeficientes, se tiene que la ecuacion (7.46)
se transforma en

(1+a1+ao)y(t,,)+(2+a1—bl—bo)hy'(tn)+(2+%al—bl)hzy”(t,,)
4 1 1 2 1 1 )

+ =+Za,—=b |KPy7(t, +(—+— -=b )h“ @) (¢,

(3 60121))/() 3244161 )’()

4 1 1 4 1 1 ,
H —+—a,——b |KyV(t, +(—+—a -——b )h6 O (t, )+
(15 1201241)y()45 720 ' 120 yt)

= hE(tm—z ) (7.47)

Los términos con a, y b, en (7.47) se escogen de tal forma que los coeficientes de orden menor que h
sean cero. Por lo que el coeficiente de y(t,) sera cero si 1+a; +a, =0, y asi sucesivamente. De esta forma
solo se pueden satisfacer las primeras cuatro ecuaciones simultineas

1+a1+ao :O 2+a1_b1_b0:0
4 b
2+4 _p =0 B N
2 3 6 2

Estas ecuaciones tienen soluciones

y con estos coeficientes se obtiene un error de orden 4’ como,

2 1 1 .
B(t)=( 24500 -5 )y ™(0)
4 1 1 4 1 1 .
+H —+—a,——b |0 (“>+(—+—a -—b )hS O (t, )+
(15 120‘24‘)y 45 720 ' 120 i)

Asi, el esquema numérico se reduce a

Yus2 =_4yn+1 +5yn +h[4fn+1 +2fn]

EJEMPLO 7.17

—5y0+6y, =3y, +2
Considerando la aproximacion 20 y16h 2T, ¥/ (). Se tiene que

y'(t)= f(t, y(t)))

Por tanto,

—5y,+6y;, =3y, +2
Yo )’16h Y2 y3:f(t1)y(tl))

Despejando y; se llega a
3 5
V3=5 02 =3y +E)’0 +3hf (11, y(11))

Asi, el método se define como
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3 5
Yir3 = 5}’i+2 —3Yin +E)’i +3hf (tis1> Yin1)

Este método se dice que es de tres pasos, y es un método multipaso lineal explicito.

La seccion 7.9.9 de este capitulo proporciona el cddigo desarrollado en Matlab de uno de los esque-
mas numéricos de los métodos multipaso. El resto de ellos se pueden implementar siguiendo la misma
légica de programacion.

7.6 Consistencia, convergencia y estabilidad
de los métodos multipaso

Al igual que con los métodos de un paso, se consideran tres propiedades de los métodos multipaso para
evaluar su desempefio. Estas propiedades son la consistencia, la convergencia y la estabilidad. Para co-
menzar, se considera la consistencia de un método numérico multipaso.

7.6.1 Consistencia

Inicialmente se define el error de truncamiento del método multipaso. Sea y(t) la solucion exacta del pro-
blema de valor inicial

y'=f(t.y) con y(t,) =y,

El error de truncamiento del método multipaso lineal dado por

Vorr +ar—1yn+r—1 +- "+a0yn = h(brf(tn+r> yn+r)+br—1f(tn+r—1’ yn+r—1)+' : '+b0f(tn’ Yu ))’
n=r,r+1,... (7.48)

estd definido como

T(t;h)z%( P(t+rh)+a,y(t+(r=1)h) -+ aoy (1))
—(b, f(t+7h, y(t+7h))+ b, f(t+(r=Dh, y(t+(r—=1)h))+---+b, f (£, y(¢)))

Suponiendo que los valores iniciales yq, y;,..., y,_, se aproximan a los valores exactos y(t,), y(t;),-..,
¥(t,-1), se dice que el método multipaso (7.48) es consistente si

a) limz(t; h)=0
h—0

b) %im|y,»—y(t,-)|=0,i=0, L..,r=1
—0

Definicién 7.3  El esquema (7.48) es consistente de orden p si existe M >0,h,>0 y un entero
positivo p tal que

sup |7(t; h)| < Mh?, para toda h en (0, k]

to<t<b

Estas definiciones sélo son una generalizacion de las definiciones del error de truncamiento y consis-
tencia para métodos de un paso dada en la secciéon 7.3. También se puede observar, por (7.24), que el
método de Adams-Bashforth es consistente, de orden m + 1, y de (7.28), que el método de Adams-Moul-
ton es consistente de orden m + 2. En general, si se definen para (7.48) las constantes
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Co=1+a,  +a,_,+-+ay,

Ci=r+(r-1a,_+(r-2)a,_,++a —ij
=0

r

i

(p-Dl'3

1 )
C, =E[r1’+(r—1) a,,+(r-2)a,_, +---+a1:|—

se puede demostrar que el esquema es consistente si y sdlo si

CO = C1 =0
y es consistente de orden p si
CO = Cl = = CP =0

siempre que se satisfaga la condicion

o EJEMPLO 7.18

Considerar la ecuacion y,,, =4y, —3y, —2hf,. En este caso se tiene que

lim|y; — y(t;,)|=0,i=0,1,...,r—1
h—0

Co=1-4+3=0
C =2-4-2=0
1
C2=5(22—4)—0:0
= 1 3
C3_§[2 -4]-0#0

por lo que el esquema es consistente de segundo orden.

0 EJEMPLO 7.19

Para el método desarrollado en la seccion 7.5, se tiene la ecuacion

Vusz =4V 5y, +h[4 fq +2f,], con solucion ay =-5, a; =4, by=2, by=4 y

Co=1+4-5=0
C,=2+4-(24+4)=0

— 1 2 1 —
CZ_E(Z +4)_ﬂ(0’2+1'4)_0

_1 3 _1 2 2 4\ _
C3——3![2 +4] —2!(0 2+41%:4)=0
_1 4 _1 2. 2,
c4_4![2 +4] 3!(0 2+41%-4)#0

Por lo que se tiene que el esquema es de tercer orden, como se estableci6 en la seccién 7.5.
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7.6.2 Convergencia

Para establecer las condiciones bajo las cuales este tipo de métodos converge, se comienza con la defini-
cién de convergencia en forma similar a la de los métodos de un paso.

Definicién 7.4  El esquema numérico (7.48) es convergente si al aplicarlo al problema de valor
inicial y"= f(t, y), y(ty)= yo.t €[to, b], con los valores iniciales que satisfacen

limy, =y,,n=0,1,...,r—1,
h—0

la solucion de (7.48) satisface

lim y, = y(t)
n—0

t,=t fijo

para toda t €[t,, b].

Los teoremas 7.4 y 7.5 afirman la convergencia de los métodos de Adams-Bashforth y de Adams-
Moulton, respectivamente. La demostracion de convergencia para un método numérico multipaso es, en
general, mas complicada que las demostraciones de consistencia o estabilidad. Afortunadamente se tiene
el siguiente teorema:

Teorema 7.6  Un esquema numérico consistente y estable, como (7.48), aplicado al problema de
valor inicial y’ = f(¢, y), y(ty)= y,.t €[t,, b], donde fes continua y satisface una condicién de Lipschitz
en la segunda variable, es convergente. De manera mds general, se tiene que un esquema numérico es
consistente y estable si y solo si es convergente. o

7.6.3 Estabilidad

Para esquemas de un paso, la consistencia es una condicion suficiente para la convergencia. Para los mé-
todos multipaso, esto no es necesariamente cierto, aun cuando la funcién @(t,, Vuiy> Ypsr_i»---> Vus 1) €n
(7.44) satisfaga una constante de Lipschitz. Considerando el esquema

Yuez =4V +5, +h[4 fon +2 1]
aplicado a la ecuacién diferencial
y'=0,t€[0,T], y(0)= ys,
el esquema se reduce a
Yns2 4y =5y, =0, (7.49)

la cual se puede resolver facilmente, ya que es una ecuacion lineal. La solucién de la ecuacion (7.49) se
puede encontrar al sustituir una solucién propuesta y, = Az", lo cual reduce (7.49) a una ecuacion poli-
nomial auxiliar. Las raices del polinomio auxiliar, si son distintas, dan los valores de z para los cuales y,
satisface la ecuacion en diferencias. En este caso la ecuacion auxiliar resultante de la sustitucion es

Az"(z*+4z-5)=0 (7.50)

La cual tiene dos soluciones principales, z, = 1 y z, =—5. La solucién completa de la ecuacién en di-
ferencias es, por tanto

Yn=A1z)" + Az, = A (+1)n +4A; (_5)n
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Los valores de A, y A, se determinan a partir de las condiciones iniciales. En este caso, dentro de los
limites de precision de la computadora, A, puede ser aproximadamente la unidad, y A, aproximadamen-
te cero. Por tanto, el primer término corresponde a la solucién, pero el segundo es un término falso que
tiene propiedades no satisfactorias. Estos términos falsos siempre surgen cuando se emplean los méto-
dos multipaso como un intento por incrementar la precision del esquema. En este caso la magnitud de los
términos falsos se incrementa por un factor de 5 en cada etapa, por lo que si A, es un término pequerio, al
final dominara la solucién verdadera. Por ejemplo, después de s6lo 10 pasos, el término (z,)" es aproxi-
madamente 107, aunque A, al principio sea menor que 10~. El término falso es siempre tan grande como
la solucion real, y puede ser el término mas significativo de la solucién desde este punto en adelante.

Es claro que donde se introducen en la férmula los términos falsos, es esencial que éstos disminuyan
rapidamente. La marcada inestabilidad mostrada en la ecuacion anterior se puede eliminar facilmente
incluyendo el término f,,,, pero sin incrementar la precision. Esto lleva a cuatro ecuaciones con cinco
incognitas, por lo que se tienen pardmetros libres que es posible seleccionar para proporcionar mejores
propiedades de estabilidad. El conjunto de ecuaciones seria ahora

1+a,+a;, =0
2+a1 _bz _bl _bo :0
2+%—2b2—b1=0

4 q b,
—+—=2b,——=0
3 6 2
Todos los coeficientes se pueden expresar en términos de un tnico coeficiente, por ejemplo a,, de
manera que el valor de este coeficiente se selecciona para proporcionar estabilidad:

a():ao alz_l_ao

5 a 2 2 1 5
=—+— b=——=a =——-—a,
T2 12 R T2 o12?

Mediante el uso de una solucién propuesta Az", como se realizé anteriormente, se obtiene la ecuacion
auxiliar

22 —(1+ay)z+a, =0

la cual tiene soluciones z=1 y z =4,. Con el objetivo de asegurar que la solucion falsa no se incremente
cuando 7 se incrementa, es necesario que |ay| <1, por lo que hay diversas férmulas que son estables. A
continuacién se dan algunos ejemplos de éstas:

ao _1 0 1

aq 0 -1 =2
1 1 1

bo - - -
3 12 2
4 8

bl - - 0
3 12
1 5 1

bz - - -
3 12 2

La primera columna es la regla de Simpson 1/3 y la segunda columna es una de las formulas implici-
tas de Adams-Moulton, que es caracteristica en el método de Nordsieck en una forma modificada. Des-
pués de estos ejemplos, se procede a la definicion formal de estabilidad de un método multipaso, la cual
serd una generalizacion de la definicion de estabilidad para los métodos de un paso y a la definicion, ade-
mas del polinomio caracteristico asociado al método multipaso.
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Definiciéon 7.5 Un esquema numérico multipaso se dice que es estable si existe constante positiva
K, independiente de 7 tal que si para >0, los dos conjuntos {yg, ¥1,..., ¥,1 } Y {Fo» Y15+--» Vr_1 } satisfa-
cen |y;—y;]<8,i=0,1,...,r—1. Entonces |y, — y,|<OK,n=r,r+1,...

Definicién 7.6 El polinomio caracteristico de (7.48) es el polinomio
o(z)=z"+a,, 2" "+ +az+a,

Como z =1 esunaraizde @(z), si el esquema es consistente y esta raiz es la principal, este polinomio
es de grado r, por lo que hay r—1 raices mas. Estas se llaman raices pardsitas y corresponden a soluciones
del esquema multipaso que no se aproximan a la solucion de la ecuacion diferencial. En el ejemplo ante-
rior z, =—5 es una raiz parasita y lleva a soluciones no precisas. Ahora, dado que la soluciéon depende del
comportamiento de las raices del polinomio caracteristico, se tiene la siguiente definicion:

Definicién 7.7  El esquema multipaso (7.48) satisface la condicién de raiz si todos los ceros z del
polinomio caracteristico ¢(z) satisfacen

i) J2]<1
ii) |z] =1, en cuyo caso z es una raiz simple de ¢(z)

Se tiene que esta condicion es equivalente a la estabilidad. Esto es, si un esquema numérico satisface
la condicién de raiz, entonces el esquema es estable. Usando la condicion de cada raiz se puede compro-
bar cuando un esquema multipaso es estable. Los métodos Adams-Bashforth y Adams-Moulton satisfa-
cen esta condicion.

7.7 Solucion numeérica de sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias

Dado el problema de valor inicial

F(t,y,y,y s y™)=0 (7.51)
con las condiciones iniciales
y(“) =Xo

y'(a)=y;

y"a)= il

es posible extender los métodos de solucién para el problema de valor inicial de primer orden para resol-
ver esta ecuacion.

La idea fundamental es transformar la ecuacion (7.51) en un sistema de ecuaciones de primer orden
mediante las transformaciones

x(t)=y(t)
x(t)=y(t)

x,(£)=y"(¢)
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para obtener

X1 =X
’
Xy, = X3
[
Xn-1 = Xp—2

x,=y"(1)

Si (7.51) se puede resolver para y™ (t), esto es, y™ = f(t, y,5",y”,..., y"V), entonces (7.51) se re-
duce al sistema

xl = x2
X5 = X3
’ —
Xp-1 = Xp—2

’
xp = f(t, x5 Xg5e0s Xy)
Las condiciones iniciales se transforman ahora en

xl(a)z)’o
xz(“)f)’()

Xn (a) = yO(n_l)

En forma general, un problema de valor inicial de orden # se puede transformar en un sistema de n
ecuaciones diferenciales de primer orden con la forma

x{=f(t x5 x55e.0s Xy)

x5 = fo(t, x15 %3500, X))

Xp1 = fra (£ X105 X550, X)) (7.52)

x5 = fu(t, X1, X95ee0s X))

sujeto a
X1 (‘1) =X10
X2 (“) =X20
: (7.53)
xn (61) = an

Los métodos de solucion de una ecuacion diferencial ordinaria se pueden extender para incluir el
caso de un sistema de ecuaciones diferenciales; de entre ellos, los mas utilizados son:

1. Elmétodo de Euler
2. Elmétodo de Euler trapezoidal
3. Los métodos de Runge-Kutta

A continuacidn se describe el esquema numérico de cada uno de estos métodos.
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7.7.1 Método de Euler

Esquema numérico de Euler aplicado a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

xl’:_fl(t) X15 X500 xn)

x5= oty X15 Xasevvs Xy)

X, :fn(tx X1> xz,...,xn)

donde x,(a)=x9, x,(a)=x50..., x,(a)=x,, son las condiciones iniciales.
Asi, el método se define como [Maron et al., 1995]

X1k = X1k Thf (tk’ X1,k> X2,ksee 0> xn,k)

Xg k1 =Xk HH (B X110 Xa ko> X k)

Xkt = Xk S (Fs X0 k> X evr X 1)

Este esquema es general, debido a que cualquier ecuacion diferencial de alto orden se puede descom-
poner o expresar como un sistema de ecuaciones de primer orden. El codigo Matlab de este método se
presenta en la seccion 7.9.10.

EJEMPLO 7.20
Resolver por el método de Euler la ecuacién diferencial ordinaria v”(t)+3v’(t)+8v(t) =0, con las con-
diciones iniciales v(0)=v, =1 y v’(0)=v{ =0, en el intervalo 0<t <4, con un paso de h=0.05.
Si se hace la transformacion,
Vi=z vy =1
z'=-3z-8v Z,=0

El esquema numérico para esta ecuacion queda de la siguiente manera

Vi =Vua1 +h[zn—1]

Zpn = Zn-1 +h[_3zn—1 - 8vn—1]

Los primeros dos pasos de este esquema numérico son los siguientes

t,=0.1 v =vy+h[z,]=1+0.05%(0)=1
2, = 2o+ h[ =32, — 8y | = 0+0.5%(=3(0) — 8(1)) = —0.4
t,=02 v, =, +h[z,]=1+0.05x(-0.4) = 0.98
2, =2, +h[~3z, —8v, | = —0.4+0.05 X (—3(-0.4) — 8(1)) = —0.74

Los siguientes resultados se muestran en la figura 7.3, donde se compara el resultado del método
numérico con el resultado analitico de esta ecuacién, el cual es v(t)=e® (cosBt—(c;/B)sen Bt), con
a=-15y f=23979.
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0.8 -

0.6 -

0.4

Solucién en p.u.

02 | ®eaee°® |

Solucién numérica
Solucién analitica

0 1 2
Tiempo en segundos

Figura 7.3  Solucién numérica con h = 0.05 vs. solucion analitica.

La solucién numérica se puede ajustar mejor a la solucion analitica si se elige un paso de integracion
mas pequeno. Por ejemplo, con h=0.01, la figura 7.4 muestra que el error en el calculo se reduce bastan-

te con referencia a la figura 7.3.

1 T
e Soluciéon numérica
Solucion analitica
0.8 |-
5 06+
o
=)
(5]
o L
g 04
Q
=
5]
D02+
0 |
-0.2 1 | |
0 1 2 3

Tiempo en segundos

Figura 7.4 Solucién numérica con h=0.01 vs. solucién analitica.

7.7.2 Método de Euler trapezoidal

Las modificaciones al esquema numeérico de Euler llevan a un esquema mas preciso y mas estable. El es-

quema numérico del método de Euler trapezoidal es

h
X1, k1 = X1,k +5(f1 (tk+1’ X1, k15 X2, k150 - +> X, k1 )+f1(tk> X1,k> X2, k000> xn,k))

X2, k41 = X2k +E(f2(tk+1>x1,k+l’x2,k+l’~~~’xn,k+1)+f2(tk’xl,k’xZ,k’--"xn,k))
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h
Xn,k+1 = Xnsk +E(f"(tk+1 > X1, k+1> X2, k+100 - 0> xn,k+1)+fn (tk’ X1,k> X2, kseee> xn,k))

Analizando el esquema anterior, se puede observar que las funciones dependen de si mismas. Por esta
razon se necesita iterar hasta su convergencia. La forma de iterar conduce a la utilizacion del método de
Gauss-Seidel que, operativamente, se puede resumir de manera facil como sigue:

 Se conocen todas las condiciones iniciales, esto es x| 1, X > -+ X k-

o Parala primera ecuacidn, es decir para X) x41, se suponen valores para todas las variables, o lo que
es lo mismo, se dan valores a X1, k41, X2,k415 -+ 3 Xy, k11-

o Parala segunda ecuacion, se utiliza el valor calculado de x; ;,, y los valores supuestos de x; ;.-
X, k41 para determinar el valor de x; y,;.

o Se procede con las demas ecuaciones de la misma forma, utilizando siempre el valor mds actuali-
zado de las variables.

 El proceso se detiene cuando todas las variables difieren entre si en dos iteraciones consecutivas
en un valor muy pequeifio o, en su defecto, se establece un nimero maximo de iteraciones para
detener el proceso.

Este método de Euler con la modificacién de la regla trapezoidal proporciona un error de k%, mientras
que el error global proporcional del método de Euler es h. Al aplicar este método ya modificado, se debe
resolver el grupo de ecuaciones en forma simultdnea o implicita. Sin embargo, la ventaja de la solucion
implicita consiste en que el método es mas estable; por esta razon permite un mayor intervalo de tiempo
de integracion.

EJEMPLO 7.21

Resolver por el método de Euler trapezoidal la ecuacion diferencial ordinaria del ejemplo 7.20 y compa-
rarla con el resultado anterior.

La ecuacion por resolver es v”(¢)+3v’(t)+8v(t)=0, con las condiciones iniciales v(0)=v,=1y
v’(0)=v{ =0, en el intervalo 0<¢<4, con un paso de h=0.05.

Si se hace la misma transformacion que en el ejemplo 7.20 se obtiene

vi=z vy =1
z'=-3z-8v Zo=0

El esquema numérico para esta ecuacion queda de la siguiente manera
1
Vp =Vpa t Eh[(zn—l )+(Zn )]

1
2, =2, + Eh[(_3zn—1 - 8Vn—l ) + (—32,, - 8vn )]

De la figura 7.5 se puede observar como, efectivamente, el método Euler trapezoidal converge mejor.
El método desarrollado en Matlab de la técnica Euler trapezoidal se presenta en la seccién 7.9.11 de este
capitulo.
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Figura 7.5 Solucién numérica con h = 0.05 vs. solucién analitica.

7.7.3 Métodos de Runge-Kutta

La extension de los métodos de Runge-Kutta a las ecuaciones simultaneas es bastante facil, y en seguida
se muestran las ecuaciones correspondientes. Si se considera el problema

x'=f(x, p,t)
y'=g(x,y.1)
xO :51
Yo=252

entonces se puede usar el siguiente esquema computacional de segundo orden para estas ecuaciones:

ki =hf (x5 Yu>t,)
my =hg(x,, s t,)
ky = hf (x, + ki, o+, )
my =hg(x, +ky, y,+my,t,,)

y, asi, el sistema queda de la siguiente manera

1
Xpp1 =Xy +E(k1 +k;)

1
Y1 = Yn +E(m1 +m,)

El tinico punto que observar es que k; y m, deben calcularse antes que k, y m,.

La seccion 7.9.13 de este capitulo proporciona el cddigo desarrollado en Matlab para el método de
Runge-Kutta de segundo orden aplicado a sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

La extension del esquema anterior a varias variables es de lo mas sencillo y facil de programar en una
computadora. La aplicacion de los métodos de Runge-Kutta de orden superior a un conjunto de ecuacio-
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nes diferenciales ordinarias es analogo a la aplicacion del método de segundo orden. Para el caso del
método de cuarto orden aplicado a un conjunto de dos ecuaciones, se tiene

y'=f(y.21)
Z'=g(y,21)

con las condiciones iniciales

Yo=5

Z0=S$,
Entonces el método Runge-Kutta de cuarto orden para este conjunto es
kl :hf(yn’zrntn)

m zhg(yn’zn)tn)

k m h
ky =hf| y,+—, n+—1,tn+—)
2 f(yn 2 z 2 2

m, =hg(yn+%,zn+%,tn+g)

k m h
ky=hf| y, +—=, ,,+—2,tn+—)
’ f(y 2T 2

ms :hg(yn+k?2,z,1 +%,tn +g)

k4 zhf()/n +k3, Zn +H’I3,tn +h)
my=hg(y,+k;,z, +my, x,+h)
y asi sucesivamente,

yn+1 = yn +%(k1 +2k2 +2k3 +k4)

1
Zy1 =2y +g(m1 +27’Y12 +27’I’I3 +m4)

Resulta fundamental que, si el nimero de ecuaciones es mayor de dos, el método de Runge-Kutta es
el mismo. La seccion 7.9.14 proporciona el codigo Matlab de este método.

EJEMPLO 7.21

Resolver por el método de Runge-Kutta de segundo orden el sistema de ecuaciones diferenciales ordina-
rias dado por X”+ AX = B. Las condiciones iniciales son X7 (0)=[0 0]; el intervalo es 0<t <4, con un

paso de h=At=0.01.
3 2 e i
A= , B= yX=| |,
2 8 e v

Si se tiene que
la funcién de la derivada se expresa como

fli,v,t)==3i,—2v, +e
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g(i,v,t)==2i,—8v,+e™

De aqui se obtiene que
k =hf(x,, yortn)=h(=3i,—2v, +e*2(’*m))
my =hg(x,, Yu»ty)=h(=2i, —8v, +e )
ky=hf(x,+ki, yo+my,t)=h(-3, +k )—2(v, +m)+e?)
my =hg(x,+ki, yo+my,t)=h(=2(i, +k )—8(v, +m ) +e ™)
Asi, el esquema numeérico final es

1
Iy =y +E(k1 +k2)

Vi1 =V, +%(m1 +m,)
Si se tiene la condicion inicial dada por
to =0, iy, =0 y v, =0,
el siguiente valor es
t, =0.01
ky = h(=3iy —2vy +e~29)=0.01(-3(0) - 2(0)+1) = 0.01
my =h(—2iy —8v, +e ) =0.01(~2(0)-8(0)+1)=0.01
ky = h(=3(ip + k)= 2(vo +my ) +e 7)) =0.01(=3(0+0.01) — 2(0+0.01) +0.9802) = 0.0093
my =h(=2(ip+ k)= 8(vy +m; ) +e %) =0.01(-2(0+0.01) - 8(0+0.01)+0.9704) = 0.0087

1 1
i =i, +E(k1 +k)= 0+5(o.01+o.0093) =0.0097

1 1
vi=vy+ E(m1 +m,)=0+ 5(0.01 +0.0087) = 0.0094
Los primeros resultados se muestran en la siguiente tabla.

Tabla 7.5 Resultados de aplicar el método de Runge-Kutta a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

ky m, k, m, i, v,
t=0.01 0.01 0.01 0.0093 0.0087 0.0097 0.0094
t=10.02 0.0093 0.0088 0.0087 0.0076 0.0187 0.0175
t=0.03 0.0087 0.0076 0.0081 0.0066 0.0270 0.0246
t=0.04 0.0081 0.0066 0.0076 0.0057 0.0349 0.0308
t=0.05 0.0076 0.0057 0.0070 0.0048 0.0422 0.0361
t=0.06 0.0071 0.0049 0.0066 0.0041 0.0490 0.0405
t=0.07 0.0066 0.0041 0.0061 0.0034 0.0554 0.0443
t=0.08 0.0061 0.0035 0.0057 0.0028 0.0613 0.0475
(continuia)

www.FreeLibros.me



7.8 Comparacién de métodos @ 293

(continuacion)
k, m, k, m, i, v,
t=0.09 0.0057 0.0028 0.0053 0.0023 0.0668 0.0500
t=0.10 0.0053 0.0023 0.0050 0.0018 0.0720 0.0520
t=0.11 0.0050 0.0018 0.0046 0.0013 0.0768 0.0536
t=0.12 0.0046 0.0014 0.0043 0.0009 0.0813 0.0548
t=0.13 0.0043 0.0010 0.0040 0.0006 0.0855 0.0556

Los resultados en todo el intervalo de analisis se muestran en forma grafica en la figura 7.6. En esta
figura se puede notar que las dos variables dependientes tienden a cero a medida que el tiempo avanza.
Esto se debe a que la solucion del sistema de ecuaciones tiene valores caracteristicos con parte real nega-
tiva y las entradas son exponenciales decrecientes. Por esta razén, finalmente se tendera a cero, cosa que
se muestra en los resultados numéricos.

T T
e Soluciéon numérica de la variable In
0.12 - o Soluciéon numérica de la variable Vn H
Solucion analitica de la variable In
—— Solucién analitica de la variable Vn

0.08

Solucién en p.u.

- L} -
0 L} PP S A
. PP o
pare
L

®e 0000

1 1 1 1
0 1 2 3 4 5

Tiempo en segundos

Figura 7.6 Solucién numérica del sistema de ecuaciones del ejemplo 7.21, con h =0.01.

7.8 Comparacion de métodos

El problema de determinar los valores iniciales para esquemas multipaso se resuelve de varias formas en
diferentes esquemas. El método de la expansion en series de Taylor se puede usar para algunos cuantos
pasos; pero esto es mas apropiado para un célculo manual que para su uso en una computadora. Otro
método alternativo puede ser el esquema de un paso Euler trapezoidal con un tamafio de paso mas peque-
o que el del esquema de integracion principal, de manera que se pueda obtener una precision compara-
ble. En particular, el esquema de Runge-Kutta-Merson puede verificar que el error sea pequefio a lo largo
de los pasos iniciales de la integracion. El método de Nordsieck usa una serie de métodos multipaso de
diferente orden, por lo que el proceso se inicia a partir de un esquema de un simple paso y se incrementa
en un orden especifico, utilizando una serie de diferentes férmulas para que estén disponibles puntos
adicionales. Es necesario tener cuidado al disefar el procedimiento inicial para asegurar que la precision
sea al menos tan alta como el esquema de integracion principal. Como el esquema de integracién princi-
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pal utiliza potencias mucho mds grandes de h en el término del error, esto nos indica que los métodos
iniciales se basan en un valor mas reducido que el tamafio del paso h.

Los métodos de Runge-Kutta se utilizan con frecuencia para resolver problemas en computadora
porque no necesitan métodos especiales de inicio y, por tanto, son faciles de programar. El método de
Runge-Kutta-Merson también da un procedimiento automatico para ajustar el tamario del paso, lo que lo
hace, una vez mas, facil de usar para los no especialistas. Sin embargo, hay tres desventajas en los méto-
dos de Runge-Kutta que no se pueden vencer. Considerando que las dos caracteristicas mencionadas se
pueden introducir en los métodos multipaso con algtin cuidado en la programacién, como se hizo en el
método de Nordsieck, estas desventajas hacen que los métodos multipaso sean preferibles, en general,
excepto cuando la simplicidad sea la caracteristica mas importante.

Una desventaja importante de los métodos de Runge-Kutta es que la forma del término del error es
extremadamente complicada, y esto no se puede superar por completo mediante el método de Merson
que proporciona sélo una aproximacioén. Un analisis de los métodos para encontrar las cotas sobre los
errores es muy dificil, considerando que existe una férmula sencilla para los métodos multipaso, con tal
de que la derivada apropiada se pueda calcular. Otra caracteristica inconveniente de los métodos de Run-
ge-Kutta es el gran numero de evaluaciones de las derivadas necesarias por paso. El método de Runge-
Kutta-Merson emplea cinco de tales evaluaciones, en tanto que en un método predictor-corrector se
encuentra, con frecuencia, que bastan dos o tres correcciones. Este ahorro de tiempo en la computado-
ra en el caso de métodos multipaso puede ser muy significativo en el caso de que en la funcién derivada
se emplea el calculo de funciones especiales o cuando la evalucacion es complicada.

7.9 Programas desarrollados en Matlab

Esta seccién proporciona los cddigos de los programas desarrollados en Matlab para todos los ejercicios
propuestos. A continuacion se da una lista de todos ellos:

7.9.1. Regla trapezoidal

7.9.2. Método de Euler

7.9.3. Método de Runge-Kutta de segundo orden
7.9.4. Método de Runge-Kutta de tercer orden

7.9.5. Método de Runge-Kutta de cuarto orden
7.9.6. Método explicito para M =1

7.9.7. Método explicito para M = 2

7.9.8. Método explicito para M = 3

7.9.9. Método multipaso lineal

7.9.10. Método de Euler para sistemas de ecuaciones
7.9.11. Método de Euler trapezoidal para sistemas de ecuaciones
7.9.12. Método de Runge-Kutta de segundo orden
7.9.13. Método de Runge-Kutta de cuarto orden

7.9.1 Regla trapezoidal

El método de la regla trapezoidal para la soluciéon de una ecuacién diferencial ordinaria se conoce como
método de Euler-Cauchy. Se basa en la aproximacion simple de una derivada por diferencias hacia delan-
te. En Matlab, cuando se usa el signo % significa que se estd haciendo un comentario. Adicionalmente las
funciones propias de Matlab aparecen sombreadas.

Programa principal de la regla trapezoidal

Regla trapezoidal para la solucidén de una ecuacidén diferencial ordinaria. E1
método indica que las variables bajo el signo de diferenciacidén se reemplazan por
diferencias y las demés variables por valor promedio.

o\° o\

o
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o\

En este caso especifico se programa la solucidén de la ecuacidén diferencial
v' + 4v = exp(-2t).

Aplicando el método se tiene:

(v(n+l) - v(n))/Dt + 4((v(n+l) + v(n))/2) = (exp(-2*t(n+l))+exp(-2*t(n)))/2.
De la ecuacidén anterior se despeja v(n+l) en funcidén de v(n) y de la fuente.
clear all

o o° o

o\°

cllc
Tobs = 1; % Tiempo de observacidn.
h =10.01; % Paso de integracidn.
t = 0:h:Tobs; % Vector de tiempos de integracidn.
N = length(t); % NGmero de muestras que se simulan.
v(l) = 1; % Condicién inicial.
cl = 2%(1/h + 2); % Constante que acompafla a la fuente.
c2 = (1/h - 2)/(1/h + 2); % Constante que acompafia a v(n) .
% Ciclo iterativo para calcular la EDO para toda t.
for k = 2:N;
v(k) = (exp(-2*t(k)) + exp(-2*t(k-1)))/cl + c2*v(k-1);
end

% Solucidén analitica que sirve como referencia.

vl = 0.5%exp(-2%t)+0.5%exp (-4*t) ;

% Grafica la solucidén analitica y la solucidén numérica.

plot(t,v,'or',t,vl,'b")

legend ('Solucidén numérica', 'Solucidén analitica')

xlabel ('Tiempo en segundos')

ylabel ('Solucidén en p.u.") o

7.9.2. Método de Euler

El método de Euler se obtiene reescribiendo la derivada de primer orden por la aproximacién en diferen-
cias hacia delante.

Programa principal del método de Euler

o\

Método de Euler para la solucidén de una ecuacidén diferencial ordinaria; el método
se basa en la definicidén numérica de una derivada de primer orden.
En este caso especifico se programa la solucidén de la ecuacidén diferencial y’ + 20y =

o\°

o\

% 7*exp(-0.5t)
% Aplicando el método se tiene: y(n+l) = y(n) + h*f(y(n),t(n))
clear all
e
Tobs = 0.5; % Tiempo de observacidn.
h = 0.001; % Paso de integraciédn.
t = 0:h:Tobs; % Vector de tiempos de integracidn.
N = length(t); % NUmero de muestras que se simulan.
y(1) = 5; % Condicidén inicial.
% Ciclo iterativo para calcular la EDO para toda t.
for k=2:N
y(k) = y(k-1) + h*(-20*y(k-1) + 7*exp(-0.5*t(k-1)));
end

)

% Solucidén analitica.

yl = (181/39) .%*exp(-20*t) + (14/39).*exp(-0.5%t);

% Grafica la solucidén analitica y la solucidén numérica.

plot (t(1:10:N),y(1:10:N),'or',t,yl,'b")

legend('Solucidén numérica', 'Solucidén analitica')

xlabel ('Tiempo en segundos')

ylabel ('Solucidén en p.u.') ()

www.FreeLibros.me



296 @ CAPITULO 7 Solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias

7.9.3 Meétodo de Runge-Kutta de sequndo orden

El método de Runge-Kutta de segundo orden se deduce de la solucién de la ecuacién 7.13 con P = 2. En
Matlab, cuando se usa el signo % significa que se esta haciendo un comentario. Adicionalmente las fun-
ciones propias de Matlab aparecen sombreadas.

Programa principal del método de Runge-Kutta de segundo orden

Método de Euler modificado (Runge-Kutta segundo orden) para la solucidén de una
ecuacidén diferencial ordinaria; el método se basa en la expansién de Taylor de
varias variables.

En este caso especifico se programa la solucidén de la ecuacidn diferencial

o\° o\° o

o° o

i’ + 0.4i = 0.2

clear all
e
Tobs = 14; % Tiempo de observacién.
h=0.1; % Paso de integraciédn.
t = 0:h:Tobs; % Vector de tiempos de integracidnm.
N = length(t); % NUmero de muestras que se simulan.
i(1) = 0; % Condicidén inicial.
k1(1) = 0; % Inicializa k1.
k2(1) = 0; % Inicializa k2.
% Ciclo iterativo para calcular la EDO para toda t.
for k=2:N

kl(k) = h*(0.2 - 0.4*i(k-1));

k2 (k) = h*(0.2 - 0.4*(i(k-1)+k1(k)));

i(k) = 1i(k-1)+(1/2)*(k1l(k)+k2(k));
end

% Solucidén analitica.
1 =1/2 - (1/2)*exp(-0.4*t);
% Grafica la solucidén analitica y la solucidén numérica.
plot (t(1:5:N),1i(1:5:N),'or',t,1i1,'b")
legend('Solucidn numérica', 'Solucidén analitica')
xlabel ('Tiempo en segundos')
ylabel ('Solucidén en p.u.')

-

7.9.4 Meétodo de Runge-Kutta de tercer orden

El método de Runge-Kutta de tercer orden se deduce de la solucion de la ecuaciéon 7.13 conP =4y r = 3.
En Matlab, cuando se usa el signo % significa que se estd haciendo un comentario. Adicionalmente las
funciones propias de Matlab aparecen sombreadas.

Programa principal del método de Runge-Kutta de tercer orden

o\

Método de Runge-Kutta tercer orden para la solucidén de una ecuacidén diferencial
ordinaria; el método se basa en la expansién de Taylor de varias variables.

En este caso especifico se programa la solucidén de la ecuacidén diferencial.

w' + 6w = 8*t*exp(-t)

o\

o° o

clear all

e

Tobs = 10; % Tiempo de observacidn.

h = 0.01; % Paso de integracién.

t = 0:h:Tobs; % Vector de tiempos de integracidm.
N = length(t); % NGmero de muestras que se simulan.
w(l) = 0; % Condicidén inicial.

k1(1) 0; % Inicializa k1.

k2(1) = 0; % Inicializa k2.

k3(1) = 0; % Inicializa k3.

% Ciclo iterativo para calcular la EDO para toda t.
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for
k-1)*exp (-t (k-1)) - 6*w(k-1));
(k-1)+h/2) *exp (- (£t (k-1) +h/2)) - 6* (w(k-1)+(1/2)*h*k1(k)));
(k- 1)+h)*exp(—(t(k—1)+h)) - 6% (w(k-1)+h*k1(k))) ;

1/6)* (k1 (k) +4*k2 (k) +k3 (k) ) ;

EEE
I

* (8%
= h* (8%
— (8*
_1)
end
% Solucidén analitica.
wl = (8/25).*exp(-6*t) + (8/5).*t.*exp(-t) - (8/25).*exp(-t);
% Grafica la solucidén analitica y la solucidén numérica.
plot (£(1:20:N),w(1:20:N),'or',t,wl,'b")
legend('Solucidén numérica', 'Solucidén analitica')
xlabel ('Tiempo en segundos')
ylabel ('Solucidén en p.u.") )

7.9.5 Meétodo de Runge-Kutta de cuarto orden

El método de Runge-Kutta de cuarto orden se deduce de la solucion de la ecuacién 7.13 conP=4yr=4
En Matlab, cuando se usa el signo % significa que se esta haciendo un comentario. Adicionalmente las
funciones propias de Matlab aparecen sombreadas.

Programa principal del método de Runge-Kutta de cuarto orden

o\°

Método de Runge-Kutta cuarto orden para la solucidén de una ecuacidén diferencial
ordinaria; el método se basa en la expansidén de Taylor de varias variables.
En este caso especifico se programa la solucién de la ecuacidén diferencial

y' + 2y =0 con y(0)=1

o\° o\

o

clear all
cle
Tobs = 5; % Tiempo de observacidn.
h =0.01; % Paso de integracién.
t = 0:h:Tobs; % Vector de tiempos de integracidn.
N = length(t); % NGmero de muestras que se simulan.
y(1l) = 1; % Condicidén inicial.
k1(1) = 0; % Inicializa k1.
k2(1) = 0; % Inicializa k2.
k3(1) = 0; % Inicializa k3.
k4 (1) = 0; % Inicializa k4.
% Ciclo iterativo para calcular la EDO para toda t.
for k=2:N
k1(k) = h*(— 2*y(k-1));
k2 (k) = h*(- 2% (y(k-1)+(1/2)*h*k1l(k)));
k3 (k) = h*(- 2*(y(k-1)+(1/2)*h*k2(k)));
k4 (k) h*(— 2*(y(k 1) +h*k3 (k)));
yv(k) = y(k-1)+(1/6)* (k1 (k)+2*k2 (k)+2*k3 (k) +k4 (k) ) ;
end

)

% Solucidén analitica
yl = 1.*exp(-2*t);

[}

% Grafica la solucidén analitica y la solucidén numérica.

plot (£(1:10:N),y(1:10:N),'oxr',t,yl,'b")

legend('Solucidén numérica', 'Solucidén analitica')

xlabel ('Tiempo en segundos')

ylabel ('Solucidn en p.u.') o

7.9.6 Método explicito param =1

Los métodos explicitos utilizan un polinomio interpolador para aproximar la funcién dentro del interva-
lo. Para el caso de m = 1, se obtiene un método de segundo orden. En Matlab, cuando se usa el signo %
significa que se esta haciendo un comentario. Adicionalmente, las funciones propias de Matlab aparecen
sombreadas.
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Programa principal del método explicito para m = 1

El método explicito con m = 1 para la solucidén de una ecuacidén diferencial
ordinaria. En este caso especifico se programa la solucién de la ecuacidén
diferencial y' + 20y = 7*exp(-0.5t). Aplicando el método se tiene:
y(n+l) = y(n) + (h/2)*(3*f£(n) - £(n-1))

o\° o\° o

o\

clear all
clc
Tobs = 0.5; % Tiempo de observacidn.
h = 0.001; % Paso de integracidn.
t = 0:h:Tobs; % Vector de tiempos de integracién.
N = length(t); % NUmero de muestras que se simulan.
y(1) = 5; % Primera condicidén de arranque.
v(2) = 2292/467; % Segunda condicién de arrangque.
% Ciclo iterativo para calcular la EDO para toda t.
for k=3:N
fn = -20*y(k-1)+7*exp(-0.5*t (k-1)); % Funcidén evaluada en k-1.

o\°

fnl = -20*y(k-2)+7*exp(-0.5*t (k-2));
y(k) = y(k-1) + (h/2)*(3*fn - fnl);

Funcidén evaluada en k-2.
Férmula explicita para m=1.

o°

end

% Solucidén analitica.

y1l = (181/39).%exp(-20%t) + (14/39).%exp(-0.5%t);
% Grafica la solucidén analitica y la solucidén numérica.
plot (£(1:10:N),y(1:10:N),'oxr',t,yl,'b")

legend ('Solucidén numérica', 'Solucidén analitica')

xlabel ('Tiempo en segundos')

ylabel ('Solucidén en p.u.')

7.9.7 Meétodo explicito para m = 2

Los métodos explicitos utilizan un polinomio interpolador para aproximar la funcién dentro del interva-
lo. Para el caso de m = 2 se obtiene un método de tercer orden.

Programa principal del método explicito para m = 2

o\°

El método explicito con m = 2 para la solucidén de una ecuacidén diferencial
ordinaria. En este caso especifico se programa la solucidén de la ecuacidén
diferencial.

y' + 20y = 7*exp(-0.5t)
Aplicando el método se tiene:
y(n+l) = y(n) + (h/12)*(23*f(n) - 16*f(n-1) + 5*f(n-2))

o\° o\° o

o° o

clear all

e

Tobs = 0.5; % Tiempo de observacidn.

h = 0.001; % Paso de integraciédn.

t = 0:h:Tobs; % Vector de tiempos de integracidm.

N = length(t); % Nimero de muestras que se simulan.

y(1l) = 5; % Primera condicidén de inicio.

y(2) = 2292/467; % Segunda condicidén de inicio.

v(3) = 1691/351; % Tercera condicidén de inicio.

% Ciclo iterativo para calcular la EDO para toda t.

for k=4:N
fn = -20*y(k-1)+7*exp(-0.5*t (k-1)); % Funcidén evaluada en k-1.
fnl = -20*y(k-2)+7*exp(-0.5*t (k-2)); % Funcién evaluada en k-2.
fn2 = -20*y(k-3)+7*exp(-0.5*t (k-3)) ; % Funcidén evaluada en k-3.
y(k) = y(k-1) + (h/12)*(23*fn - 16*fnl + 5*fn2); % Foérmula explicita para m = 2.

end

[}

% Solucidn analitica.
vyl = (181/39).*eXp(—20*t) + (14/39).*exp(-0.5*t);

)

% Grafica la solucidén analitica y la solucidén numérica.
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plot (£(1:10:N),y(1:10:N),'or',t,yl,'b")
legend('Solucidén numérica', 'Solucidén analitica')
xlabel ('Tiempo en segundos')

ylabel ('Solucién en p.u.')

7.9.8 Meétodo explicito param = 3

Los métodos explicitos utilizan un polinomio interpolador para aproximar la funcion dentro del interva-
lo. Para el caso de m=3 se obtiene un método de cuarto orden.

Programa principal del método explicito param =3

o\°

El método explicito con m = 3 para la solucidén de una ecuacidén diferencial
ordinaria. En este caso especifico se programa la solucidén de la ecuacidén
diferencial vy’ + 20y = 7*exp(-0.5t)

Aplicando el método se tiene:

y(n+l) = y(n) + (h/24)*(55*f(n) - 59*f(n-1) + 37*f(n-2) - 9*f(n-3))

clear all

o\® o\ o\°

o\°

e

Tobs = 0.5; % Tiempo de observacidn.

h = 0.001; % Paso de integraciédn.

t = 0:h:Tobs; % Vector de tiempos de integraciénm.

N = length(t); % NUmero de muestras que se simulan.

y(1l) = 5; % Primera condicidén de arranque.

v(2) = 2292/467; % Segunda condicién de arranque.

y(3) = 1691/351; % Tercera condicién de arrangque.

y(4) = 4261/901; % Cuarta condicidén de arranque.

% Ciclo iterativo para calcular la EDO para toda t.

for k=5:N
fno = -20*y(k-1)+7*exp(-0.5%t (k-1)); % Funcidén evaluada en k-1.
fnl = -20*y(k-2)+7*exp(-0.5*t (k-2)); % Funcidén evaluada en k-2.
fn2 = -20*y(k-3)+7*exp(-0. 5*t(k 3)); % Funcidn evaluada en k-3.
fn3 -20*y (k- 4)+7*exp( 0.5*t (k-4)); % Funcidén evaluada en k-4.
y(k) = y(k-1)+(h/24) * (55*%fn0-59*fnl1+37*fn2-9*fn3); % Foérmula explicita para m = 3.

end

)

% Solucidén analitica.

y1l = (181/39).%exp(-20%t) + (14/39).%exp(-0.5%t);

% Grafica la solucidén analitica y la solucidén numérica.

plot (£ (1:5:N),y(1:5:N),'or',t,yl,'b")

legend ('Solucidén numérica', 'Solucidén analitica')

xlabel ('Tiempo en segundos')

ylabel ('Solucidén en p.u.') o

7.9.9 Meétodo multipaso lineal

Los métodos multipaso lineales aproximan la primera derivada con dos, tres, cuatro o n puntos; el méto-
do resultante depende de esta aproximacion.

Programa principal del método multipaso lineal

oe

Método multipaso lineal para la solucidén de una ecuacidn diferencial ordinaria. En
este caso especifico se programa la solucidén de la ecuacidén diferencial y’ + 20y =
T*exp (-0.5t)

Aplicando uno de los métodos multipaso lineales se tiene:

o\° o\

oe

% y(n+l) = (3/2)*f(n) - 3*f(n-1) + (5/2)*f(n-2) + 3*h*f(t(n-1),y(n-1))
clear all

e

Tobs = 0.5; % Tiempo de observacidn.

h = 0.001;

o\°

Paso de integracidm.
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t = 0:h:Tobs; % Vector de tiempos de integracidnm.
N = length(t); % NGmero de muestras que se simulan.
y(1l) = 5; % Primera condicidén de inicio.

v(2) = 2292/467; % Segunda condicién de inicio.

% Ciclo iterativo para calcular la EDO para toda t.

for k=3:N

Funcidén evaluada en k-2.
Funcién evaluada en k-1.

fnl = -20*y(k-2)+7*exp(-0.5*t (k-2));
fn2 = -20%y(k-1)+7%exp (-0.5%t (k-1)) ;

o\°

oe

y(k) = -4*y(k-1) + 5*y(k-2) + h*(4*fn2 + 2*fnl); % Formula del método multipaso
% lineal.
end
% Solucidén analitica.
yl = (181/39) .*exp(-20*t) + (14/39).*exp(-0.5*%t);
% Grafica la solucidén analitica y la solucidén numérica.
plot (£(1:5:N),y(1:5:N),'or',t,yl,'b")
legend('Solucidén numérica', 'Solucidén analitica')
xlabel ('Tiempo en segundos')
ylabel ('Solucidén en p.u.') > )

7.9.10 Meétodo de Euler para sistemas de ecuaciones

El método de Euler es una extension del caso de una ecuacion diferencial ordinaria a un sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias.

Programa principal del método de Euler

o\°

El método de Euler aplicado a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. En
este caso especifico se programa la solucidén de la ecuacidén diferencial v+
3vi + 8v =0

o\

o\

% Se hace la transformacién v’ =z 'y 2z’ = -3z -8V
% Condiciones iniciales v(0) =1 y z(0) =0

clear all

clc

Tobs = 5; % Tiempo de observacidn.

h = 0.01; % Paso de integracién.

t = 0:h:Tobs; % Vector de tiempos de integracidn.
N = length(t); % NGmero de muestras que se simulan.
% Solucidén por el método de Euler.

Condicidén inicial de v.
(1) = 0; ¥ Condicidén inicial de z.
Ciclo iterativo para calcular la EDO para toda t.
or k=2:N
v (k)
z (k)

—
fam)
1l
=
o\°

\e

I
<
g
-

+ h*(z(k-1));
+ hx(-3*z(k-1)-8*v(k-1));

|

N
’?_‘_.\
-

o°

r = [1 3 8];
a = roots(r);

Coeficientes del polinomio caracteristico de la EDO.
Raices del polinomio caracteristico.

alf = real(a(l)); Parte real de las raices.

bet = imag(a(l)); Parte imaginaria de las raices.

vl = exp(alf*t).*(cos(bet*t)+(-alf/bet)*sin(bet*t)); % Solucidén analitica.

% Grafica la solucidén analitica y la solucidén numérica.

figure(1) ,plot(t,vl,'r',t(1:10:N),v(1:10:N),'o")

legend('Solucidn analitica', 'Solucién numérica de Euler')

xlabel ('Tiempo en segundos')

ylabel ('Solucidén en p.u.') o

o o

o\°

7.9.11 Meétodo de Euler trapezoidal para sistemas de ecuaciones

El método de Euler trapezoidal es una modificacion del esquema numérico de Euler que conduce a un
esquema mds preciso y mas estable.
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Programa principal del método de Euler trapezoidal

o\

El método de Euler trapezoidal aplicado a un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias. En este caso especifico se programa la solucidén de la ecuacidén
diferencial v” + 3v’ + 8v = 0.

oe

o\°

% Se hace la transformacidén v =z y z' = -3z -8v
% Condiciones iniciales v(0) =1 y z(0) =0
clear all

clc

Tobs = 5; % Tiempo de observacidn.

h =0.01; % Paso de integracidn.

t = 0:h:Tobs; % Vector de tiempos de integracidn.
N = length(t); % NGmero de muestras que se simulan.
% Solucién por el método de Euler trapezoidal.

v(l) = 1; % Condicién inicial de v.

z(1l) = 0; % Condicidén inicial de z.

)

% Ciclo iterativo para calcular la solucidén para todo el tiempo de observacién.
for k=2:N

tol = le-3;
v(k) = v(k-1);
z(k) = z(k-1);

o\

Tolerancia utilizada para la convergencia de cada iteracidm.
Valor inicial de v para entrar al ciclo iterativo.
Valor inicial de z para entrar al ciclo iterativo.

o°

o

a =v(k)+l; b = z(k)+1; % Se asignan variables para verificar la convergencia.
% Ciclo que verifica la convergencia comparando los valores nuevos con los
% anteriores.
while abs(a-v(k)) > tol & abs(b-z(k))>tol
a = v(k); % Valor anterior de v.
b = z(k); % Valor anterior de z.
v(k)=v(k-1)+(h/2)*(z(k-1)+z(k)); % Valor nuevo de v.
z(k)=z(k-1)+(h/2)* ((-3*z (k-1) -8*v(k-1))+(-3*z (k) -8*v(k-1))); % Valor nuevo de z.
end
end
% Solucidén analitica.
r = [13 8]; % Coeficientes del polinomio caracteristico de la EDO.

o\°

a = roots(r); Raices del polinomio caracteristico.

alf = real(a(l)); Parte real de las raices.

bet = imag(a(1)); Parte imaginaria de las raices.

vl = exp(alf*t).*(cos(bet*t)+(-alf/bet)*sin(bet*t)); % Solucidén analitica.
% Grafica la solucidén analitica y la solucidén numérica.

figure (1) ,plot(t,vl,'r',t(1:10:N),v(1:10:N),'o")

legend('Solucidn analitica', 'Solucién numérica de Euler trapezoidal')
xlabel ('Tiempo en segundos')
(

ylabel ('Solucidn en p.u.') (* )

o\°

o°

7.9.12 Meétodo de Runge-Kutta de sequndo orden

El método de Runge-Kutta para sistemas de ecuacion es una simple expansion del método para una sola
ecuacion.

Programa principal del método de Runge-Kutta de segundo orden

oe

El método de Runge-Kutta de segundo orden aplicado a un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias. En este caso especifico se programa la solucidén del
sistema de ecuaciones X’ + AX = B.

o\°

o\°

% A=1[32 B = [ exp(-2t) X =11
% 2 8] exp(-3t) 1 v ]
% Condiciones iniciales i(0) =0 y v(0) =0
clear all

cle

Tobs = 5; % Tiempo de observacidn.

h = 0.001;
t = 0:h:Tobs;

o\

Paso de integracidn.
Vector de tiempos de integracidm.

oe
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Ns = length(t); % NGmero de muestras que se simulan.

A= -[32; 2 8]; % Matriz de coeficientes.

i(1) = 0; % Condicién inicial de i.

v(l) = 0; % Condicidén inicial de v.

k1(1) = 0; % Inicializa k1.

k2(1) = 0; % Inicializa k2.

ml(l) = 0; % Inicializa ml.

m2(1l) = 0; % Inicializa m2.

% Ciclo iterativo para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales para toda t.

for k=2:Ns
k1(k) = h*(-3*i(k-1)-2*v(k-1)+exp(-2*t(k-1))); % Calculo de k1.
ml (k) = h*(-2*i(k-1)- 8*v(k—1)+exp( 3*t( -1))); % Calculo de ml.
k2 (k) = h*(-3*(1 (k 1)+k1(k))-2*(v(k-1)+ml(k))+exp (- 2*t(k))); % Calculo de k2.
m2 (k) = h*(-2%(1i(k- 1)+k1(k)) * (v(k-1)+ 1(k))+exp( *t(k))); % Célculo de m2.
i(k) = ( -1)+(1/2)* (k)+k2( V)i % Calculo de la

% nueva 1i.
v (k) v(k-1)+(1/2)* (ml (k) +m2 (k) ) ; % Calculo de la
% nueva v.

end

% Solucidén analitica para efectos de comparacidn.

[M,L]=eig(R); % Calculo de valores y vectores propios.

N =M."; % Calculo de la inversa de M, en este caso igual a su transpuesta.

[}

% Asignacidén de vectores izquierdos y derechos a diferentes variables.

M11=M(1,1); M12=M(1,2); M21=M(2,1); M22=M(2,2);

N11=N(1,1); N12=N(1,2); N21=N(2,1); N22=N(2,2);

L1=L(1,1); L2=L(2,2); % Asignacidén de los valores propios a diferentes variables.

El=-2; E2=-3; % Asignacién de los coeficientes de amortiguamiento.

% Convoluciones.

L1El = (1/(L1-E1))*(exp(Ll.*t)-exp(El.*t));

L2E1 = (1/(L2-El1))*(exp(L2.*t)-exp(El.*t));

L1E2 = (1/(L1-E2))*(exp(Ll.*t)-exp(E2.*t));

L2E2 = (1/(L2-E2))* (exp(L2.* t) -exp (E2.*t));

it = M11*N11*L1E1l + M12*N21*L2E1 + MI11*N12*L1E2 + MI2*N22*L2E2; % Solucidén para i.
vt = M21*N11*L1E1l + M22*N21*L2E1 + M21*N12*L1E2 + M22*N22*L2E2; % Solucidén para v.

)

% Grafica la solucidén analitica y la solucidén numérica.
figure(1) ,plot(t(1:100:Ns),1i(1:100:Ng),'or',t,it,'--")
legend('Solucidén numérica de la variable in', 'Solucidén analitica')
xlabel ('Tiempo en segundos')
ylabel ('Solucién en p.u.')
% Grafica la solucidén analitica y la solucidén numérica.
figure(2) ,plot(t(1:100:Ns),v(1:100:Ns),'or',t,vt,'--b")
legend('Solucidén numérica de la variable vn', 'Solucidén analitica')
xlabel ('Tiempo en segundos')
ylabel ('Solucidén en p.u.')
% Grafica la solucidén analitica y la solucidén numérica.
figure(3) ,plot(t(1:100:Ns),1(1:100:Ns),'or',t(1:100:Ns),v(1:100:Ns),'ob',t,it,'r',t,v
t,'b")
legend('Solucidén numérica de la variable In', 'Solucidén numérica de la variable
vn',

'Solucidén analitica de la variable In','Solucidn analitica de la variable Vn')
xlabel ('Tiempo en segundos')
ylabel ('Solucidén en p.u.') (* )

7.9.13 Meétodo de Runge-Kutta de cuarto orden

El método de Runge-Kutta para sistemas de ecuacion es una simple expansion del método para una sola
ecuacion.

Programa principal del método de Runge-Kutta de cuarto orden

El método de Runge-Kutta de cuarto orden aplicado a un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias. En este caso especifico se programa la solucidén del
sistema de ecuaciones X’ + AX = B.

o\° o\° o
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% A=1[32 B = [ exp(-2t) X =11
% 2 8 1 exp (-3t) 1 v ]
% Condiciones iniciales i(0) =0 y v(0) =0
clear all

cLE

Tobs = 5; % Tiempo de observacidn.

h = 0.001;

t = 0:h:Tobs;

Ns = length(t);
8

o

Paso de integraciém.
Vector de tiempos de integracidnm.
NGmero de muestras que se simulan.

o\

o°

A= -[32; 2 8]; % Matriz de coeficientes.
i(1) = 0; % Condicién inicial de i.
v(l) = 0; % Condicidén inicial de v.
k1(1) = 0; % Inicializa k1.
k2(1) = 0; % Inicializa k2.
k3(1) = 0; % Inicializa k3.
k4 (1) = 0; % Inicializa k4.
ml(l) = 0; % Inicializa ml.
m2(1l) = 0; % Inicializa m2.
m3 (1) = 0; % Inicializa m3.
m4 (1) = 0; % Inicializa m4.
% Ciclo iterativo para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales para toda t.
for k=2:Ns
kl(k) = h*(-3*i(k-1)-2*v(k-1)+exp(-2*t(k-1))); % Calculo de k1.
ml (k) = h*(-2*1i(k-1)-8*v(k-1)+exp(-3*t(k-1))); % Céalculo de ml.
k2 (k) = h*(-3*(i(k-1)+k1l(k)/2)-2*(v(k-1)+ml(k)/2)
+exp (-2*% (t (k) +h/2))) ; % Célculo de k2.
m2 (k) = h*(-2*(i(k-1)+k1l(k)/2)-8*(v(k-1)+ml(k)/2)
+exp (-3* (t (k) +h/2))); % Calculo de m2.
k3 (k) = h*(-3*(i(k-1)+k2(k)/2)-2*(v(k-1)+m2 (k) /2)
+exp (-2* (t (k) +h/2))) ; % Calculo de k3.
m3 (k) = h*(-2*(i(k-1)+k2(k)/2)-8*(v(k-1)+m2 (k) /2)
+exp (-3* (t (k) +h/2))); % Célculo de m3.
k4 (k) = h*(-3*(1(k-1)+k3(k))-2*(v(k-1)+m2(k))
+exp (-2* (£t (k)+h))); % Calculo de k4.
m4 (k) = h*(-2*(i(k-1)+k2(k))-8*(v(k-1)+m2 (k))
+exp (-3* (t (k) +h))); % Calculo de m4.
i(k) = 1(k-1)+(1/6)* (k1 (k)+2*k2 (k) +2*k3 (k) +k4 (k) ) ; % Calculo de la nueva i.
v(k) = v(k-1)+(1/6)* (ml(k)+2*m2 (k) +2*m3 (k) +m4 (k) ) ; % Calculo de la nueva v.
end
% Solucidén analitica para efectos de comparacién.
[M,L]=eig(R); % Calculo de valores y vectores propios.
N =M."; % Calculo de la inversa de M, en este caso igual a su transpuesta.

% Asignacidén de vectores izquierdos y derechos a diferentes variables.

M11=M(1,1); M12=M(1,2); M21=M(2,1); M22=M(2,2);

N11=N(1,1); N12=N(1,2); N21=N(2,1); N22=N(2,2);

L1=L(1,1); L2=L(2,2); % Asignacidén de los valores propios a diferentes variables.

El=-2; E2=-3; % Asignacidén de los coeficientes de amortiguamiento.

% Convoluciones

L1E1l = (1/(L1-E1))*(exp(Ll.*t)-exp(El.*t));

L2E1 = (1/(L2-E1))* (exp(L2.*t) -exp (E1l.*t));

L1E2 = (l/(Ll—EZ))*(eXp(Ll *t) -exp(E2.*t)) ;

L2E2 = (1/(L2-E2))*(exp(L2.*t)-exp(E2.*t));

it = M11*N11*L1E1 + M12*N21*L2E1 + M11*N12*L1E2 + M12*N22*L2E2; % Solucidén para 1i.
vt = M21*N11*L1E1 + M22*N21*L2E1 + M21*N12*L1E2 + M22*N22*L2E2; % Solucidén para v.

[}

% Grafica la solucidén analitica y la solucidén numérica.

figure(1) ,plot(t(1:100:Ns), 1(1:100:Ns),'or',t,it,'--")
legend('Solucidén numérica de la variable in', 'Solucidén analitica')
xlabel ('Tiempo en segundos')

ylabel ('Solucidén en p.u.')

% Grafica la solucidén analitica y la solucidén numérica.
figure(2),plot(t(1:100:Ns),v(1:100:Ns),'or',t,vt,'--b")
legend('Solucidén numérica de la variable vn', 'Solucidén analitica')
xlabel ('Tiempo en segundos')

ylabel ('Solucidén en p.u.')

)

% Grafica la solucidén analitica y la solucidn numérica.
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figure(3),plot (t(1:100:Ns),1(1:100:Ns),'or',t(1:100:Ns),v(1:100:Ng),'ob',t,it,'r',¢t,
vt,'b'")
legend('Solucidén numérica de la variable In','Solucidén numérica de la variable

Vn',...'Solucidén analitica de la variable In', 'Solucidn analitica de la variable Vn')
xlabel ('Tiempo en segundos')
ylabel ('Solucidén en p.u.') o

7.10.1 Utilizando el método de la serie de Taylor, resuelva la ecuacion
b3
4 2+y
con las condiciones iniciales y(0)=1y p=3.

7.10.2 Implemente la regla trapezoidal para resolver la ecuacion

d
X ox=5e7"

dt

con las condiciones iniciales x(0)=1y At=0.01, Ty =5.

7.10.3 Implemente la regla trapezoidal para resolver la ecuacion

dy -
—+3y=4te”"
a0

con las condiciones iniciales y(0)=0.1 y At =0.005, T4, =10.

7.10.4 Implemente la regla trapezoidal para resolver la ecuacion

dy
——+432y=7
a7

con las condiciones iniciales y(0)=0.3 y At=0.05, T, =2.

7.10.5 Implemente el método de Euler para resolver la ecuacion
da +2a=2e"
dt

con las condiciones iniciales a(0)=0.5 y At=0.01, T, =1.

7.10.6 Implemente el método de Euler para resolver la ecuacion

— 4+ T7w=e""

dt

con las condiciones iniciales w(0)=0.01 y At=0.001, T, =1.

7.10.7 Implemente el método de Euler para resolver la ecuacion

W e sw=31
dr

con las condiciones iniciales w(0)=1y At =0.001, T, =1.
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7.10.8 Por el método de Runge-Kutta de segundo orden, resuelva la ecuacion

ﬂ+3v=16
dt

con las condiciones iniciales v(0)=1 y At=0.1, Tp,, =2.

7.10.9 Por el método de Runge-Kutta de segundo orden, resuelva la ecuacion
di
2 4 2i=2c0s(377t)
dt

con las condiciones iniciales i(0)=2 y Af=0.001, T, =3.

7.10.10 Por el método de Runge-Kutta de segundo orden, resuelva la ecuacion
di
2 t65i=c
dt

con las condiciones iniciales i(0)=1y Af=0.0001, T, =1.

7.10.11 Usando el método de Runge-Kutta de tercer orden, resuelva la ecuacion

é+li =sen(3t)
dt 2

con las condiciones iniciales i(0)=0 y Af=0.1, Ty =3.

7.10.12 Usando el método de Runge-Kutta de tercer orden, resuelva la ecuacién

d
& i 9r=et sen(500¢)
dt

con las condiciones iniciales z(0)=1 y At=0.01, T, =1.

7.10.13 Usando el método de Runge-Kutta de tercer orden, resuelva la ecuacion

£ +2.1z=>5e"
dt

con las condiciones iniciales z(0)=2 y At=0.01, T, =7.

7.10.14 Por el método de Runge-Kutta clasico (cuarto orden), resuelva la ecuacion

d—w+7w=51nt
dt

con las condiciones iniciales w(0.1)=1 y At =0.0001, T, =1.

7.10.15 Por el método de Runge-Kutta clasico (cuarto orden), resuelva la ecuacion

dh +h=3t%"
dt

con las condiciones iniciales h(0)=2 y Af=0.001, T, =5.

7.10.16 Por el método de Runge-Kutta clasico (cuarto orden), resuelva la ecuaciéon

d
D 1ey= cos(377t)
dt
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con las condiciones iniciales v(0)=0, T, =0.017 con At; =0.00001 y At, =0.000001.

7.10.17 Por el método explicito con m = 1, resuelva la ecuacion
I
dt

con las condiciones iniciales f(0)=0, f(At)=0, At =0.00005 y Ty =0.2

7.10.18 Por el método explicito con m = 1, resuelva la ecuacion

+4f =5t>sen(1207t)

d
% 43¢ =2co0s(3607t)
dt
con las condiciones iniciales g(0)=1, g(At)=9958/9959, At =0.0001 y T, =2

7.10.19 Por el método explicito con m = 1, resuelva la ecuacion

% +8.2z=10
dt

con las condiciones iniciales z(0)=0.2, z(At)=1156 /5549, At =0.001 y T, =1.

7.10.20 Por el método explicito con m = 2, resuelva la ecuacion

ﬂ+2v=5
dt

con las condiciones iniciales v(0)=1, v(At)=104/101, v(2At)=8101/7 651, At =0.01 y T, =
7.10.21 Por el método explicito con m = 2, resuelva la ecuacién
di

—+5i=8
dt

con las condiciones iniciales i(0)=2, i(At)=1001/501, i(2At)=2006/1005, At =0.001 y Ty =2

7.10.22 Por el método explicito con m = 2, resuelva la ecuacion

% +3.6q=te”"
con las condiciones iniciales q(0)=1, q(At)=832/835, q(2At)=969/976, At=0.001 y T =10
7.10.23 Por el método explicito con m = 3, resuelva la ecuacion
dx

—+8x=15
dt

con las condiciones iniciales x(0)=6, x(At)=1271/213, x(2At)=997/168, x(3At)=543/92, At =0.001
Y Tmax =1.

7.10.24 Por el método explicito con m = 3, resuelva la ecuacion

dy ot
Z43y=2
a0

con las condiciones iniciales y(0)=10, y(At)=1867/192, y(2At)=747/79, y(3At)=6225/677,
At =001 y Ty =3.
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7.10.25 Por el método explicito con m = 3, resuelva la ecuacion

d
el 1.9y =te*
dt

con las condiciones iniciales z(0)=1, z(At)=578/695, z(2At)=597/851, z(3At)=928/1539, At=0.1 y
T, .. =1000.

7.10.26 Implemente el método de Euler para resolver el siguiente sistema de ecuaciones
yi+2y,+3y,=6
Vs + 1 +5y,=2

con las condiciones iniciales y,(0)=1, y,(0) =1, At =0.05 y T4 = 5.

7.10.27 Implemente el método de Euler para resolver el siguiente sistema de ecuaciones

; X 9 3 1|[x 4
— X, +12 8 4 Xy |= 7
dt

X3 3 2 6| x; 5

con las condiciones iniciales x,(0) = 1, x,(0) = 1, x5(0) = 1, At=0.01 y T,,,;, = 1.

7.10.28 Implemente el método de Euler para resolver el siguiente sistema de ecuaciones

i X 6 7 5| x 1
—|x, [+[3 9 1| x,[=|1
dt 2 2

X3 5 1 7| x; 1

con las condiciones iniciales x;(0) = 1, x,(0) = 0, x5(0) = -1, At=0.001 y T4, = 15.

7.10.29 Implemente el método de Euler trapezoidal para resolver el siguiente sistema de ecuaciones
dx
L 3x 2%, + x5 =2
dt

dx
_2+x1 +7XZ +x3 =6
dt

d
§+2x1 +8x,+3%; =7

con las condiciones iniciales x;(0) = 0.5, x,(0) = 0.2, x5(0) = 0.7, At=0.01 y T\, s, = 4.

7.10.30 Implemente el método de Euler trapezoidal para resolver el siguiente sistema de ecuaciones

i X 5 1 1| x 1
—|x, |+[1 3 2|[x,|=|1
dt 2 2

X3 1 2 4| x; 1

con las condiciones iniciales x,(0) = 0, x,(0) = 0.1, x5(0) = 0.2, At=0.001 y T,;, = 4.

ax —
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7.10.31 Utilice el método de Euler trapezoidal para resolver el siguiente sistema de ecuaciones
X 6 2 3| x 2
b xz + 1 8 7 .xz = 3
x| |3 4 9] %3 6

con las condiciones iniciales x,(0) = 0.05, x,(0) = 0.11, x5(0) =0, At =0.001 y T, = 2.5.

7.10.32 Utilice el método de Euler trapezoidal para resolver el siguiente sistema de ecuaciones

ax

x| 19 2 3| x
dl 1

9

—|x [+|3 8 1|[x,[=|7

dt 2 2
X3 1 0 9| x;3 1

con las condiciones iniciales x,(0) = 1, x,(0) = 0, x5(0) =0, At=0.0001 y T, = 1.5.

7.10.33 Implemente el método de Runge-Kutta de segundo orden para resolver el siguiente sistema
de ecuaciones

d

£+ 325, +12%, +7x, = 2 sen(377¢)
dx,

E+ 13x, +42x, +21x; =6 cos(754t)
d

§+9x1 +28x, +63x; = 7te™!

con las condiciones iniciales x;(0) = 0.01, x,(0) = 0.02, x5(0) = 0.01, At=0.0001 y T, = 10.

7.10.34 Implemente el método de Runge-Kutta de segundo orden para resolver el siguiente sistema
de ecuaciones

ax —

d
§+15x1 +2x, +3x; = tan(t)

d
%+ 3x; +12x, +1x; =6 cos(7t)

d
f +2x, +8x, +23x; =737

con las condiciones iniciales x,(0) = 1, x,(0) = 1, x5(0) = 1, At=0.0001 y T4 =7 .

7.10.35 Implemente el método de Runge-Kutta de segundo orden para resolver el siguiente sistema
de ecuaciones

d
§+32x1 +14%x, +19x; =7

d.
§+7x1 +51x, +25x; =cos(t)

d
§+11x1 +29x, +47x, =log, (1+t)e

con las condiciones iniciales x,(0) = 0.1, x,(0) = 0, x3(0) =0, At =0.01 y T4, = 25.
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7.10.36 Implemente el método de Runge-Kutta de cuarto orden para resolver el siguiente sistema de

ecuaciones
dx,
- +2x; +0.1x, +0.2x; = sen(2407t)

d
£ . 0.1x; +4x, +0.3x; = cos(5407t)

d
§+0.9x1 +0.8%, +6x; =171

con las condiciones iniciales x,(0) = 0, x,(0) =0, x5(0) =1, Ar=0.0001 y T, = 4.
7.10.37 Implemente el método de Runge-Kutta de cuarto orden para resolver el siguiente sistema de

ecuaciones
d
§+22x1 +10x, +4%x; =17

d
%+3x1 +32x, +1x; =64

d
%“szl +8x2 +25X3 =7

con las condiciones iniciales x;(0) = 0.1, x,(0) = 0.2, x5(0) = 0.1, At=0.001 y T4, = 0.5.
7.10.38 Implemente el método de Runge-Kutta de cuarto orden para resolver el siguiente sistema de

ecuaciones

d
§+0.06x1 +0.03x, +0.01x; =1

d
§+O.01x1 +0.09x, +0.04x; =0

%w.ole +0.01x, +0.08x; = 0%

con las condiciones iniciales x,(0) = 0.01, x,(0) = 0, x5(0) =0, At =0.01 y T4, = 150.
7.10.39 Segtn la ley de enfriamiento de Newton, la velocidad a la que se enfria un objeto es propor-
cional a la diferencia de temperatura entre el objeto y el medio ambiente que rodea al objeto. La ecua-

cién diferencial del proceso es

daTr

—=k(T-T,),

D
donde T representa la temperatura del objeto en el tiempo ¢, T, la temperatura del medio ambiente y k
es la constante de proporcionalidad. Si la temperatura del medio ambiente es de 28° C, la temperatura
inicial del objeto es de 100° Cy k= éln(g J Usando el método de Runge-Kutta de cuarto orden,

determine la temperatura aproximada del cuerpo después de 12 minutos. Compare su resultado con el

valor exacto de la solucion.
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7.10.40 A principios del siglo xx, A. J. Lotka y V. Volterra desarrollaron en forma independiente un
modelo matematico para describir dos especies en competencia, donde una de ellas es un depredador
con poblacidn y y la otra es la presa con poblacion x. Las ecuaciones que describen el proceso son

dx
=~ Ax-B
dt K4
dy
Y _Cy+D
iy

donde A, B,C, D >0 representan las tasas de natalidad y mortalidad de la presa x, y las tasas de mortali-
dad y natalidad del depredador y, respectivamente. Si suponemos que A=2, B=2,C=1, D=1 ylas
poblaciones iniciales de presa y depredador son x(0)=1, y(0)= 3, respectivamente. Use el método de
Runge-Kutta de cuarto orden con un tamano de paso de 0.125 para aproximarse a la solucién en el
intervalo de tiempo 0<¢<10.

7.10.41 Un modelo para la difusién de una enfermedad en una poblacion estd dado por el sistema

é =—ASI

dt

ﬂ = ASI-BI
dt

donde A, B, > 0 representan las tasas de transmision y de recuperacion de la enfermedad, respectiva-
mente, y S e I la poblacion susceptible de ser infectada y la poblacion infectada en el tiempo ¢ (dias).
Considere que A = 0.005, B=0.5. Si la poblacidn inicial de susceptibles e infectados es de 700 y 1
respectivamente, determine el comportamiento de la enfermedad durante los primeros 20 dias.

7.10.42 El movimiento de una luna que se encuentra en una 6rbita plana en torno de un planeta es
descrito por el sistema

d’x__ mx
dt? g r’
dy _ my
dr? g rl

donde r=+/x*+ y?, ges la constante gravitacional y m es la masa de la luna. A fin de simplificar, se
supone que gm = 1. Si x(0)=1,x"(0)=0, y(0)=0, y’(0)=1, la 6rbita es un circulo de radio 1. Haciendo
X1 =X,%, =x",%3=y,%, =y, reduzca el sistema a un sistema de cuatro ecuaciones de primer orden.

2z
Use un tamano de paso R el método de Runge-Kutta de cuarto orden para obtener un periodo de

la Orbita lunar.

7.10.43 Si se drena el agua de un tanque cilindrico vertical por medio de una vélvula en la base del
cilindro. La tasa de disminucion del nivel del agua es

d_y = _k\/_)
dt
donde k es una constante que depende de la valvula, y es la altura del agua dentro del cilindro medida en

metros y t es el tiempo medido en minutos. Si k = 0.05 y la altura inicial es de 3 m, determine el tiempo
necesario para vaciar el tanque.
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Capitulo 8
Valores y vectores propios

8.1 Introduccidon

Al tener una transformacion lineal de la forma

Y =AX (8.1)
donde,
N1 ay  ap i X
Y= )/.2 A= ay 4y X = x:Z (8.23, b, C)
yn anl cee e ann xn

Uno de los problemas mas trascendentes es determinar qué vectores, si los hay, no
cambian de direccién. Como dos vectores no triviales tienen la misma direccién siy sélo
si uno de ellos es multiplo escalar diferente de cero del otro, esto equivale al problema de
determinar aquellos vectores X cuyas imagenes Y son de la forma

Y=1X (8.3)
es decir, aquellos vectores X tales que se cumple que
AX =X (8.4)
Reacomodando algebraicamente esta ecuacion, se llega a

(A—ADX=0 (8.5)

Corolario 8.1 Un sistema homogéneo AX =0 de n ecuaciones lineales con n
incdgnitas tiene una solucién no trivial, es decir una solucién distinta de x; =x, =---=
x, =0, siy s6lo si el determinante de los coeficientes |A| es igual a 0. En forma més con-
creta, si la matriz de los coeficientes A de un sistema homogéneo de n—1 ecuaciones
lineales con # incégnitas AX = 0 tiene rango n—1, entonces una soluciéon completa del
sistema es

www.FreeLibros.me



312 @ CAPITULO 8 Valores y vectores propios

X =cMy|, x, =—c[My), ..., x, =(=1)"" ¢|M,| (8.6)

donde M es la submatriz de (n—1)x(n—1) obtenida a partir de A eliminando su j-ésima columna. Esta
condicién lleva a

ay — A apz in
a ayp—A - :
A-ar=| T - |=0 (8.7)
anl R “ee ann—l

Como resultado se obtiene, obviamente, una ecuacién de grado n en el pardmetro A con primer
. . n ’ .
coeficiente (—1), asi se tiene que

|A=A|=(=1)"[A" = BA" " + BA" 2+ = B, A+ B,]=0 (8.8)

Para valores de A que satisfacen esta ecuacion, y sélo para esos valores, la ecuacion matricial
(A —AI)X =0 (ecuacidn 8.5), tiene vectores solucién no triviales. Las n raices de la ecuacion (8.8), se lla-
man raices caracteristicas, valores caracteristicos, valores propios, autovalores o eigenvalores de la matriz A
y las soluciones no triviales correspondientes de la ecuacion (8.5) son los vectores caracteristicos, vectores
propios, autovectores o eigenvectores de A. De esta forma se esta pasando del problema Y = AX a un pro-
blema de determinacion de valores propios y vectores propios.

Teorema 8.1 si
AT =B A+ B A+ '+(_1)’H ﬂn—ll_'-(_l)n B, =0 (8.9)

es la ecuacion caracteristica de una matriz cuadrada A, entonces f3; es igual a la suma de todos los menores
principales de orden i en A. Para i =1, se tiene el caso especial de,

ﬁ1zﬂu]+l‘2+"'+l‘n=a11+a22+"'+ann (8.103)

lo que se resume como sigue.
La suma de los n valores propios de A es igual a la suma de sus #n entradas diagonales

)ul+l‘2+"'+2~‘n:a11+a22+"’+ann (8-10b)

o

Esta suma se conoce como traza de A. Aun mas, el producto de los # valores propios es igual al de-
terminante de A. No hay duda que para muchas matrices, el problema de valores propios es mas comple-

jo que resolver el sistema de ecuaciones lineales. Sin embargo, para el caso de sistemas de ecuaciones
diferenciales, conduce al proceso de diagonalizacion que, de otra forma, se tendria

dX
——-AX=0 (8.11)
dt
cuya solucion es del tipo
X =Ke™ (8.12)

donde K es un vector de coeficientes que depende de las condiciones iniciales. Para este caso, si se tiene
un sistema desacoplado, no hay duda de que es més sencillo que hacer la evaluacién de la expresion e~
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Se presentan a continuacion algunas propiedades y resultados de la teoria de matrices, suponiendo
que la matriz A tiene coeficientes reales:

1. Una matriz se dice que es ortogonal si a/a; =0y a/a; =1 (i # j), donde el vector g, es la i-ésima
columna de A. Se debe observar que la inversa de una matriz ortogonal se puede obtener sin
hacer célculos, yaque ATA=1,yasi A =A".

2. Los valores propios de una matriz simétrica real son reales. Los vectores propios correspondien-
tes a valores propios distintos son ortogonales.

3. Siunamatriz de orden n tiene n valores propios distintos, entonces hay n vectores propios lineal-
mente independientes, los cuales pueden formar una base para el espacio vectorial. Asi, un vector

n
arbitrario se puede expresar en términos de esos vectores propios; por ejemplo, y = Za,X(’),
donde XV (r =1, 2,..., n) son los vectores propios linealmente independientes. r=l

4. Si XWes el vector propio correspondiente al valor propio A, entonces AX) = 1, XV y AKXV =
AFX ), Asi, el efecto de multiplicaciones sucesivas de un vector propio por la matriz A es multi-
plicar sucesivamente el vector por el escalar 4.

5. Dos matrices A y B se dice que son similares si existe una matriz P no singular tal que B=P'AP.
Es facil observar que dos matrices similares tienen los mismos valores propios debido a que,
AX = AX. Entonces P'AX = AP"'X y, si X =PY, entonces P"'APY = AY. Asf, los vectores pro-
pios de A se pueden encontrar a partir de los vectores propios de B, por la relaciéon X = PY.

NOTA: Las matrices similares, o de similaridad, son aquellas que tienen los mismos valores
propios. Es decir, si B=M"AM entonces A y B tienen los mismos valores propios. Un vec-
tor propio X de A corresponde a un vector propio M X de B. Asi, matrices similares representan
la misma transformacion respecto a diferentes bases. Resumiendo, se tiene que:

Las matrices A y B que representan la misma transformacion lineal T con respecto a dos
bases diferentes vy V son similares si

[T]Va Vv :[I]va \% [T]vu v [I]Va v (8'13)
B =M1 A M (8.14)

6. Si X" es un vector propio de una matriz, entonces cualquier escalar multiplo de éste también es
un vector propio. Algunas veces es conveniente normalizar el vector propio, y esto se puede ha-
cer de dos maneras: Un método de normalizacién es dividir todos los elementos del vector por el
elemento de médulo mas grande; entonces esos vectores tienen unidad respecto al elemento mas

grande. Alternativamente, cada elemento se puede dividir entre la suma de los cuadrados de los
elementos del vector, en cuyo caso los vectores tienen longitud unitaria.

8.2 Forma diagonal de una matriz

En una matriz cualquiera A, si sus vectores propios son X; y se tiene de antemano que AX = AX, entonces
se llega a [Maron et al., 1995], [Grossman, 1996]:

A[Xl Xy - Xn]:[/llxl A Xy )"nxn] (8.15)
Reacomodando el lado derecho de la ecuacion, se llega a
A
A,

AlX, X, - X=X X, o X, . (8.16)
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Agrupando sus vectores propios X; como las columnas de M, se llega a la expresion AM = MA; asi:
resumiendo, se tiene

Suponiendo que la matriz A de (nxn) tiene n vectores propios linealmente independientes, si
ademds esos vectores se eligen para ser las columnas de la matriz M, se tiene que M AM es una
matriz diagonal A, con los valores propios de la matriz A a lo largo de la diagonal

A

MI!AM=A= A _ (8.17)

Asimismo se tiene, por tanto, que

A=MAM" (8.18)

Asi se concluye que si una matriz tiene valores propios distintos, es absolutamente diagonalizable. La
matriz de diagonalizacién M no es unica. Esto se debe al hecho de que cualquier vector propio de A se
puede multiplicar por una constante y sigue siendo un vector propio de A. De esta manera, la matriz M
se puede multiplicar por cualquier valor diferente de cero y se obtiene una nueva matriz de diagonaliza-
cion. La ecuacion AM =MA se sostiene si y solo si las columnas de M son los vectores propios de A.
Ninguna otra matriz M conduce a una matriz diagonal de A. Como no todas las matrices poseen n vecto-
res propios linealmente independientes, se deduce que no todas las matrices son diagonalizables.

8.3 Forma canodnica de Jordan

El objetivo es hacer el producto M AM lo mds cercano a una matriz diagonal, para cualquier matriz A
[Grossman, 1996]. Para una matriz defectiva, el resultado del esfuerzo de “diagonalizar” es la forma ca-
nénica de Jordan J =S7'AS, donde la matriz J es triangular superior. Por tanto, los valores propios que-
dan en la diagonal. En un caso sencillo, A tiene un conjunto completo de vectores propios y éstos son las
columnas de M, lo cual lleva a la diagonalizacién M AM = A. Por otro lado, para el caso general donde
faltan algunos vectores propios y la forma diagonal es imposible, se llega a la forma candnica de Jordan y
la matriz M cambia por la matriz S.

Si una matriz A tiene s vectores propios linealmente independientes, entonces se tiene una ma-
triz en la forma candnica de Jordan con s bloques cuadrados en la diagonal, de la forma

J:
J=S'AS= I . (8.19)

Js

Si una matriz cuadrada A tiene valores propios repetidos, no se puede llegar a una representacion en
la forma diagonal. Sin embargo, se puede llegar a una forma diagonal por bloques, también llamada forma
canénica de Jordan, la cual se obtiene de la siguiente manera:

Se considera una matriz A de nxn con valor propio de multiplicidad n. En otras palabras la matriz
A sélo tiene un valor propio. Por ejemplo, si se supone n =4 donde (A — AI) tiene como rango n—1=3 0
en forma equivalente nulidad 1, entonces la ecuacién
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(A-AD)X =0 (8.20)

tiene solamente una solucién lineal que depende de un parametro. Por tanto, s6lo hay un vector lineal-
mente independiente asociado a A.

Para formar una base en R* se necesitan tres vectores mas, linealmente independientes. Estos tres
vectores X, (n=2, 3, 4) se eligen de tal forma que cumplan con la propiedad

(A-A1)"X, =0 (8.21)
Un vector V se llama vector propio generalizado de grado n si

(A-AI)'V=0 (8.22)
Adicionalmente, se debe cumplir que

(A-A1)"' V20 (8.23)

Si n=1, el problema se reduce a (A—AI)V =0 con V #0, donde V es un vector propio ordinario.
Para el caso anterior donde n =4, se tiene que

V, =V (8.24a)
V,:=(A-A)V, =(A-AI)V (8.24b)
V,:=(A-AI)V, =(A—AI)’V (8.24¢)
V,:=(A-AIV, =(A-A1)’V (8.24d)

A esto se le llama cadena de vectores propios generalizados de longitud n =4, los cuales tienen la

propiedad de que
(A—AD)V=0 (8.25a)
(A-A1)’V,=0 (8.25b)
(A-A1’V,=0 (8.25¢)
(A-A1)'V,=0 (8.25d)

Estos vectores, como se generan en forma automatica, son linealmente independientes y, por tanto,
se pueden usar como base. De las ecuaciones anteriores se puede deducir

EJEMPLO 8.1

AV, = 1V, (8.26a)
AV, =V, + 1V, (8.26b)
AV, =V, + AV, (8.26¢)
AV, =V, +1V, (8.26d)

Ejercicio numérico para el caso de valores propios repetidos. Si se tiene la siguiente matriz

8§ 0 0 8 8
0 0 0 8 8
A=l0 0 0 0 O
0 0 0 0 O
[0 0 0 0O 8]
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Los valores propios de esta matriz son 4, =8, 4, =0, 4; =0, 4, =0 y A; =8.
Del primer valor propio se calcula el primer vector propio con la relacion AV, = AV,. Asi se forma el
siguiente sistema de ecuaciones

8 00 8 8|[xX, X,
000 8 8|x, X,
0000 O X;]|=8x,
0000 OfX, X,
0 0 0 0 8][x;] [x]

En forma expandida, se tiene por tanto que
8X, +8X, +8X; =8X,

8X, +8X; =8X,

O = 8X3
0= 8X4
8X, =8X,

La solucidn a este sistema de ecuaciones es la siguiente:

De la ecuacion 3 se determina que X5 =0

De la ecuacion 4 se determina que X, =0

Sustituyendo X, =0 en la ecuacidn (1), se determina que X; =0

Sustituyendo X, =0y X5 =0 en la ecuacion (2), se obtiene que X, =0

Por tanto, la tinica solucion no trivial es que X, tome cualquier valor, por ejemplo X; =1

N S

Por tanto, el primer vector propio es
v/=[1 0 0 0 0]

El ultimo valor propio repetido es A5 =8, por lo que su vector propio se calcula con la ecuacién de la
forma (26b), o sea AV, =V, + AV;. Con esto se forma el sistema de ecuaciones siguiente:

8X, +8X, +8X; =1+8X,

8X4 +8X5 = 0+8X2

0=0+8X,
0=0+8X,
8X, =0+8X;

La solucion a este sistema de ecuaciones es:

De la ecuacion 3 se determina que X5 =0
De la ecuacion 4 se determina que X, =0 1
Despejando de la ecuacion 1 a X y sustituyendo el valor de X, =0, se encuentra que X5 = P

>

1
De la ecuacion 2, se obtiene que X, = X;. Por tanto, X, = P
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5. Finalmente, de la ecuacion 1 se determina que X, puede tomar cualquier valor, 2siempre y cuando
se cumpla con la restriccién que determina la ecuacién (25b), es decir (A — AI)” V5 =0, lo cual se
cumple con X, =1

Por tanto, el quinto vector propio es

v/=[1 1 0 0 !

8

Del segundo valor propio se calcula el segundo vector propio con la relaciéon AV, = AV,. Asi se forma
el siguiente sistema de ecuaciones:

8X, +8X, +8X; =0X,

8X, +8X; =0X,

0 = OX3
0= 0X4
8X, = 0X;

La solucion a este sistema de ecuaciones es:

De la ecuacion 5 se determina que X5 =0

Al sustituir este valor en la ecuacion 2, se determina que X, =0

Sustituyendo estos valores en la ecuacion 1, se determina que X; =0

Como no hay restriccion para X, y X3, se pueden obtener tres soluciones, pero sélo dos de ellas
son linealmente independientes. Asi se tiene que una de ellas es cuando X, =1y X; =0, yla otra
cuando X, =0 y X; =1. Por tanto, se tiene que la que sirva para calcular V; serd la que se toma
como V,, y la otra como V. Asi se tiene que

> 80 =

Vi=[0 1 0 0 0]yVv/=[0 0 1 0 0]

El tercer valor propio se repite, por lo que su vector propio se calcula con la ecuacion de la forma
(8.26b). Si se utiliza V, como vector propio auxiliar, es decir AV; =V, +AV;, se tiene que la tercera ecua-
cién es 0 =1+ 0X;, imposible de cumplir. Por esta razdn se utiliza V, como vector propio auxiliar, es decir

AV3 = V2 F AV3.
Asi se forma el sistema de ecuaciones siguiente:

8X, +8X, +8X; =0+0X,

8X, +8X; =1+0X,

0=0+0X,
0=0+0X,
8X, =0+0X;

La solucion a este sistema de ecuaciones es:
1. Por la ecuacion 5, se determina que X; =0

1
2. Porla ecuacion 2, se determina que X, = 3
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3. Delaecuacion 1 se deduce que X; =—X,. Por tanto, se tiene que X; =——

4. Como no hay restriccion para X, y X5, siempre y cuando se cumpla que (A — M)Z V; =0, los va-
lores pueden ser X, =1y X; =1

Por tanto, el tercer vector propio es
o 1
vi=[-L 11 1 0]

Agrupando todos los vectores propios, se forma la matriz de diagonalizacidn y su inversa como
sigue:

10_%01 1 0 0 1 -8
01 1 0 é 01 0 -8 -1
S=|0 0 1 1 0o S'=|0 0 0 8 O
1
00 5 00 001 -8 0
1
00 0 0 ¢ 0 00 0 8
De aqui se obtiene la forma candnica de Jordan
100 1 -8][s 008 g||l 0 -5 01
010 -8 —1|f0 0 0 8 8|0 1 1 0 ¢
J=ST'AS=|0 0 0 8 00 0 O O OllO O 1 1 0O
001 -8 0]f0 0000000 2 00
0 00 0 8J0 00O S8lloo 0 o2
de donde se obtiene la matriz J
(8 0 0 0 1]
00100
J=ST7'AS=[0 0 0 0 ©
00000
[0 0 0 0 8]

Si se quiere darle acomodo a la forma candnica de Jordan, se tiene que cambiar el renglén 5 al dos y
la columna 5 se pone en columna 2 y se recorren las demas de tal forma que

Ji

J=ST'AS= . =
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8.4 Potencias de una matriz

Suponiendo que se tienen los valores propios y los vectores propios de la matriz A, entonces los valores
propios de A” son exactamente A7, 13, ..., A7, y cada vector propio de A también es un vector propio de
A’ Asi, si se parte de la expresion A = MAM™, se tiene, por tanto [Grossman, 1996]

A?=(MAM™")(MAM ) (8.27)
En esta expresion, el producto M™' por M se cancela, para dar finalmente
A2 =MA’M™" (8.28)

En resumen se tendra:

Los valores propios de A* son Af, A%,..., A¥ ala k-ésima potencia de los valores propios de la
matriz A. Cada vector propio de A también es un vector propio de A¥, y si la matriz M “diago-
naliza” la matriz A y también la matriz A, asi

AF=(M"'AM)(M'AM)---(M'AM)=M"'A*M (8.29)

Cada M™" cancela una M, excepto por la primera M~ y la tltima M.
Sila matriz A es invertible, esta regla también se aplica a su inversa, donde k =—1, asi, los

valores propios de A™ son —.

A;

8.5 Ecuaciones diferenciales

Cuando se tiene un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma (8.11), es decir

2 _AX=0 (8.30)
dt
cuya solucion depende de la evaluacion de la exponencial de A, hay varias posibilidades de resolver este
problema; todas conducen al mismo resultado. Las dos posibilidades mas utiles se basan en: dar la defi-
nicion directa de la exponencial de una matriz; la otra posibilidad es darle la interpretacion fisica a la
ecuacion diferencial y a su solucién mediante el uso de la diagonalizacion [Strang, 1988], [Grossman,
1996]. Este es el tipo de sistemas de ecuaciones diferenciales que tiene amplias aplicaciones.
Para una matriz general A, lo natural es imitar o seguir la definicién de series de potencia

2 3

eX=1+x+x_+_+... (8.31)
20 3!

Sustituyendo la variable x por At, y el uno por la matriz identidad, entonces se llega a

2 3
At At
e‘Af=I+At+—( ) +—( ) Heoe (8.32)
2! 3!
La ecuacién diferencial tiene la solucién X = Ke™'. Asi, diagonalizando la matriz A y sustituyéndola
en la ecuacion (8.32), se llega a

(MA’M™) 2 (MA’MT) £

+ +

o 3 (8.33)

e =1+(MAM™) ¢+

Esto conduce a

2 3
e*At =M I+At+M+M+‘“ M! (8.34)
2! 3!
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En la ecuacidn anterior, la expresion entre paréntesis corresponde a la evaluacion de la exponencial
de e, por lo que sustituyéndola se llega finalmente a

e A =Me MM (8.35)

Resumiendo, un sistema de ecuaciones diferenciales tiene la siguiente solucion:

d
Si A se puede diagonalizar de la forma A = MAM™, entonces la ecuacién diferencial d_u =Au
tiene la solucion t

u(t)=u(0)e ™ =u(0)Me MM (8.36)

donde u(0) depende de las condiciones iniciales.

La estabilidad de una ecuacion diferencial sélo depende de la parte real de los valores propios. De esta
. .z . . u
forma se tiene que la ecuacion diferencial o Au es:
Estable y e*' — 0 siempre que todas las partes reales de los valores propios sean menores que cero,

Re(4;)<0.

» Marginalmente estable cuando todas las partes reales de los valores propios sean menores o iguales
que cero, Re(4;) <0, donde en algunos casos se tiene que Re(4;)=0.
« Inestable y e* crece sin fin si algtin valor propio tiene parte real positiva, Re(4;)>0.

8.6 Teorema de Cayley-Hamilton

Puesto que una matriz cuadrada no nula, es semejante a una matriz diagonal, la ecuaciéon p(X)=0 siem-
pre es resoluble [Grossman, 1996]. De aqui se infiere el siguiente teorema:

Teorema 8.2 Cualquier matriz cuadrada A de orden n satisface una ecuacién polinomial cuyo
orden es, como méximo, n. En efecto, para cualquier matriz cuadrada A, siempre hay una ecuacién poli-
nomial de orden » a la que satisface A.

Demostracion Para demostrar el teorema anterior, es necesario definir lo que se entiende por valor de
un polinomio cuyos coeficientes no son escalares, sino matrices cuadradas, por ejemplo

F(A)=Cy+CA+---+CAF (8.37)

Cuando se sustituye la variable escalar A por la matriz cuadrada A, como la multiplicacién matricial
no es conmutativa, es claro que, en general, las distintas potencias de A no se conmutaran con las matrices
coeficiente de F(A).

Teorema 8.3  Si F(1)y P(1) son polinomios en la variable escalar A con coeficientes que son ma-
trices cuadradas, y si P(1)=F(1)(A — AI), entonces p(A)=0.

Demostracion  Suponiendo que

F(A)=Cy+CiA+---+C A%, (8.38)
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donde C,, C, ... C; son matrices de nXn, entonces
P(A)=(Cy+CiA+---+C A" )(A-AI) (8.39)
Desarrollando la ecuacion, se llega a
P(A)=CyA+C AL+ --+CALF —CyA—C A% —---—C A (8.40)
Sustituyendo A por A, se obtiene

P(A)=CyA+CA*+---+C, A" —C,A—CA? —---—C AF =0 (8.41)

Teorema de Cayley-HamiIton Toda matriz cuadrada satisface su propia ecuacién caracte-
ristica.

Demostracion Sea A una matriz cuadrada de nxn cuya ecuacion caracteristica es

a;—A ap, .. a,
A-ar=| "2 Ao o (8.42)
N ay o Gy —A
Se tiene, por la definicién de matrices, que
[adj(A - AT)](A—AT)=|A - AT[T=(-1)" [/I”I—ﬁlxl”‘ll+---+(—1)" ﬂnl] (8.43)
o bien
(-1 [ 2T B A" L4 (-1)" B | = F(A)(A - A1) (8.44)
L

Esta es una relacion en A con coeficientes matriciales. Asi, el primer miembro debe anularse cuando
se reemplaza A por la matriz A. Por tanto, se llega a

A"—BA 44 (-1)" BI=0 (8.45)

Es decir, la matriz A satisface su propia ecuacion caracteristica.

8.7 Calculo de valores propios y vectores propios

Para desacoplar un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, el problema se reduce al cdlculo de
vectores propios y valores propios de la matriz de acoplamiento. Existen muchos métodos para encontrar
estos vectores propios; entre ellos, los mas comunes son:

a) Meétodo de Jacobi

b) Mdétodo de Given

c¢) Mdétodo de Householder

d) Multiplicacién sucesiva por y®
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e) M¢étodo de potenciacion
) Métodos L-Ry Q-R

Todos ellos, con diferentes principios y metodologias, tratan de encontrar todo el conjunto de valores
propios y vectores propios. A continuacién se da una descripcion de cada uno de ellos.

8.7.1 Método de Jacobi

Los métodos de Jacobi usan transformaciones de similitud para obtener una matriz transformada con los
mismos valores propios, pero con una estructura simple. Las matrices de transformacién que se usan son
matrices ortogonales. Se puede demostrar que éstas son las mas adecuadas para la minimizacién del error
en el proceso. La forma mas sencilla que se puede lograr es la forma diagonal, ya que los valores propios
estaran disponibles directamente en los elementos diagonales. El método de Jacobi estd ideado para dar
una forma diagonal eliminando sistematicamente los elementos fuera de la diagonal [Mathews et al,
2000], [Burden et al., 2002], [Nieves et al., 2002]. Esto, sin embargo, es un proceso iterativo que requiere
un gran numero de pasos. Esto presenta dos desventajas: primero, el proceso puede converger lentamen-
te 0 no converger; segundo, la necesidad de truncar el proceso puede producir errores que alteren seria-
mente la solucién correcta.

El esquema computacional es muy sencillo. Se forma una nueva matriz A, =P 'AP, utilizando una
matriz P, que introduce un elemento cero fuera de la diagonal en A;. Se produce una matriz mas A, como
A, =P;'A P, en la cual se produce un nuevo cero fuera de la diagonal. Desafortunadamente, en el pro-
ceso de Jacobi, la introduccién de cada nuevo cero, en general, introduce un nuevo elemento dentro de
las posiciones previas con ceros. El proceso contintia trabajando sistematicamente a lo largo de un ren-
glén y luego el siguiente, introduciendo elementos ceros, o de manera alterna, eliminando el elemento
fuera de la diagonal de médulo mads grande en cada etapa. El proceso termina cuando todos los elemen-
tos fuera de la diagonal son menores en médulo que alguna cantidad pequefia especificada. De esta ma-
nera, los valores propios son los elementos de la diagonal.

Debido a que el calculo computacional se lleva a cabo con matrices ortogonales, no se necesita calcu-
lar la inversa, que esta dada por P! =P. La forma final de la matriz es

A= PrTPrTA " 'PlTAP1 PP (8.46)
v, si Y es el vector propio de A,, el vector propio de la matriz original es
p---P._PYY (8.47)

Las matrices ortogonales que se usan en el método de Jacobi son extensiones de una matriz rotacional
en dos dimensiones. La matriz rotacional (nx 1) para rotar en el plano (r, s) esta determinada por matri-
ces unitarias con los siguientes cuatro cambios.

a,, =cosf (8.48a)
a, =—sen6 (8.48b)
a, =sen6 (8.48¢)
a,, =cos6 (8.48d)

Por ejemplo, la siguiente matriz corresponde a una rotacién en el plano (2, 3).

1 0 0 O
0 ¢c -s O c=cosf
P = , (8.49)
0 s ¢ O s=senf
00 0 1
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La transformacién P' AP, da la matriz

all Calz + Sa13 _Salz + Ca13 314
Cay +5a3 PGy +CSay +C5A3 +5%A3;  —CSAyy +CP Ay —$7A3y + €533 Cayy + 503, (8.50)
—S0y +Cay  —CSAy — S Ay + A3 +CSA33  SPAy —CSAyy — SCA33 +CPA3,  Cdsy — SOy

a41 6(142 + Sa43 _5(142 + Ca43 (144

El método de Jacobi reduce un coeficiente a cero escogiendo un valor de 6 tal que el elemento de la po-
sicién (2, 3) se haga cero. El método se usa normalmente para matrices simétricas, por lo que se requiere

(2 =s?)ay +cs(as; —a,)=0 (8.51)
o bien
20y
tan20 = (8.52)
Ay —dsz

8.7.2 Método de Given

El método de Given se basa en una transformacién matricial del mismo tipo que el método de Jacobi; pero
el esquema estd disefiado de tal forma que ningtin cero que se cree se retenga (cambie) en las transforma-
ciones subsecuentes. Cuando se realiza la rotacion en el plano (r, s) se elimina el elemento (r —1, s) para
(r=1,2,....,n—1)y (s=r+2,r+3,...,n). Entonces, para la rotacién anterior en el plano (2, 3), se elige el
valor de 6 para satisfacer

—say, +ca;; =0 (8.53)
tan =42 (8.54)
ap
o0, en forma mas general,
tang = Zr-Ls (8.55)
ar—Lr

Se observa que los elementos de la diagonal principal, y los elementos inmediatamente arriba y abajo,
permanecen diferentes de cero. Entonces, el resultado final del proceso no es una forma diagonal simple,
sino la llamada forma tridiagonal.

X X 0

X

(8.56)

Los valores propios de una forma tridiagonal no se pueden encontrar de manera automatica, como
en el caso de la forma diagonal. Sin embargo, el método de solucion es bastante sencillo. Esto hace que en
la reduccion a la forma tridiagonal valga la pena el empleo de una computadora. Es facil ver que los ceros
se conservan si la eliminacion se hace de manera sistematica en todo el primer renglén, comenzando por
el elemento (1, 3), y a continuacién en todo el segundo renglén, empezando con el elemento (2,4), et-
cétera.
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Si la matriz A es no simétrica, el método de Given se puede seguir aplicando. Sin embargo, la forma
final no sera la forma tridiagonal simétrica, sino la forma Hessenberg,

(8.57)

Aunque el método anterior efectiia una simplificacion considerable en la forma de la matriz, esto
tendra poco valor, a menos que la matriz tridiagonal resultante tenga una forma apropiada para una so-
lucion facil. De hecho, la forma tridiagonal conduce a la secuencia Sturm, la cual es facil de calcular. En-
tonces, puede ser facil encontrar una aproximacion a las raices y después precisarlas, por ejemplo, con el
método de Newton. La secuencia Sturm se genera con una secuencia recursiva como se describe a conti-
nuacion. Si se deja que f, (1) sea el valor del determinante

al - l bz O
b2 612 - )« b3
b3 613 - A (8'58)

el cual define la ecuacion caracteristica de una matriz tridiagonal. Extendiendo el determinante por la
ultima columna, resulta

fi(A)=(a, =) f.(A)=b] f,,(A) (8.59)

lo cual es cierto parar=n,n—1,..., 2.
Si se define

fo(A)=1 (8.60a)

fi(A)=(a, =), (8.60b)

entonces las ecuaciones (8.59) para r =2, 3,..., n y (8.60) definen una secuencia de valores que es la se-
cuencia Sturm. El numero de cambios en signo de esta secuencia se puede tabular para varios valores de
Ay determinar la posicién aproximada de las raices.

Asi, es posible utilizar un método iterativo adecuado para encontrar con bastante precision (ejemplo,
€, =(10)7) el valor de una raiz. En esta forma las raices individuales, o todas las raices, se pueden encon-
trar de acuerdo con los requisitos del problema. El proceso es computacionalmente conveniente, ya que
el proceso para calcular la secuencia Sturm también produce, como un término de la secuencia, el valor
de la funcién f, (1) necesario en la iteracion de la ecuacion.

8.7.3 Método de Householder

Aunque el método de Given tiene un avance considerable respecto al método de Jacobi, éste se ha reem-
plazado por el método de Householder [Nakamura, 1992], [Maron et al., 1995], [Burden et al., 2002]. Este
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método también usa transformaciones ortogonales para reducir una matriz simétrica a una matriz similar
con la forma tridiagonal simétrica. La ventaja del método es que todos los posibles ceros en un reglon se
producen con una sola transformacién. El método Householder, por tanto, emplea (7 —2) transformacio-

2
—3n+2
nes de similitud comparado con [nTn] para el método de Given. El método Householder es compu-

tacionalmente mas complicado, pero queda todavia una reduccion sustancial en tiempo de computo.
Asimismo, la disminucion del nimero de operaciones de computo reduce el error propagado.

Teorema (de reflexion de Householder) 8.4  si Xy Y son vectores que tienen la misma
norma, entonces existe una matriz ortogonal simétrica tal que

Y =PX (8.61)
donde
PO =1_2WO[W®]",  [wh] wh =]
con
W XY (8.62)
X -]
debido a que P, es ortogonal y simétrica. Por tanto, se tiene que P~' =P. o

Corolario (k-ésima matriz de Householder) i se deja que A sea una matriz de (nxn) y X
cualquier vector, si k es un nimero entero entre 1<k <n—2, se puede construir un vector W*) y una
matriz P® =1-2wW® [W(k)]T tales que

e ] [
Xk Xk
POX=PP| x., [=]=S|=Y (8.63)
Xk+2 0
L x» 1 L O]

Suponiendo que A es una matriz simétrica de (nxn), entonces una secuencia de n —2 transformacio-
nes de la forma PAP reduce la matriz A a una matriz simétrica tridiagonal, la cual es similar a la matriz
A. La primera transformacion esta definida por A; =P, AP;, donde la matriz P, se construye a partir del
corolario, con el vector X igual a la primera columna de la matriz A. En forma general, P, tiene la siguien-
te estructura:

S O o =
S
IS
S
b

_0 pn2 pnn_
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Como resultado, la transformacion A; = P,AP, no afecta el elemento a,; de la matriz A. La matriz
resultante tiene la forma

a; u 0 0 0
U, 21 Wo Wy ot Wy
Wi Wss
A, =PAP, =
W
_0 Wn2 Wnnd

debido a que el vector X es la primera columna de A, de acuerdo con la ecuacion (8.63). Esto implica que
u, =—S. La segunda transformacién de Householder se aplica a la matriz A, donde P, se construye apli-
cando el corolario con el vector X, igual a la segunda columna de la matriz A,. En forma general, P, es

1 0 O o -+ 0

01 0 o -+ 0

0 0 ps pu P3n
P2 =

0 0 ps pu

¥0 O pn3 pnn‘

El bloque de identidad de (2x2) en la parte superior izquierda garantiza que la tridiagonalizacion
lograda en el paso anterior no se altere por la siguiente transformacion, A, =P,AP,.
La matriz resultante tiene la forma siguiente:

(111 u1 0 0 A 0 1
U, 2z U, o - 0
Uy 2, Wy Wy

A2 :P2A1P2 = 0 w w
43 44

0 0 w, Won

La (n—2) transformacién de Householder se aplica a la matriz A,,_; con el vector X igual ala (n—2)
columna de la matriz A,_;. En forma general, P, _, es

1 0 0 O
01 0 O
0 0
Pn—2 =
0 0 1 0
: : pn—L n—1 pn—l, n
_0 0 - 0 Pn,n—l Pn,n B

El bloque de identidad de ((n—2)%(n—2)) en la parte superior izquierda garantiza que la tridiagona-
lizacién lograda en el paso anterior no se altere por la siguiente transformacién, A, , =P, ,A, 3P, ,.La
matriz tridiagonal resultante tiene la forma siguiente:
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(a;, u, O i
u, z; U
uz Zz .
An—2 = Pn—ZAn—SPn—2 = . .
0o . . U,y 0
un—z Zn—2 Wn—l, n
Lo 0 - 0 Wuna Wu. |

El vector W) se forma de la siguiente manera

T 1
[W(k)] :E[O = 0 (xk+1+s) Xks2 xn]

donde

k es el numero de transformacion.

S = sign(x )\/m
j=k+1
R= 2(8)(xk+1 + S)

La seccién 8.9.1 proporciona el cddigo desarrollado en Matlab para reducir una matriz simétrica a
una forma tridiagonal utilizando el método de Householder.

0 EJEMPLO 8.2

Usar el método de Householder para reducir a una matriz a su forma tridiagonal simétrica,

(8 2 5 2 7 2]

2 5 4 7 2 8

5 4 7 3 5 4
A=

2 7 3 3 7 9

7 2 5 7 4 1

12 8 4 9 1 9]

Se calcula la primera matriz de transformacion donde k=1

[X0]"=[8 2 5 2 7 2]

S=(Q) +(5) +(2) +(7) +(2)* =9.2736

R=4/2(9.2736)(2+9.2736) = 14.4601

0 0
2+9.2736 | |0.779%
woo_ L | 5 |_|03458
144601 2 0.1383
7 0.4841
L 2 ] lo.a3s3]
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PO =1—2w® [W(l)]

A = pOApD =

10 0
0 —02157 —0.5392
r [0 —0.5392 07609
|0 —02157 -0.0957
0 —0.7548 —0.3348
[0 —0.2157 —0.0957

[ 8 92736 0
~92736 172209  1.2562
0 12562 2.1622
0  —65282 —4.4483

0 77757 24924
| 0 40481 27918

0
—0.2157
—0.0957

0.9617
—0.1339
—0.0383

0
—6.5282
—4.4483
—2.1846
-1.7215

4.0780

Se calcula la segunda matriz de transformacion donde k=2

0 0
—0.7548 —0.2157
~0.3348 —0.0957
—0.1339  —0.0383
05313 —0.1339
~0.1339  0.9617 |
0 0
7.7757  —4.0481
24924 27918
~1.7215  4.0780
64608 —6.8024
—6.8024  4.3406 |

[X®]" =[-92736 172209 12562 —6.5282 7.7757 —4.0481]

S=(N(1.2562) +(=6.5282)> +(7.7757) > +(-4.0481)* = 11.0020

R=+/2(11.0020)(1.2562+11.0020) = 16.4234

w® =
16.4234

PO =1-2Ww®@ [W(Z) |

A = p@ADOPQR) =

0
0
1.2562+11.0020
—6.5282
7.7757
—4.0481

T

S O O o o +~

-

8
—9.2736
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0
0
| 0.7464
1 -0.3975
0.4735
1 1-0.2465
0 0 0 0 ]
0 0 0 0
—0.1142 05934 —0.7068 0.3679
05934 06840 03764 —0.1960
~0.7068 03764 05517  0.2334
03679 —0.1960 02334 0.8785 |
—9.2736 0 0 0 0
172209 —11.0020 0 0 0
~11.0020 110757 —6.9921 22504 3.6115
0 —6.9921 —2.0032 —0.1950 —0.0597
0 22504 —0.1950 25672 —0.7935
0 36115 —0.0597 —0.7935 —0.8607 ]




8.7 Calculo de valores propios y vectores propios @® 329

Se calcula la tercera matriz de transformacion donde k=3

T
[X®] =[0 -11.0020 11.0757 —6.9921 2.2504 3.6115]

S=(=1)(=6.9921) +(2.2504)* +(3.6115)* = —8.1851

R=+/2(-8.1651)(—6.9921 —8.1651) = 15.7625

0 0
0 0
15.7625| ~6.9921-8.1851 | | —0.9629
2.2504 0.1428
36115 | [ 02291 |
100 0 0 0 ]
010 0 0 0
PO 1 awO[woT o[® @ L O 0 0
0 0 0 —0.8542 02749 04412
0 0 0 02749 09592 —0.0654
[0 0 0 04412 —0.0654 0.8950 |
[ 8 92736 0 0 0 0 ]
92736 172209 -11.0020 0 0 0
A _pos@pe_| O 110020 110757  8.1851 0 0
0 0 81851 —14912 09853  0.1961
0 0 0 09853 22059 —1.1304
L o 0 0 0.1961 —1.1304 —1.0114]

Se calcula la cuarta matriz de transformacion (ultima para este caso) donde k=4=n—-2

T
[X®] =[0 0 81851 -1.4912 0.9853 0.1961]

S=(1(0.9853)> +(0.1961)> =1.0046

R=1/2(1.0046)(0.9853+1.0046) =1.9995

) . SRR
0 0
@__1 ¢ _| O
1.9995 0 0

0.9853+1.0046 | | 0.9952

01961 | |0.0981
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1000 0 0
0100 0 0
P = 1 2w [ W] = 0010 0 0
0001 0 0
0 0 0 0 —09808 —0.1952
[0 0 0 0 —0.1952 0.9808 |
[ 8 92736 0 0 0 0
~92736 17.2209 —11.0020 0 0 0
A0 _papw | O -110020 110757 81851 0 0
0 0 81851 —14912 -10046 0
0 0 0  -10046 16505 1.6602
L0 0 0 0 1.6602  —0.4560

De esta forma se llega a una matriz tridiagonal simétrica, la cual es similar a la matriz original.

8.7.4 Multiplicacién sucesiva por y®

Los métodos iterativos son mas adecuados para problemas en los que se necesitan encontrar sélo una o
dos raices, aunque hay forma de extender estos métodos para encontrar cualquier cantidad de raices.
Aqui se supone que todos los valores propios son distintos. Por tanto, los vectores propios son linealmen-
te independientes. Asi, un vector arbitrario se puede expresar en la forma

y= zarx@) (8.64)
r=1

Para encontrar el valor propio mas grande y su correspondiente vector propio, se multiplica un vec-
tor arbitrario y(o), sucesivamente, por la matriz A. En general, la secuencia de vectores y(k) va a converger
al vector propio, y la proporcion de elementos sucesivos va a converger al valor propio. Por ejemplo, si se
deja que 4, sea el valor propio mas grande y XV su vector propio correspondiente. entonces

g9 = AWy = A(k)iarX(‘) = A“‘)iarlf‘x(’) (8.65)
r=1 r=1
Asi,
k k
y) A
AF=laXW4a,| 22| X@ 44| 22| X (8.66)
A’l A’l

k
A
El valor de (Z’) (r #0) tiende a cero cuando k tiende a coy asi, todos los términos son despreciables,

excepto el primero de ellos. Entonces, y*) tiende a un escalar multiplo de XV, y la relacion de un elemen-
to y,(k+l), para el elemento correspondiente y,(k), tiende a A, cuando se incrementa k.

Se puede observar que la convergencia sera mas rapida si el vector inicial contiene una gran compo-
nente de XW. Si las componentes de XV son completamente erréneas, por ejemplo, a, =0, entonces pa-
rece que la secuencia no puede converger al vector propio dominante.

Sin embargo, los errores de redondeo normalmente van a producir una componente de X" amplifi-
cada que, finalmente, serd la dominante. Si la convergencia se hace lenta con la eleccién de un vector en

particular, entonces algunas veces se puede hacer un progreso mas satisfactorio eligiendo un vector inicial
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diferente. La rapidez de la convergencia se ve claramente afectada por la proporcion del médulo de los
dos valores propios mas grandes. Cuando esta proporcion estd cerca de la unidad, da como resultado una
convergencia muy lenta.

El proceso computacional es ligeramente diferente del proceso descrito anteriormente, ya que el cre-
cimiento ilimitado de y* se puede evitar de la siguiente manera:

1. Elvector y'® se normaliza de acuerdo con el elemento de médulo més grande.
El vector se multiplica por la matriz A.
3. Elnuevo vector se normaliza dividiendo cada elemento entre el elemento de médulo més grande,
el cual designamos como ;.
4. Elvector y'® se multiplica repetidamente por la matriz A y se divide entre el factor g hasta que
el valor de g, v g, difieran en un valor pequeno previamente especificado. El valor de g, da el

valor propio mas grande y el vector y) es el vector propio correspondiente.

La seccion 8.9.2 proporciona el cddigo desarrollado en Matlab para determinar los valores y vectores
propios de una matriz de 3% 3 utilizando la técnica de multiplicaciéon sucesiva por un vector cuales-

quiera.

EJEMPLO 8.3

Utilizando el método de multiplicacion sucesiva, calcular el valor propio de mayor moédulo y su vector
propio correspondiente, de la siguiente matriz:

co U1 N
O B~ W

La expresig)n aiterar tiene la estructura Y**!) = AY™®), Por tanto, si se tiene un vector inicial cualquie-
ra como [Y(O)] =[1 4 8], como primera iteracién después de normalizar el vector Y® en forma lineal,
es decir dividiendo todo el vector entre el elemento de mayor mddulo para hacer el nimero mas grande

unitario, se tiene

7 2 37[0.1250
YU =AY? =|6 5 4]l0.5000
2 8 9]]1.0000

En la siguiente tabla se resumen las siguientes iteraciones hasta encontrar dos soluciones consecuti-
vas con un error de una milésima.

Tabla 8.1

Resultados de aplicar el método de multiplicacion sucesiva de una matriz,

por un vector para encontrar el valor propio de médulo més grande y su vector propio.

#iteracion 0
(¥) 0.1250
Y 0.5000
1.0000
a 8.0000

1

0.3679
0.5472
1.0000

13.2500

2

0.4726
0.6337
1.0000

14.1132

3 4 5

0.5045 | 0.5127 | 0.5146
0.6663 | 0.6753 0.6775
1.0000 1.0000 1.0000

15.0147 © 15.3393  15.4278
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6

0.5151
0.6780
1.0000

15.4494

7

0.5152
0.6782
1.0000

15.4544

8

0.5152
0.6782
1.0000

15.4556

9

0.5152
0.6782
1.0000

15.4558
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8.7.4.1 Raices complejas conjugadas

Sila raiz de médulo mas grande es compleja, entonces, ya que la matriz A es real, debe haber otra raiz de
igual médulo, que es el complejo conjugado. El andlisis previo no es muy relevante, y las multiplicaciones
por la matriz A no van a producir una secuencia de vectores que converja. Si el vector inicial arbitrario
v se expande en términos de sus valores propios, entonces, después de muchas multiplicaciones por la
matriz A, todos los términos, excepto dos seran insignificantes. Asi,

y® =g AFX0 4,2 X" (8.67)

El siguiente analisis muestra como se pueden encontrar los valores propios. Si se deja que A, y 41 sean
las soluciones de la ecuacidn cuadratica

A*+ad+b=0, (8.68)
donde a y b son cantidades desconocidas en esta etapa, se toman tres vectores consecutivos de la secuen-
cia y, y y y(+2) 'y se forma la siguiente combinacién lineal

) 4 gy (D) py () = g 3 E2X0 4 g 71 x"+ a[allf‘“X(l) rad X" ]
- (8.69)
+b|:a1/llkx(l)+al/l1x ]
o bien,
_k— — —
y ) g gy () 4y () < g 2 kX @) [/lf +al, +b]+a211 x" [/112 +al, +b], (8.70)

entonces, conociendo a y b, se puede formar una combinacidn lineal de tres vectores consecutivos que
serd, aproximadamente, igual al vector nulo. El problema considerado es el calculo de la inversa. Por tan-
to, se trata de encontrar valores de a y b tales que una combinacion lineal de tres vectores consecutivos
den el vector nulo. Si se toman dos componentes cualesquiera de estos vectores y la combinacion lineal
se iguala a cero, se generan dos ecuaciones para los dos valores desconocidos a y b. Esto normalmente se
puede resolver como

yi<+2+ay:<+1+byi( =0 (8718)
V&2 ay 4y = 0 (8.71b)

Una vez que se conocen los valores de a 'y b, entonces la ecuacion (8.68) se puede resolver para encon-
trar los valores de A, y A1. El vector propio X! se encuentra a partir de dos vectores consecutivos

Y(k+1) _ Ily(k) _ alxllk [11 - ]X(‘) (8.72)

<+ o
y X se encuentra de una forma similar

v - 4y ® =g 2 [ -4, X" (8.73)

Practicamente, el proceso iterativo continua hasta que los valores de a y b sean en efecto constantes,
o s . k . .
sin importar cudles componentes de los vectores v®) se usen, y tampoco cambian los valores de una ite-
racion a otra.

8.7.4.2 lteracion inversa para la raiz mds pequefia

Con una simple modificaciéon al método anterior, es posible usar iteraciones para encontrar el valor pro-
pio mas pequeiio. La penalidad es que el nuevo proceso involucra la solucion repetida de conjuntos de
ecuaciones lineales simultdneas. La solucion se basa en la propiedad de que los valores propios de A™" son
los inversos de los valores propios de A; por tanto, el valor propio mas pequeno de A es el valor propio
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més grande de A™". Los vectores propios de A y de A~ son los mismos. Por tanto, se itera con A™,
ejemplo:

y = Aty (8.74)

Sin embargo, se ha mostrado que el proceso de encontrar A™' de modo explicito es ineficiente y se
puede reemplazar por la eliminacién gaussiana. Esto se puede hacer en este problema encontrando la
secuencia de vectores y™ resolviendo la sucesién de ecuaciones

yW=AlykD k=12, (8.75)

Después de la primera reduccion a la forma triangular, la solucion que le sigue utiliza la multiplica-
cién por una matriz triangular y la sustitucion regresiva, de manera que se reduzca el tiempo de calculo.
Después de cada solucién, el vector y*) se normaliza dividiendo entre el elemento de mayor médulo g;.
El proceso se detiene cuando la diferencia entre dos valores sucesivos de g, es menor que algin valor es-
pecificado. La magnitud del valor propio més pequefio de A esta dado por gi', y el vector propio por y®.

8.7.4.3 Encontrar la raiz mas cercana al valor dado

Si B=A - pI, donde se pide el valor propio mas cercano a p, los vectores propios de A satisfacen la ecua-
cion AX = AXy, por tanto, también satisfacen la ecuacion

(A-p)X=(1-p)X (8.76)

Esto significa que los vectores propios de A y de B son los mismos, y los nuevos valores propios son

(A= p). Asi, el valor propio A; més cercano a p corresponde al valor propio més pequefio de B, y el méto-
- . Sl o

do de la seccién previa se puede usar para encontrar (A; — p) . Si el divisor es g;, como antes, entonces

p+1

A; =+—,y el vector propio es igual a y.
Gk

8.7.4.4 Extension del método

En seguida se describe un proceso para extender el esquema anterior para encontrar todos los valores
propios de una matriz. Sin embargo, el proceso no se recomienda para matrices muy grandes, ya que el
error que se va acumulando puede ser al final muy grande. La base de este método es eliminar, de alguna
manera, el valor propio mds grande y su respectivo vector propio, de tal forma que el esquema iterativo
anterior seleccione el siguiente valor propio mas grande. El proceso se conoce como deflacion. Si se deja
que A, sea el valor propio mas grande y que X' sea su vector propio correspondiente, la matriz A se di-
vide suponiendo que el elemento de XV es el mas grande. Si se supone que el primer elemento es el més
grande, la matriz A se representa por

A= (a‘) (8.77)
B

donde a, es el primer renglon de A, y B es la matriz de [(n—1)xn] de los renglones que quedan. Debido a
que el componente més grande del vector XV es el primero, todos los vectores afectados se normalizan
de tal manera que el primer elemento sea unitario. Se forma una matriz de la forma

A, =A-XWa, (8.78)

Se va a demostrar que A, tiene valores propios A; (i=1,2,...,1) que son los mismos que para A, y los
valores propios restantes son iguales a cero. Considere cualquier otro valor propio A; de A con su corres-
pondiente vector propio X,

A, (X(l) — X(i)) - A(X(l) —x ) _ X(l)al (X(l) - X(i)) (8.79)
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Debido a que a, es el primer renglén de la matriz A, el producto a; X" es el primer elemento del
vector A, X", Esto es igual a A, debido a que el vector est4 normalizado.
Asi, el lado derecho de la ecuacion (8.79) es igual a

XM - 2,XD XV (4, -4,) =4, (X0 -XD) (8.80)

Esto muestra que los valores propios A; (i=1,2,...,n) son valores propios de la nueva matriz, y los
vectores propios correspondientes son (X(l) -x® ) También

A XY =AXW - XM, X = AXD -2, XV =0, (8.81)

de tal forma que el valor propio restante es cero. La matriz A, ahora se puede usar para iterar para el
proximo valor propio mas grande, y asi sucesivamente.

Cuando se ha encontrado el vector propio r'?, correspondiente al valor propio més grande de la
matriz A, se puede usar para encontrar el vector propio de A, correspondiente al valor propio A,. Se su-
pone que A, es el proximo valor propio més grande. De lo anterior se tiene que r® es un escalar multiplo
de (X" —X@), por ejemplo

or® = X0 _x @ (8.82)
Asi,
X@ = X0 _ @ (8.83)

donde c es la constante que se debe encontrar. También,

a,X?=a,XV—-ca,;r® (8.84)
Az = )’1 _Calr(z) (8.85)
y de aqui se determina el valor de ¢,
(4,-4,)
c=——— (8.86)
a,r?

que entonces se puede sustituir en la ecuacion (8.83) para dar X2

8.7.5 Método de potenciacién

Este método usa la caracteristica de una matriz que sea diagonalizable; es decir, se puede encontrar una
matriz de la forma

M'AM=A (8.87)
donde M es la llamada matriz de vectores propios de A que la “diagonalizan”. Esto conduce a
A=MAM" (8.88)
Si se asocia C=M y R=M", se obtiene
A=CAR (8.89)
Expresando la ecuacion anterior en particiones de C y R, se puede representar como

A=CAR,++C,AR, (8.90)
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Como A es un valor constante, se puede conmutar para dar
A=ACR, +-+1,C,R, (8.91)
donde C,R,, se asocia a la n-ésima matriz idempotente, es decir:
1,=C,R, (8.92)
Asi, el proceso finalmente conduce a
A=A +-+A1, (8.93)

Este método se basa en el hecho de que las matrices idempotentes son ortogonales. Esto significa que
la multiplicacién entre dos matrices idempotentes diferentes es cero, y la multiplicacién de una matriz
idempotente por si misma es diferente de cero. Las matrices idempotentes también son ortonormales; es
decir, si una matriz idempotente se eleva a una potencia, como resultado se tiene la misma matriz idem-
potente. Estas dos caracteristicas conducen al siguiente resultado:

A? =T+ + A2, (8.94)

Si se repite este mismo proceso un gran numero de veces, entonces el valor propio de mayor médulo
va a dominar para finalmente obtener

A" =0, (8.95)

donde A, es el vector propio dominante y L, es su matriz idempotente asociada. Asi, la repeticién de A* va
a converger a una matriz proporcional de la matriz idempotente I,.

Debido al hecho de desbordamiento numérico, en cada etapa el resultado de la potenciacion se nor-
maliza. Este proceso converge cuando dos matrices normalizadas consecutivas son iguales, o su diferen-
cia es menor a un valor especificado.

El coeficiente de proporcionalidad para obtener la matriz idempotente se calcula como la razén de
cambio del ultimo paso A" y su potenciacion. Si B= A", se obtiene este coeficiente como

k=B/B? (8.96)
Asi, la matriz idempotente es
I,=k B (8.97)

Las columnas de la matriz idempotente I, son proporcionales al vector propio asociado al valor pro-
pio A,. Por tanto, el valor propio se calcula utilizando una de las columnas de la matriz idempotente y la
relacion

AxI, =, I, (8.98)
El préximo paso es sustraer la matriz idempotente encontrada de la matriz original, esto conduce a
Al :A_Aflll :2{212 +"'+Z/n1n (8.99)

La matriz resultante se usa ahora para calcular la siguiente idempotente asociada al préximo valor
propio, el cual serd el de mayor modulo de entre los restantes. Este proceso se repite hasta que se encuen-
tra la ultima matriz idempotente y su valor propio asociado.

Este método tiene dos pequenias desventajas que se pueden superar con cierta facilidad:

a) Laprimera se refiere al hecho de tener valores propios complejos conjugados cuando se tiene una
matriz puramente real. El método en este caso no converge, ya que la potenciacion de una matriz

www.FreeLibros.me



336 @ CAPITULO 8 Valoresy vectores propios

real siempre da una matriz real. De esta forma es imposible obtener un niimero complejo de la
potenciacidn; sin embargo, basta sumarle un pequefio valor imaginario a alguno de los coeficien-
tes de la matriz para que ésta converja. El error al agregar este pequefio valor es minimo y, hasta
cierto punto, se puede decir que es menor al error propio que introduce la computadora por re-
dondeo.

b) Elsegundo problema se refiere al hecho de tener una matriz con valores propios repetidos. Esto
se debe a que converge a una matriz idempotente que es, a su vez, la suma de dos matrices idem-
potentes. El problema consiste en que la separacion de ambas es muy compleja; sin embargo,
para el caso de valores propios repetidos se usa la técnica de la forma canénica de la matriz des-
crita en el apartado 8.3.

La seccién 8.9.3 proporciona el cédigo desarrollado en Matlab para el calculo de valores y vectores
propios de una matriz cualesquiera utilizando el método de potenciacion.

EJEMPLO 8.4

Utilizando el método de potenciacion, determinar las matrices idempotentes, los valores propios y los
vectores propios de la matriz del ejemplo anterior,

7 2
A=|6 5
2 8

O B~ W

Después de potenciar la matriz se determina la primera idempotente (las columnas de esta matriz son
proporcionales al vector propio) y su correspondiente valor propio como

0.2212  0.2300 0.2453
Idem, =| 0.2912 0.3027 0.3229
0.4293 0.4464 0.4761

A, =15.4559

La matriz que resulta de la operacién B= A — A,Idem, se utiliza para determinar la siguiente matriz
idempotente y el valor propio asociado. Por tanto, se tiene
3.5813 —1.5544 -—0.7909
B=| 14997 03210 -0.9903
—4.6358 1.1008  1.6418

1.5538 —0.8655 —0.2135
Idem, =| 1.7427 —-0.9708 —0.2394
—3.0352 1.6908  0.4170

A, =3.3829
La matriz que resulta de la operacién C =B — A,Idem, se utiliza para determinar la siguiente matriz
idempotente y el valor propio asociado. Por tanto,

-1.6749 13736 —0.0687
C=|-43957 3.6050 —0.1803
5.6318 —4.6189 0.2310
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-0.7750  0.6356 —0.0318
Idem, =| —2.0339 1.6681 —0.0834
2.6059 -2.1372  0.1069

A, =2.1612

La comprobacion de que la descomposicion en matrices idempotentes esta bien, se puede realizar
con la ecuacion (8.93).

8.7.6 Métodos L-Ry Q-R

Existen dos métodos que se pueden usar para encontrar todos los valores propios de una matriz real o
compleja. Estos métodos son los mas eficientes cuando se necesita encontrar todos los valores propios
de una matriz. El mas sencillo de estos métodos es el algoritmo L-R, cuyo nombre se debe al proce-
so de cdmputo por la factorizacion repetida de una secuencia de matrices, de la forma triangular izquier-
da y triangular derecha. Para ajustarse con la notacién previa, la notacién de letras L y U se usan para
matrices de forma triangular inferior y triangular superior, respectivamente.

Al principio del proceso se forma la sucesion de matrices por descomposicion triangular de cada
miembro de la secuencia. Se supone, para propésitos de procedimiento, que todas las matrices son de tal
forma que la descomposicion triangular es posible. Si se deja que

A=A, =L,U, (8.100)
y se forma
A,=UL, =L,U, (8.101)
o bien, generalizando,
A, =U,_ L., =LU,, r=1,2,... (8.102)

Se puede observar que estas matrices son similares a A, y, por tanto, tienen los mismos valores pro-
pios, debido a que

A,=(U,)L, =L'A,L, (8.103)
En forma sucesiva,
A,=L;'A,L, =L;'L;'A,L,L, (8.104)

La secuencia de matrices a menudo converge a un bloque de forma triangular superior en el cual a
cada bloque le corresponden valores propios de igual mddulo. En el caso de una matriz con valores pro-
pios reales y distintos, los valores propios aparecen en orden decreciente, bajando por la diagonal de iz-
quierda a derecha cuando la matriz convergio. Asi, con tal de que se satisfagan las condiciones para la
descomposicion triangular, el método anterior da un proceso repetitivo sencillo adecuado para uso
computacional. Los vectores propios se obtienen de la matriz original una vez que se conocen los valores
propios.

El segundo método incorpora transformaciones de ortogonalidad dentro del procedimiento, ya que
esas transformaciones tienen buenas propiedades de estabilidad [Nakamura, 1992], [Maron et al., 1995].
Las matrices se descomponen en un producto Q. U, donde U, es una matriz triangular superior. Asi,
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A=A,=Q,U, (8.105)
Generalizando, se tiene que
A, =U,,Q,,=Q,U,, r=2,3,... (8.106)
Se nota que, como antes, las matrices son similares debido a que
A, =U.,Q,=QLA, Q. (8.107)

Este método es mas complicado y toma mas tiempo que el método L-R, pero tiene el beneficio de su
gran estabilidad. Como en el método L-R, las matrices convergen a una forma triangular superior con los
valores propios en la diagonal. La descomposicion base A = Q,U, se puede lograr para cualquier matriz,
lo que no sucede en el caso de la descomposicion L-U.

8.8 Comparacion de métodos

En el caso donde los valores propios son todos distintos, hay un vector propio tinico que corresponde a
cada valor propio. En el caso de un valor propio de multiplicidad m, hay tal vez m vectores propios o
menos. En el altimo caso habra menos de n vectores propios para la matriz A, y los vectores propios no
pueden formar una base para el espacio.

Existen dos tipos de métodos que se pueden usar. Los métodos iterativos son faciles de usar y, en
ciertas circunstancias, se puede encontrar una raiz de manera muy efectiva. Estos métodos se pueden
modificar para encontrar mds de una raiz; pero, en general, no se usaran para encontrar todos los valores
propios de una matriz. Los métodos que se usan cuando se necesitan todos los valores propios de una
matriz, se basan en transformaciones que reducen la matriz a una forma sencilla que se puede resolver
facilmente para encontrar los valores propios. Si se usan transformaciones de similitud, las nuevas matri-
ces tienen los mismos valores propios que las matrices originales, con una relacion sencilla entre los viejos
y los nuevos vectores propios.

También se debe tomar en cuenta la estructura de la matriz: si es rala, en bloques o simétrica. Existen
métodos de facil implementacién para estos tipos de matrices como, por ejemplo, el método del cociente
de Rayleigh o la iteracién ortogonal con la aceleracion de Ritz, entre otros.

8.9 Programas desarrollados en Matlab

Esta seccion proporciona los cddigos de los programas desarrollados en Matlab para todos los ejercicios
propuestos. A continuacion se incluye una lista de todos ellos

8.9.1. Método de Householder
8.9.2. Multiplicacion sucesiva por Yk
8.9.3. Método de potenciaciéon

8.9.1 Método de Householder

El método reduce una matriz simétrica a una matriz banda (una arriba y otra debajo de la diagonal) me-
diante transformaciones ortogonales.

Programa principal del método de Householder

Algoritmo de Householder para reducir una matriz simétrica a su forma tridiagonal.
El programa es general, pero se toma el ejemplo resuelto en el libro para su
desarrollo.

clear all

o\° o\

o\
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e
% Matriz simétrica A
A= [8 2 5 2 7 2
2 5 4 7 2 8
5 4 7 3 5 4
2 7 3 3 7 9
7 2 5 7 4 1
2 8 4 9 1 9 1;
n = rank(A); % Dimensidén de la matriz A.
I = eye(n); % Matriz identidad del mismo tamafio de A.
% Ciclo iterativo para reducir la matriz a tridiagonal.
for k = 1:n-2
X = A(:,k);
S = sign(X(k+1))*sqgrt (sum(X (k+1:n)."2));
R = sqrt (2*S* (X (k+1)+S));
W(l:k,1) = Zeros;
W(k+1,1) = (X(k+1)+S)/R;
W(k+2:n,1) = X(k+2:n)/R;
A = (I-2*W*W. ') *A* (I-2*W*W."') ;
end
% Redondea los resultados con un error de le-12.
Af = (round(A*lel2))/lel2; (- )

8.9.2 Multiplicacion sucesiva por Yk

Con la multiplicacion sucesiva de una matriz por un vector YKk, se obtiene un vector propio, y el factor de
cambio entre dos multiplicaciones se relaciona con el valor propio.

Programa principal de la multiplicacion sucesiva por Yk

% Calculo de valores y vectores propios utilizando el método de la multiplicacién
% sucesiva por un vector cualesquiera.

clear all

cle

format long g

A = [723;654; 28 9]; % Matriz original.

A0 = A; % Asignacidén de la matriz a otra variable.

yp = [1;7;54]; % Vector inicial para la multiplicacidén sucesiva.
N = rank(A); % NUmero de variables del sistema original.

Nt = 1; % Variable utilizada para iniciar la convergencia.
To = le-12; % Tolerancia utilizada para la convergencia.

)

% Ciclo para el cédlculo de los tres valores propios.
for k = 1:N

% Ciclo de convergencia.
while Nt > To

m = max(abs (yp));

Yp = Yp./m;

yl = A*yp;

mt = max(abs(yl));

Nt = abs(m-mt) ;

o°

Maximo valor para normalizar el vector.
Normalizacidén del vector yp.

Multiplicacidén sucesiva de la matriz A por yp.
Méximo valor de yl.

Célculo de la diferencia entre dos soluciones
consecutivas.

o

o° o\ o o o\

yp = v1; Asignacién del vector nuevo a la variable.
end
yp = yp./m; % Normalizacidén del vector yp.
[Ym, Pos] = (max(abs(yp))); % Se busca el valor médximo de yp y la posicidén.

Ac = A - yp*A(Pos,:) ;

o

Se calcula la siguiente matriz, la cual tiene un
valor propio igual a cero.

o\

A = Ac; % Se reasigna la matriz.

Ep(:,k) = yp; % Se guarda el vector propio.

Epn(:,k) = yp/norm(yp); % Se normaliza el vector propio.

Ez(k,1) = m; % Se guarda el valor propio.

XY (k,1) = Pos; % Se guarda la posicidén del valor propio k.

if k ==1 % Esta condicidén es para guardar la segunda matriz,
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[)

Al = A; % se guarda de esta manera.

end

Nt = 1; % Variable utilizada para iniciar la convergencia.
end
% Calculo del segundo vector propio.
k1= (Ez (1) -Ez(2))/(A0(XY(1),:)*Ep(:,2)); Se calcula la constante para referir el
cdlculo a la matriz original.
Se calcula el vector propio referido a la
matriz original.

Se normaliza el vector propio.

E2 = Ep(:,1)-k1*Ep(:,2);

o° o° o\° o o

E2n = E2/norm(E2) ;
% Calculo del tercer vector propio.

k2 = (Ez(2)-Ez(3))/(A(XY(3),:)*Ep(:,3)); Se calcula la constante para referir el
cdlculo a la matriz anterior.

Se calcula el vector propio referido a la
matriz anterior.

Se normaliza el vector propio.

Se calcula la constante para referir el
cdlculo a la matriz original.

Se calcula el vector propio referido a la
matriz original.

Se normaliza el vector propio.

E3 = Ep(:,2)-k2*Ep(:,3);

E3n = E3/norm(E3) ;
k3 = (Ez(1)-Ez(2))/(A0(XY(2),:)*E3n);

E4 = Ep(:,1)-k3*E3n;

o° o\@ o° o@ o° o\ o\ o o o

E4n = E4/norm(E4) ;
% Los valores propios son, por tanto,

Ez

% Los vectores propios son a su vez

Epn(:,1)

E2n

E4n (* )

8.9.3 Método de potenciacion

El método de potenciacion llega a una matriz idempotente que contiene un vector propio mediante la
elevacion al cuadrado en forma sucesiva de una matriz cualquiera. El factor de cambio entre dos poten-
ciaciones consecutivas se relaciona con el valor propio.

Programa principal del método de potenciacion

o\

Este programa calcula el valor propio mads grande y su correspondiente vector
propio. A continuacidén se hace una deflacidén para obtener una nueva matriz que
contiene los dos valores y vectores propios restantes, y asi sucesivamente.

o\° o\

o\

e

clear all
format long g
% Matriz de coeficientes.

A=[723;654;2891;

% Resultados del método de potenciacidm.

Nc = length(d); % Dimensidén de la matriz principal.

% Ciclo iterativo para calcular todos los valores y vectores propios.
for k = 1:Nc

% Funcidén que potencia la matriz hasta obtener el valor propio de mayor médulo
% y su correspondiente vector propio.
[Ev,Ld,B] = Df Potenciacion(A);
Lr (k) = Ld; % Valor propio de mayor médulo.
Ed(:,k) = Ev; % Vector propio asociado al valor propio de mayor médulo.
A = B; % Nueva matriz con los valores propios restantes.
end

Funcién de MatlAb llamada Df potenciacién

Funcidén para calcular el valor propio de mayor médulo y su correspondiente vector

o\° o\

propio.
function[Ev,Ld,B] = Df Potenciacion(A);
A0 = A™2; % Primera elevacidén al cuadrado.
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A0 = A0./max (max (abs (A0)));

tol =

mx = 1;

[

1
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Normalizacidn.

Tolerancia de convergencia en la potenciacidn.
Variable que me indica el cumplimiento de la
tolerancia.

e-12;

o o o o\

% Ciclo while que potencia la matriz hasta cumplir con una tolerancia.

while mx > tol

Al
Al
AQ0
AQ
mx
end

A0™2; % Primera potenciacién.

Al./max (max (abs (A1))) ; % Normalizacidm.

A1"2; % Segunda potenciacién.
% Normalizacidn.

A0./max (max (abs (RA0))) ;
max (max (abs (A1-A0))) ;

o

Calculo del cumplimiento de la tolerancia.

La matriz A0 es proporcional a la matriz idempotente sabiendo que A0 = k*A0"2,
donde k es el coeficiente de proporcionalidad, por tanto, k = A0./A0"2, y, en
consecuencia, la matriz idempotente serd Idl = k.*A0.

k = A0./A0"2; % Coeficiente de proporcionalidad.

Idem = k.*A0Q; % Calculo de la matriz idempotente.

Ld = A(l,:)*Idem(:,1)/Idem(1,1); % Valor propio asociado a la idempotente.

% El nuevo sistema de donde se calcula la siguiente matriz idempotente es B = A -

% Ldl1*Idl, por tanto:

B = A - Ld*Idem;

% E1 vector propio es proporcional a los vectores columna de la matriz idempotente.
Ev = Idem(:,1)/norm(Idem(:,1)); (* )

’ Problemas propuestos

8.10.1 Calcule los vectores propios y la forma canonica de Jordan de la siguiente matriz

>
Il
© © © o ~

S O O = N
S O = N
S = N = O

1
1
3
4
1

8.10.2 Calcule los vectores propios y la forma candnica de Jordan de la siguiente matriz

>
I
© o ©o o W

S O O N B
S O N NN
S NN U = O
NN~ O Y W

8.10.3 Calcule los vectores propios y la forma candnica de Jordan de la siguiente matriz

>
Il
© © ©o ©o Ww

oS O O W o=~
S O W NN =
S W N = =
W W = N =
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8.10.4

8.10.5

8.10.6

8.10.7

8.10.8

8.10.9

Calcule los vectores propios y la forma candnica de Jordan de la siguiente matriz

4 2 3 1 1
0 4 1 1 2
A=(0 0 4 1 3
0 0 0 4 2
[0 0 0 0 4]

Calcule los vectores propios y la forma candnica de Jordan de la siguiente matriz

>
Il
S © o o W

S o o

S O v = N
S Ul = O
(O SR N )

Calcule los vectores propios y la forma candnica de Jordan de la siguiente matriz

>

Il
S O O O O
SO O O O
S O o~ O
S o H O O
AN B~ = O

Calcule los vectores propios y la forma candnica de Jordan de la siguiente matriz

[7 1 1 0 0]
07 2 2 0
A=l0 0 7 3 3
00 0 7 4
|0 0 0 0 7]

Calcule los vectores propios y la forma canonica de Jordan de la siguiente matriz

8§ 2 0 0 O
0 81 0O
A=(0 0 8 2 0
0 0 0 8 1
(0 0 0 0 8]

Calcule los vectores propios y la forma canonica de Jordan de la siguiente matriz

9 0 0 1 1
09 0 01
A=l0 0 9 0 0
0 0 0 90
(0 0 0 0 9
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8.10.10 Utilizando el método de Householder, reduzca a su forma tridiagonal simétrica la siguiente

matriz:

O = o0 O = I

— W N O W

B U N~ O O\

— O &~ N N

co U1 O U1 W

N 0~ R~ O

8.10.11 Utilizando el método de Householder, reduzca a su forma tridiagonal simétrica la siguiente

matriz:

>
I
W N B N U

o —= N O B~ O

c AN NN NN O B~

© = U1 o N O B

O© O 0 U1 D N o

A = O O = DN

N O O O © o W

8.10.12 Utilizando el método de Householder, reduzca a su forma tridiagonal simétrica la siguiente

matriz:

B~ N = N W O

A U1 D R O W Ul O

NN U ks 0 Ul W W

= O O U1 W O O I

O D AN N U R

B 00 W O O Ul N O

(BN Be SR \S e ) WO 2 B N

U —= = O & N & @

8.10.13 Utilizando el método de Householder, reduzca a su forma tridiagonal simétrica la siguiente

matriz:

>
Il
® O A — O ©® O N WU

W 0 = N NN RN

152 N B (S R Y B L "N )

— O DD U1 N — —~= N o

U = = = O O U1 N ©

O U1 DD B = U1 o N

e N S L U S

DO = Ul O N1 o O
o N R O U1 = U1 W
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1 95 4 7 6

2 5 6 8

6 5 4
7 6 4 9 3 2 8
8 37 6 2 9 4 2 8 6

5 2 8 3 7 91

6

1

8

3 8 4

7 6 2 9 6 1
9 9 4 9 6 7 4 6 3 2

1

1 4 6 8 7 2
4 6 3 2 3 6 8 4 5 2

9 4

5

6

1

6 4 8 6 4 2 2 2 6 7

7 5 2 8 8 3 7 5

8.10.14 Utilizando el método de Householder, reduzca a su forma tridiagonal simétrica la siguiente

matriz:

1 35 4 6 9 5
8 4 9 7 6 2 3 4 8

2 5 7 6

1
7 8 4 8 6 3 2

6 4 8

5

7 8 4

1
3 8 6 5 4 7 7

1

2 8 4 6
37 3 85 2 9 7 6 25

5 6 2 6

9 6 3 7 5 1

1

9 4 6 2 8 7

1

52 7 6 2 8 4 3

2 1

4

8
1

6
4

1

9 4 8 7 4 2 8 4 6 7

6 3 7 4 8 6 2 8

1

58 47 6 5 7 3 8

8.10.15 Utilizando el método de Householder, reduzca a su forma tridiagonal simétrica la siguiente

matriz:

A=

8.10.16 Utilizando el método de Householder, reduzca a su forma tridiagonal simétrica la siguiente

matriz:

6 7

1

8§ 2 4 3 9 8 45 3 2 2 87

58 3 9 4 6 2 8 9 4

5 9 6 3 8 6 5 2 6 5

1

4

3

3
7

1 258 9 4 6 71
4 9 9 2 3 5 6 9 8 4 5

9 3 5

1

8§ 6 5 9 7
54 9 7 5 2

6 8 6 55 2 41

2 4 3 8 6 4

8§ 5 8 9 9

1

1

52 7 6 5 3
4 6 8 2
4 25 6 46 9 6 4 3 7 5 4

1
9 3 6 4 8 8 4 7

1

57 5 6 7 2 8 6

2 2 7 1

1

1 595 3 85 81 2
7 7 5 3 7 7 2 2 4 6 2 8

6 8 6

1

A=
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357 9 2 46 8 2 5 9 4 5]

[1

6 2 5 7

1

3 25 8 6 4 9 4 7
55 2 8 6 5

7 8 8

4 7 6 59 2 5

258 9 47 6 3 29

1

1

1

7 5 2

1
1

8§ 6 5 7 3

9 6 6 2

8§ 2 4

2 455 8 27 6 39

1 8 6 71 9 6 4 7 2 8 1
6
7

9
6 44 956 9 2 8 4 3 8

1
1

57 9 2

8 77 47 3 6 8 2 5 6 8

2

6 7 3 9 4 4 5 1

1

117 3 6 5 19 7 2

5 6 5 6

9 2 9 3 7 8 2 8 8 7 9 3 61
9 7 6 4 7

4 5 2 2 5 2 8
5 7 5 9 2 4

1

1

3]

7

6 7 2 2 1

1

8.10.17 Utilizando el método de Householder, reduzca a su forma tridiagonal simétrica la siguiente

matriz:

8.10.18 Utilizando el método de Householder, reduzca a su forma tridiagonal simétrica la siguiente

matriz:

< O N AN N0 ~ O I N X N~
AN O N O AN DN F INA AN DN O ~ H
n 1o ;v O F I NN O ~ F I A O
WO N —~ 1IN AN N 60 & O 1n O AN I N o
— O < DN 1IN O AN O O AN AN O FH A& H
< N O —~ DN N O A I O A N —~H N DN
A = In H AN O O —~ < 0 N O N FH
O IN AN &0 o O I —~ O AN O O on <FH O
n N O In O O I I O O AN O &N N o~
N ¥ «© O In —~ OV O 1IN O O N I A O
AN O ¥ AN O O & NN N AN O D
M 0 1N AN &N O In O IF ~ DN IHh O O A
A A A N F 0 O AN 1N 0 FH o~ IHh O O
0 1N AN 0 O F AN N~ 1n O O 1 F O
_5 0 AN O AN N 1 O N F ~H 0 I AN 4_

Il

<

-2
5
o Y
=)
SIS
w
=S
(5]
I =
o
©
-
a2 e
5 w»
=8
= o W
.
5 o
S 8
> O
g 2
ue
=
o 4
Y
©
v O
8 = N N o
5 &
@ = N o~ N
(=B | |
O O Il
S o
< » A
=
&3
_— =
S =
g %
Q
< 8
o ™
S 2
S =
=)
/em
g o
<
o .2
T Oy
g
N
—
£ .3
<
>
o ©
Y
© B E
= =5
© 5 8§
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o1e / R oz o . T
8.10.20 Utilizando el método de multiplicacién sucesiva por un vector cualquiera Y=[1 3 6],
calcule el valor propio de mayor magnitud y su correspondiente vector propio, si se tiene la siguiente

matriz:
31 7
A=(2 6 1
5 2 6

8.10.21 Utilizando el método de multiplicacién sucesiva por un vector cualquiera Y=[1 3 6]T,
calcule el valor propio de mayor magnitud y su correspondiente vector propio, si se tiene la siguiente
matriz:

7
A=|2
3

DN =

4
1
8
8.10.22 Utilizando el método de multiplicacién sucesiva por un vector cualquiera Y=[1 3 6]T,

calcule el valor propio de mayor magnitud y su correspondiente vector propio, si se tiene la siguiente
matriz:

8§ 1 1
A=|2 7 2
3 3 9

o1e / R 2z o . T
8.10.23 Utilizando el método de multiplicacién sucesiva por un vector cualquiera Y=[1 3 6],
calcule el valor propio de mayor magnitud y su correspondiente vector propio, si se tiene la siguiente

matriz:

6
A=|3
5

(o N

2
4
8
8.10.24 Utilizando el método de multiplicacién sucesiva por un vector cualquiera Y=[1 2 3]T,

calcule el valor propio de mayor magnitud y su correspondiente vector propio, si se tiene la siguiente
matriz:

9 1 2
A=|1 6 2
1 2 7
8.10.25 Utilizando el método de multiplicacién sucesiva por un vector cualquiera Y=[1 2 3 6]T,

calcule el valor propio de mayor magnitud y su correspondiente vector propio, si se tiene la siguiente
matriz:

G N W
N O O O
N O o =
(o)W NS RN
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8.10.26 Utilizando el método de multiplicacion sucesiva por un vector cualquiera Y=[1 2 3 6]

calcule el valor propio de mayor magnitud y su correspondiente vector propio, si se tiene la siguiente
matriz:

Lo NERCS I S e}
Ll \S T SB \S)
D O = =
N~ D

8.10.27 Utilizando el método de multiplicacién sucesiva por un vector cualquiera Y=[1 2 3 6]
calcule el valor propio de mayor magnitud y su correspondiente vector propio, si se tiene la siguiente
matriz:

— N = N
D DN o =
W O NN
A W W W

8.10.28 Utilizando el método de potenciacion, determine los valores propios y sus vectores propios
asociados, si se tiene la siguiente matriz. Haga la comprobacion utilizando la formula (8.93).

9 1 1
A=|1 8 2
2 3 7
8.10.29 Utilizando el método de potenciacion, determine los valores propios y sus vectores propios
asociados, si se tiene la siguiente matriz. Haga la comprobacion utilizando la férmula (8.93).
9 5 1
A=|2 8 3
2 4 7

8.10.30 Utilizando el método de potenciacion, determine los valores propios y sus vectores propios
asociados, si se tiene la siguiente matriz. Haga la comprobacion utilizando la férmula (8.93).

6 1 1
A=|2 5 2
1 2 7

8.10.31 Utilizando el método de potenciacion, determine los valores propios y sus vectores propios
asociados, si se tiene la siguiente matriz. Haga la comprobacion utilizando la féormula (8.93).

IO ST (S TN |
0 = =

2
1
7
3

N = O\ =
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8.10.32 Utilizando el método de potenciacion, determine los valores propios y sus vectores propios
asociados, si se tiene la siguiente matriz. Haga la comprobacion utilizando la féormula (8.93).

9 2 2 1

1 6 3 1
A=

1 2 8 1

2 31 7

8.10.33 Utilizando el método de potenciacion, determine los valores propios y sus vectores propios
asociados, si se tiene la siguiente matriz. Haga la comprobacion utilizando la férmula (8.93).

9 1 2 1

2 7 3 2
A=

1 1 8 2

1 2 1 9

8.10.34 Utilizando el método de potenciacion, determine los valores propios y sus vectores propios
asociados, si se tiene la siguiente matriz. Haga la comprobacion utilizando la féormula (8.93).

8 2

A=

(S S =
N bk W=

2 1
3 9
2 2
8.10.35 Utilizando el método de potenciacion, determine los valores propios y sus vectores propios

asociados, si se tiene la siguiente matriz. Haga la comprobacion utilizando la férmula (8.93).
91 1 1
7 2 1

A=
1 7 2
1 2 8

NS NS R

8.10.36 Utilizando el método de potenciacion, determine los valores propios y sus vectores propios
asociados, si se tiene la siguiente matriz. Haga la comprobacion utilizando la formula (8.93).

5 2 6 4

A=

o ~ O

1 5 7
3 5 7
5 6 4
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Capitulo 9

Ecuaciones diferenciales
parciales

9.1 Introduccion

El tratamiento numérico de las ecuaciones diferenciales parciales (EDP) es, por si mis-
mo, un tema amplio. Las EDP estin presentes en la mayoria de las representaciones
matematicas que modelan la evolucion temporal y espacial de los sistemas fisicos conti-
nuos, tales como la mecanica de fluidos y los campos electromagnéticos, entre otros.

Las EDP estan clasificadas en tres categorias con base en sus caracteristicas o curvas
de propagacion. Estas son:

1. Hiperbdlicas.
2. Parabdlicas.

3. Elipticas.

A continuacién se da un breve ejemplo de cada una de ellas.

9.1.1 Hiperbdlicas

Un ejemplo prototipo de una ecuacion hiperbolica es la ecuacion de onda de una sola
dimension, la cual se representa con la siguiente ecuacion:

du_ ,du

gu_ 0 (9.1)
ot? ox?
donde v es la velocidad de propagacion de la onda y se mantiene constante.
9.1.2 Parabdlicas
La EDP representativa de las ecuaciones parabdlicas es la ecuacion de difusion,
3 () 02
ot odx\ ox

donde D >0 es el coeficiente de difusion.
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9.1.3 Elipticas

La ecuacion eliptica prototipo es la ecuacién de Poisson,

2 2
3_5+M=p(x,y) (9.3)
ox* 9y’
donde p es la fuente conocida; si p(x, y) =0, la ecuacién se conoce como ecuacion de Laplace.

Desde el punto de vista computacional, la clasificacién candnica en estos tres tipos no es significativa,
o al menos no tan importante como algunas otras condiciones, tales como los problemas de valor inicial o
de Cauchy definidos por las EDP hiperbdlicas y parabdlicas, o los problemas de valor de frontera (o limi-
trofe) denotados por las EDP elipticas.

En problemas de valor inicial, la informacién de la variable dependiente u en esquemas de primer
orden, y adicionalmente su derivada respecto al tiempo para esquemas de segundo orden, estan dadas en
un tiempo inicial ¢, para toda x y, entonces, las ecuaciones describen c6mo se propaga u(x,t) a través del
tiempo. Asi, el objetivo de la implementaciéon numérica es calcular esa evolucién con alguna precision
adecuada.

En cambio, en problemas de valor de frontera, se encuentra una sola funcion estética u(x, y) que
satisface la ecuacion dentro de una regién de interés (x, y). Por consiguiente, la meta de la implementa-
cién numérica es buscar la convergencia a la solucién correcta en todas las partes de manera simultanea.
La figura 9.1 enfatiza esta distincion.

a) + + + + + + +
O O O O O @) O ®
Condiciones
® @) O O O O O O de
frontera
@) O O O O (@) O
(@) @] @] @) (@) @]
Valores iniciales
b)
o o o Valores O
de
@] @) (@) (@) frontera @) o
@] (@) O O @] (@) (@) O (@)
(@] O O O O O O O @]
(@) O O O (@) (@) @] (@)
@] O O

Figura 9.1 Contraste entre un problema de valor inicial a) y el problema de valor de la frontera b). En a) los valores iniciales
estan dados como una “rebanada de tiempo”, apropiada para buscar la solucién conforme transcurre éste. En b), los valores
de la frontera se especifican alrededor de los bordes de una malla, y se utiliza un proceso iterativo para encontrar
los valores de todos los puntos internos (circulos abiertos).

Se hace notar que, desde el punto de vista computacional, la subclasificaciéon de problemas de valor
inicial en parabolicos e hiperbdlicos es poco util debido a que

a) muchos problemas reales son de tipo mixto, y
b) la mayoria de los problemas hiperbélicos mezclan secciones parabolicas en ellos.
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Por tanto, resulta mas practico discutir esquemas computacionales que resuelven estos problemas
simultaneamente.
Los problemas de valor inicial responden a las siguientes preguntas:

;Cuales son las variables dependientes que se propagan con el tiempo?

;Cual es la ecuacion de evolucion para cada variable?

3. ;Cudl es la derivada mas alta, con respecto del tiempo, contenida en la ecuacidon de evolucion de
cada variable?

4. ;Cudles son las ecuaciones especiales, es decir, las condiciones de frontera que gobiernan la evo-

lucion en el tiempo de los puntos de frontera de la region espacial de interés?

N

Por otro lado, los problemas de valor de frontera definen lo siguiente:

1. ;Cudles son las variables?
2. ;Cudles ecuaciones se satisfacen en el interior de la region de interés?
3. ;Cuales ecuaciones se satisfacen (con puntos sobre) en el confin de la region de interés?

En referencia a los algoritmos para resolver EDP, se deben considerar tres aspectos fundamentales:
consistencia, convergencia y estabilidad. La consistencia se refiere a la similitud entre el esquema numé-
rico y la ecuacion diferencial que se estd tratando de resolver. La convergencia asegura que al disminuir el
tamafo de paso considerado, la solucion del esquema numeérico convergera a la solucion de la ecuacion
diferencial. Por ultimo, la estabilidad nos asegura que pequefios cambios en las condiciones iniciales im-
plican pequefios cambios en la solucion numérica dada por el esquema numérico. Un ultimo punto que
se debe considerar en los esquemas propuestos es la facilidad de implementacién computacional y el cos-
to en la ejecucion del esquema.

Las siguientes secciones tratan de la estabilidad de las implementaciones numeéricas desde el punto de
vista computacional. En el caso de los problemas de valor de frontera, la estabilidad es relativamente facil
de lograr; por tanto, la preocupacion principal es la eficiencia de los algoritmos y los requisitos de alma-
cenamiento, debido a que todas las condiciones de un problema se deben satisfacer simultaneamente.
Como problema modelo se considera la solucion de la ecuacién (9.3) por el método de diferencias finitas.
Se representa la funcién u(x, y) por sus valores en el conjunto de puntos siguiente:

xj=x0+ij) j=0)1)---)]
Y=y, +IAy, [1=0,1,..., L (9.4)

donde Ax y Ay son los espaciamientos de la malla en los ejes respectivos.
Si se denota ;,a la aproximacion de u(x;, ;) y p;a p(x;, y1) v, si se considera que el espaciamien-
to de la malla en ambas direcciones es idéntico, esto es, si Ax =Ay=A, la representacion en diferencias

finitas de la ecuacion (9.3) es

Ui, —2uj Ui + Uj 1 —2Uj U
A? A?

=pPj. (9.5)

0, de manera equivalente,
—_ A2
Ujpr, HUjoy F Uy Uy —4u = AP (9.6)
Esto se ilustra en forma gréfica en la figura 9.2. Enumerando las dos dimensiones de los puntos en la

malla, en una secuencia unidimensional; se puede escribir este sistema de ecuaciones lineales en forma
matricial, es decir, si se tiene que

i=j(L+1)+1 para j=1,...] y I=1,..,L (9.7)
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En otras palabras, i se incrementa mds rapido a lo largo de las columnas, representando los valores
dey.
Asi, la ecuacion (9.6) ahora es

Ui H Ui (L) T it — 4y, = A’p, (9.8)

Esta ecuacion se cumple solo para los puntos interiores j=1,..., J—1yI=1,..., L—1. Los puntos de
la frontera donde se especifica u o su derivada son:

j=0 [ie,i=0,..., L]
j=J [ie,i=J(L+1),..., J(L+1)+L]
1=0 [ie,i=0,L+1,..., J(L+1)]
I=L [ie,i=L,L+1+L,..., J(L+1)+L] (9.9)
oA
L
- °
A A
-+ o
® @
B
@ @ ®
@
N
Yo
Xo X1 P Xy

Figura 9.2 Representacion en diferencias finitas de una ecuacién eliptica de segundo orden sobre una malla bidimensional.
Las segundas derivadas en el punto A se evaltan utilizando los valores vecinos a este punto. Las segundas derivadas en el
punto B se evaltan utilizando a sus vecinos y a los puntos en la frontera marcados por ®.

Si los datos conocidos se pasan del lado derecho de la ecuacion (9.8) y se agrupan vectorialmente,
entonces la ecuacion toma la forma

Au=b (9.10)

En la ecuacion (9.10), A se llama matriz tridiagonal a bloques. Esta tiene la estructura que se muestra
en la figura 9.3. Para el caso de una ecuacion eliptica lineal de segundo orden, ésta conduce a una matriz
similar (con la misma estructura), excepto que las entradas no nulas son constantes; la ecuacion tiene la
forma
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2 2 2
o) ST G rele ) Trd(e ) Sirelay) s flepu=gley) O

Incremento de j

o |-41 1 L
141 1 Disencién
[e]
= - de cada
= L bloque
g _ .
g 1 -4 1 (L+1)x(L+1)
= |1 -4 1 1
1 1 -4 1 1
1 -4 1
1 1 -4 1
1 -4 1 1
1 1 -4 1 1 )
- j+1
: bloques
1 -41 4
1 1 -4 1
1 -4 1 1
1 1 -4 1 1
1 -41
1 1 -4 1
1 -4 1
1 1 -4 1
1 -4 1
1 1 -4

j+ 1 bloques

Figura 9.3 Estructura de una matriz que se obtiene de una ecuacién eliptica de segundo orden. No todos los elementos son
cero. La matriz tiene bloques diagonales que son por si mismos tridiagonales. Esta se llama tridiagonal de bloques.

9.1.4 Métodos de solucion de la ecuacidon Au=Db

Como clasificacion preliminar, existen tres métodos para aproximar la solucion de la ecuacion (9.10):

1. Métodos de relajacion.
2.  Meétodos rapidos como los de Fourier.
3. M¢étodos directos matriciales.

9.1.4.1 Meétodos de relajacion

Los métodos de relajacion hacen uso de la estructura de una matriz dispersa A. El método separa la matriz
A en dos partes, de la siguiente forma

A=E-F (9.12)

donde E se elige de tal manera que sea facilmente invertible y F se determina a partir de E; asi, sustituyen-
do (9.12) en (9.10) se obtiene

Eu=Fu+b (9.13)

El método de relajacion se basa en proponer un vector inicial u® y resolver la ecuacion (9.13) itera-
tivamente de tal forma que se obtiene la ecuacion
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Eu) =Fu" "V +b (9.14a)
La ecuacién para obtener u') es, entonces,
u”) =E' (Fu" +b) (9.14b)

Como E es facilmente invertible, la aplicaciéon del método es sencilla y rdpida. Una ventaja de este
tipo de métodos es que se detienen cuando se alcanza la precision definida, en este caso dada por la ecua-
cion (9.8).

9.1.4.2 Meétodos rapidos

Los métodos rapidos se aplican solo a una clase especial de ecuaciones: a las que tienen coeficientes cons-
tantes, o, en forma mas general, a las que son separables. Ademas, los confines deben coincidir con los ejes
coordenados. Los métodos de esta clase se abordan en la seccién 9.4.

9.1.4.3 Meétodos directos matriciales

Los métodos matriciales resuelven el sistema
Au=>b (9.15)

Directamente, entre otros, se pueden usar el método de inversa, el de factorizacion o el de elimina-
cion gaussiana. El grado para el cual uno u otro método resulta practico depende de la estructura exac-
ta de la matriz A, es decir del grado de dispersion que tenga, de su simetria, y de si ésta es definida
positiva. Por supuesto, si se tiene mas capacidad de almacenamiento y de procesamiento que la que se
necesita para el sistema, se usa directamente la inversion. Siempre existird la disyuntiva de cual es un
tiempo prohibitivo y cual no. Esta decision dependera del uso y de las necesidades especificas; es decir, si
un programa se ejecuta en una hora, para un académico puede ser un tiempo razonable y para un empre-
sario inaceptable. Por esta razdn, definir lo adecuado serd totalmente heuristico.

9.2 Problemas de valor inicial

En el espacio unidimensional, hay una gran clase de EDP que se pueden agrupar como ecuaciones de
flujo conservativo. Estas tienen la estructura:

du _ JF(u)
o ox (9-16)

donde u es el vector de incognitas y F es el llamado vector conservador del flujo; F puede depender tanto
de u como de sus derivadas espaciales.
Un ejemplo, prototipo de la ecuacion de flujo conservativo (9.16), es el siguiente:

ou  du

—_—=—y— 9.17
o ox ©-17)

donde v es constante. De antemano se sabe que la solucién analitica es una onda que se propaga en la
direccién positiva de x. Esta se expresa como

u=f(x—nt), (9.18)
donde fes una funcioén arbitraria.

La estrategia numérica mds directa para aproximar la ecuacion (9.17) es seleccionar puntos igual-
mente espaciados a lo largo de los ejes x y t. Asi se denota

www.FreeLibros.me



9.2 Problemas de valor inicial ® 355

xXj=xo+jAx, j=0,1,...,] (9.19a)
t, = t, +nAt, n=0,1,...,N (9.19b)

Si se utiliza el método de Euler hacia delante para representar la derivada respecto al tiempo, se ob-
tiene

+1
u™ —y"

=L 1+ 0O(At), 9.20
ol (9:20)

du
ot

jon

donde la notacién u} corresponde a u(t,, x;).
Si para la derivada espacial se utiliza la representacion de diferencias centrales, se llega a

du
ox

Uj — Uiy 2
=—+0(Ax 9.21
A (Ax?) (9.21)

jon

Sustituyendo las ecuaciones (9.20) y (9.21) en la ecuacidn (9.17), se llega a una aproximacion de dife-
rencias finitas conocida como FTCS (del inglés Forward Time Centered Space [espacio centrado en el
tiempo de avance]); asi se obtiene

urtt —y" ', —ut
L=y 22 (9.22)
2At

El esquema FTCS se ilustra en la figura 9.4. Este es un ejemplo elegante de un algoritmo que es facil
de derivar, que requiere un almacenamiento minimo y permite una ejecucion réapida. La representacion
FTCS es un esquema explicito. Esto indica que 4/ se puede calcular para cada j a partir de las cantidades
conocidas que estdn a su alrededor. Este algoritmo también es un ejemplo de un esquema de nivel senci-
llo, ya que solo se necesitan los valores al nivel n para encontrar los valores al nivel n+1.

FTCS

» X

Figura 9.4 Representacion del esquema FTCS.

9.2.1 Analisis de estabilidad de Von Neumann

El andlisis de Von Neumann es local; es decir, si los coeficientes de las ecuaciones en diferencias divergen
tan lentamente que se pueden considerar constantes en espacio y tiempo, en este caso las soluciones in-
dependientes (valores propios) de las ecuaciones en diferencias son todas de la forma

uj = Enelit, (9.23)
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donde k es un nimero real de la onda espacial y &=¢&(k) es un numero complejo que depende de k. Si
|E(k)|>1 para algtin k, entonces las ecuaciones en diferencias son inestables; asi, el numero & se llama
factor de amplificacion para algun nimero k de onda dada.

Para encontrar £(k), se sustituye la ecuacion (9.23) en la ecuacion (9.22), la cual, dividiendo entre ",
lleva a

5(k)=1—i%tsenkAx (9.24)

cuyo mddulo es mayor que uno para todo k, por lo que el esquema FTCS es incondicionalmente inestable.
A pesar de la falta de rigor, el método de Von Neumann por lo general da respuestas validas y es mas facil
de aplicar que otros métodos mas minuciosos.

9.2.2 Método de Lax

La inestabilidad en el esquema FTCS se puede eliminar mediante un cambio simple, el cual consiste en

reemplazar el término u] en el término de la derivada temporal por su promedio en el espacio (véase la

figura 9.5). Asi se obtiene
n 1 n n
uj %5(“1_'_1 +1/lj,1) (9.25)
Esto transforma la ecuacion (9.22) en

1 vAt
Wt ==(ul, +ul ) ———
2 ( j+1 j-1 ) 2

! (u}y —uly) (9.26)

Figura 9.5 Representacién del esquema diferenciador Lax. El criterio de estabilidad
para este esquema es la condicion de Courant.

Sustituyendo la ecuacion (9.26) en la (9.23), se encuentra el factor de amplificacion
A
E=coskAx— iv—tsen kAx (9.27)
Ax
La condicion de estabilidad |£]<1 lleva al requisito de que

At <1 (9.28)

La ecuacién (9.28) se llama criterio de estabilidad de Courant-Friedrichs-Lewy. Intuitivamente, la
condicidn de estabilidad se puede apreciar en forma grafica, como lo presenta la figura 9.6. Aqui se mues-
tra como la cantidad /", de la ecuacion (9.26), se calcula a partir de la informacion de los puntos j—1y
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j+1 en el tiempo n; es decir, x;_; y x;,; son los bordes de la regién espacial que permite comunicar la
informacién a . Si el punto u/*' se encuentra en el exterior de la region sombreada de la figura 9.6,
entonces se requiere informacion de puntos mas distantes de lo que permite el esquema diferenciador. La
falta de esta informacion da pie a la inestabilidad. Por tanto, At no puede tomar cualquier valor.

t t
A A o
)
P [ ]
At At
[ ]
([ ]
> X X
a) Esquema estable b) Esquema inestable

Figura 9.6 Condicién de Courant para un esquema de diferenciacion. Un esquema diferenciador de Courant es estable si el
dominio de dependencia es mas grande que el de la EDP, como en a); y es inestable si la relacion es inversa, como b).

9.2.2.1 Criterio de estabilidad de Von Neumann para el método de Lax

Cuando la variable independiente u es un vector, el andlisis de Von Neumann es ligeramente mas com-
plicado. Por ejemplo, si se considera la ecuacion hiperbdlica de onda dimensional con velocidad constan-
te v, se tiene

d’u_ ,0du

— =y — 9.29
i ox? (©.29)

Reescribiendo la ecuacion (9.29) como un conjunto de dos ecuaciones de primer orden, se llega a

a|r a|vs
o2l

1 At
it = 5(0&1 +1i4 )+ ;/E(S;lﬂ =i )

El método de Lax para esta ecuacion es

" 9.31)
(=17

1
1 _
st —E(S?H +$;’-1)+E Tis1 —Tj1

El analisis de estabilidad supone que la solucion tiene la siguiente forma:

7]l o
Sj S

El vector del lado derecho de (9.32) es un vector propio, constante en espacio y tiempo, y & es un
namero complejo. Sustituyendo la ecuacion (9.32) en la ecuacion (9.31) y dividiendo entre £”, se obtiene
la ecuacion vectorial homogénea,

coskAx—¢& iV—AtsenkAx 0 0
e

iV—AtsenkAx coskAx—¢&
Ax

www.FreeLibros.me



358 @ CAPITULO 9 Ecuaciones diferenciales parciales

La ecuacién (9.33) admite la solucién no nula si el determinante de la matriz del lado izquierdo se
anula. Esto sucede con dos valores diferentes de &, los cuales se obtienen de la siguiente ecuacidn,

Jj:coskAxii%senkAx (9.34)

La condicién de estabilidad es que ambas soluciones satisfagan |§| <1. Esto lleva a la condicion de
Courant-Friedrichs-Lewy.

9.2.3 Otras fuentes de error

Una variedad adicional de error es la evaluacion de la exactitud. Por ejemplo, los esquemas de diferencias
finitas para ecuaciones hiperbodlicas pueden exhibir dispersion o introducir errores en la fase. Si se rees-
cribe la ecuacion (9.27) como

; . vAt
E=e ™ 1l 1—— [senkAx (9.35)
Ax
Ademas, si se toma la superposicion de valores propios con diferentes k como un conjunto inicial
arbitrario de ondas solucion, si At =—, se puede obtener la solucién exacta de cada valor propio del
vAt

conjunto de ondas multiplicdindolos por e *2*, Sin embargo, si — no es exactamente uno, los valores
Ax

propios dados por la ecuacién (9.35) presentan dispersién. Esta serd tan grande como sea la longitud de
onda en comparacion con el espaciado de la malla Ax. El tercer tipo de error estd asociado a la no lineali-
dad de las ecuaciones; por tanto, se llama inestabilidad no lineal. Por ejemplo, si se toma una parte de la
ecuacion para el flujo de fluidos de Euler,

ov ov

LA LA (9.36)

ot ox
el término no lineal en v hace que el contorno de la onda sea mds pronunciado. Como el analisis de Von
Neumann sugiere que la estabilidad depende de kAx, un esquema estable para contornos suaves se vuel-
ve asi sensible para contornos pronunciados. En el esquema de Lax, en la ecuacién (9.26), una perturba-
cion u en el punto j se propaga a los puntos j+1 y j—1 en el siguiente intervalo de tiempo.

9.2.4 Diferenciador contraviento

En general, el diferenciador contraviento afiade precision a los problemas donde las variables experimen-
tan cambios bruscos de condicién; por ejemplo, cuando atraviesan una depresion o cualquier disconti-
nuidad. Asi, la forma mds sencilla de modelar las propiedades de transporte es usar este diferenciador, el
cual tiene la siguiente estructura:

ut—uy”
J j-1
u;ﬁ—l _u;l Ax N Vj >0
=-v] . (9.37)
At uj+1 u]
PV vi <0

Este esquema se muestra graficamente en la figura 9.7 y so6lo es preciso calcular las derivadas espacia-
les de primer orden, debido a que la meta de una implementacién numérica no es siempre la exactitud en
el sentido matematico estricto, sino la fidelidad respecto a la representacion fisica de un sistema.

Para el esquema diferenciador de la ecuacion (9.37) el factor amplificador, en cada caso, con v cons-
tante es

g=1-

V—At‘(l—coskAx)—iV—AtsenkAx (9.38)
Ax Ax
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Figura 9.7 Representacion de los esquemas diferenciadores contraviento. El esquema superior es estable cuando la constante
de adveccién v es negativa, como se muestra. El esquema inferior es estable cuando la constante de adveccién es positiva.
o bien

VAt

|‘”:'f|2 =1-2 EJ(I—coskAx) (9.39)

V_Af(l_
Ax

Por el criterio de estabilidad |§|2 <1 es, nuevamente, el criterio de Courant-Friedrichs-Lewy.

9.2.5 Precision de segundo orden en tiempo

Si se usa un método que es preciso de primer orden en tiempo y de segundo orden en espacio, se toma
vAt £ Ax para obtener una buena precision. Asi, la condiciéon de Courant-Friedrichs-Lewy no es factor
limitante. Sin embargo, si lo es para esquemas de segundo orden apropiados, tanto en tiempo como en
espacio, de los cuales los mas comunes son el método escalonado de salto de rana y el método de Lax-
Wendroff. Ambos se detallan a continuacion:

9.2.5.1 Método escalonado de salto de rana

En la figura 9.8 se muestra graficamente el método escalonado de salto de rana para la ecuacién de con-
servacion (9.16). Este se define matematicamente como
At
+1 -1 _
iy __E( T —Fl) (9.40)
En la ecuacion (9.40), con los valores u" en el tiempo t”, se calculan los flujos F', y a continuacion se
calculan los nuevos valores "™ utilizando los valores centrales de tiempo. El método escalonado para la
ecuacion de flujo conservativo (9.17), toma la siguiente forma:

u

_ At "
u;l+1 _u;l 1 _ _VE(ujJrl _uj—l) (9.41)

El analisis de estabilidad de Von Neumann da una ecuacion cuadrética para &, debido a que al susti-
tuir la ecuacion de un valor propio en la ecuacion (9.41), se obtienen dos potencias consecutivas de &,

£ —1=—2if %tsen kAx (9.42)
Cuya solucion es
2
fz—i%sen kAxi\/l—(%sen kAx) (9.43)
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Figura 9.8 Representacion del esquema diferenciador del salto de rana escalonado.
Este esquema es muy preciso, de segundo orden en espacio y tiempo.

Asi, para la estabilidad se requiere del cumplimiento de la condicién de Courant-Friedrichs-Lewy.
De hecho, en la ecuacion (9.43), el cuadrado del valor absoluto de & es igual a uno, para un valor de
vAt < Ax; por tanto, no hay disipacion de amplitud.

La diferenciacion de las ecuaciones del método escalonado de salto de rana para la ecuacion (9.30),
por convencion de notacion, es mas adecuada si las variables estan centradas sobre los puntos de media
malla; es decir, si se tiene

n
. _ ou Wjn —Uj
', =m— =v—
M1 ox 4l Ax
g (9.44)
o
wt ol Uit —uf
sj tE =
ot At

j

Pero si en la malla se tienen definidos r y s, el diferenciador de salto de rana de la ecuacién (9.30) es

n+tl _ .n n+l n+l
Tt Tl s
At Ax (9.45)
n+t n—L n n
— r.,—r
5]- SJ -y j+ ]—%
At Ax

Si se sustituye la ecuacion (9.32) en la ecuacion (9.45), se llega nuevamente a la condicion de Courant-
Friedrichs-Lewy como una necesidad para la estabilidad, y cuando se cumple, se tiene la caracteristica de
no disipacion de amplitud. Si se sustituye la ecuacion (9.44) en la (9.45), ésta equivale a

uft = 2w +uf

n n n
E Uiy —2uj +uj,

(At) (Ax)’

(9.46)

Este esquema es de dos niveles: son necesarias 1" y 1"~ para obtener u"*'. El método de salto de rana
es inestable para ecuaciones no lineales cuando los gradientes son grandes. La inestabilidad se relaciona
con el hecho de que los puntos pares e impares de la malla estdn completamente desacoplados (véase la
figura 9.9). Esta inestabilidad se puede remediar acoplando las dos mallas por medio de un término de
viscosidad, es decir, sumando (—Zu;’ +2uj, ), un pequeno coeficiente menor que uno en el lado derecho
de la ecuacién (9.41). Asi se obtiene

n n— At n n n
uft —u Tt = —v—(uf,, —2u} +ul ) (9.47)
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Figura 9.9 El origen de la inestabilidad es un esquema de salto de rana. Si tomamos a los puntos de la malla como cuadrados
de un tablero de ajedrez, entonces los cuadrados blancos se acoplan entre si, y los negros también; pero no hay acoplamiento
entre negros y blancos. La estrategia aqui, es introducir una pequena pieza de difusién que acople la malla.

9.2.5.2 Meétodo de Lax-Wendroff

El esquema de dos pasos de Lax-Wendroff es un método de segundo orden en tiempo que evita la disipa-
cién numérica, ya que se pueden definir valores intermedios %;,1 en los medios pasos de tiempo ¢, . Los
. 2
puntos medios de la malla x,, se calculan con el esquema de Lax, como
2

1
- St )~

=3 i +E) (9.48)

By

. n+t
Con estos valores se calculan los flujos F]_+j. Entonces los valores actuales 1" se calculan con la
expresion ’

At n+l n+t
Wt = '-’——(F. Y _F +2) (9.49)

Los valores provisionales u'?:f se descartan, como se muestra graficamente en la figura 9.10. Sustitu-
yendo la ecuacion (9.48) en la ecuacién (9.49) se obtiene

1 1 1 1
it =uj - 0‘[5(”}11 +uj) —505(“}11 +uj )—5(“}1 +uj )+50‘(”? —Uja )] (9.50)
donde
At
a=" (9.51)
Ax
Entonces,
E=1-io sen kAx — o (1—coskAx) (9.52a)
y
& =1-0?(1-0?)(1-coskAx)’ (9.52b)
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El criterio de estabilidad |§|2 <1 es, por tanto, @* <1; por tanto, de la ecuacién (9.51) se establece la
relacion vAt < Ax como criterio de estabilidad.

Lax-Wendroft de dos pasos

Puntos O
]
I
I
1
I
I

de medio
paso v

®. 0 ®

ton AN

, N N

A\

xoj

Figura 9.10 Representacion del esquema diferenciador Lax-Wendroff de dos pasos. Se calculan dos pasos medios con el
método Lax. Estos, mas uno de los puntos originales, producen el punto nuevo a través del salto de rana escalonado.

9.3 Problemas de valor inicial difusos
La ecuacion tipica de difusién en una dimension es la ecuacion parabdlica, dada por
Ju 0 Ju
—=—/|D—|, 9.53
ot ox ( ax) ( )
donde D es el coeficiente de difusién (D >0). Para el caso donde D es constante, se llega a
du o%u
—=D— 9.54
5 P (9.54)
La ecuacion (9.54) se puede diferenciar numéricamente como
n+l _

u u’! ul, = 2ut +ul
J I -D j+1 12 j—1 (9.55)
At (Ax)

Este esquema FTCS es inestable para una ecuacion hiperbdlica; sin embargo, el factor de amplifica-
cion de la ecuacidn (9.55) es

E=1- 4DA§ sen? (kﬂ) (9.56)
(Ax) 2
El requerimiento de |§|<1 lleva al criterio de estabilidad,
2DA s (9.57)
(Ax)

La interpretacion fisica de esta restriccion es el maximo paso de tiempo permitido mas alla del tiem-
po de difusion a través de una célula de ancho Ax. En general, el tiempo 7 a través de una escala espacial
de tamano A es del orden
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< (9.58)

9.3.1 Método de Crank-Nicolson

Este es un método exacto de segundo orden en tiempo. Este esquema se basa en el esquema de la ecuaciéon
(9.54), excepto que las derivadas espaciales se evaldan en los pasos de tiempo n+1. Asi, el esquema queda
de la siguiente manera:

utt -y ulfl =20 +ult
I -p|-L I (9.59)

At (Ax)’
Los esquemas de este tipo se llaman de tiempo completamente implicito o retrasado. Para resolver la

ecuacion (9.59), se tienen que despejar los ™! en cada paso de tiempo de un conjunto de ecuaciones si-
multaneas de primer grado. de la forma

—oui +(1+200)uf™ — ol = uf i=1,23,...,] (9.60)
donde
DAt
o= .
(Ax)

El factor de amplificacion de la ecuacion (9.60) es

£= 1 (9.61)

1+ 40 sen? (k%“)

Evidentemente, |£|<1 para algtin tamafio de paso At. Asi, el esquema es incondicionalmente estable;
ésta es la caracteristica mas destacada de los métodos implicitos. Asi, combinando la estabilidad de un
método implicito con la exactitud de un método explicito de segundo orden en espacio y tiempo, con s6lo
tomar el promedio de ambos, se llega a

utt —uf _D (ud =20 +ul )+ (= 2u) +uly) (9.62)
At 2 (Ax)’
El factor de amplificacion es
1—2asen? (kAg)
&= (9.63)

1+2asen2(kA§)

Por lo que el método es estable para cualquier paso At o Ax. La figura 9.11 esquematiza el método. En
la figura, 1), FTCS, tiene precision de primer orden, pero es estable solo para tamafios de pasos de tiempo
lo bastante pequefios; 2), totalmente implicito, es estable para pasos de tiempo arbitrariamente grandes;
pero sélo tiene precision de primer orden; 3), Crank-Nicolson, tiene precisiéon de segundo orden y, en
general, es estable para tamanos de paso de tiempo grandes.
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t t
A A
©) O O
! :
1 1
1 1
! At | At
! !
1
® & @ o
— ——
Ax Ax
> X > X
1) FTCS 2) Totalmente implicito
t
A
O O
i
1
1
! At
i
1
[ 4 L @
-—
Ax
> X

3) Crank-Nicolson

Figura 9.11 Tres esquemas de diferenciacién para problemas de difusién.

9.3.1.1 Primera generalizacién

Suponiendo que el coeficiente D no es constante en la ecuacion de difusion, por ejemplo, D = D(x), pri-
mero se adapta un cambio de variable simplemente analitico para obtener

dx
= 9.64
y f D(x) (9.64)
Entonces,
Jdu 0 ou
—~=_D(x)= .65
Qb w (9.65)
Esto conduce a
Ju 1 i
- 7~ 9.66
ot D(y)dy? -66)

Evaluando Dy la y; apropiada heuristicamente, el criterio de estabilidad dado por la ecuacién (9.58)
seria

At <min [M] (9.67)
i | 2D

La ecuacion anterior denota que el espaciamiento constante Ay en y no implica un espaciamiento
constante At en t.
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De manera alterna, una estrategia que no necesita formas analiticas modificables de D es, simplemen-
te, la ecuacion de diferencias centrales de (9.65), de donde se obtiene

=t Dy =)D, ()

= 9.68
At ( Ax)z (9.68)
donde D; o ED(x [ ), y el criterio de estabilidad heuristico es
(4y)°
At <min| -2 (9.69)

j
1
P

9.3.1.2 Segunda generalizacion

Si se tiene un problema de difusion no lineal, por ejemplo con D = D(u), y si se tiene un esquema expli-
cito, éste se puede generalizar de manera simple. Por ejemplo, en la ecuacion (9.68) se tendria

D, = %[D(“}?l )+D(u})] (9.70)

En cambio, un esquema implicito, reemplazando n por n+1 en la ecuacién (9.70), conduce a un
conjunto de ecuaciones no lineales por resolver en cada paso de tiempo.
Otra alternativa es si la forma D =D(u) lleva a integrar

dz=D(u)du (9.71)

analiticamente, para z(u). Entonces, el lado derecho de la ecuacién (9.53) seria

d°z
Y 9.72
% (9.72)
diferenciando explicitamente la expresion (9.72), se llega a
2 =2z 2
2t (9.73)
(Ax)
Linealizando cada término de la expresion (9.73), se obtiene por ejemplo
n+l _ n+l\ _ n n+l n aZ
2y =z (u) =2 (uf )+ (™ —u] )5 . (9.74)
jon
es decir,
z(uf™)=z(u] )+ (uf" —u})D(u}) (9.75)

Esto reduce el problema a una forma tridiagonal, y se mantienen las ventajas de la estabilidad de di-
ferenciacion totalmente implicita.

9.3.2 Ecuacion de Schrodinger

La ecuacion de Schrodinger en mecanica cudntica es, basicamente, una ecuacion parabolica. Para el caso
especifico de considerar la difusion de un grupo de ondas mediante un potencial V(x), la ecuacién toma
la forma
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oy _ Oy
e o +V(x)w (9.76)

La condicién inicial y(x,t=0) y las condiciones de frontera, ¥ =0 si t — oo, con un esquema
implicito estable, llevan a la generalizacion de la ecuacién (9.76) de la forma

1:l+1 _ n }:l:l _ 2 V.H'l + 1:!1—1
i|:l//’ - Vi ]z_["’f e . Vi }ij/;“ (9.77)
t (Ax)
para el cual
6= 4At : kAx ©-78)
1+i sen’ (—)+V]At
(Ax)’ 2

El esquema es incondicionalmente estable, pero no unitario, y el problema requiere, desde el punto
de vista fisico, que la probabilidad total de encontrar una particula en cualquier lugar sea la unidad; por
ultimo, esto se puede expresar como

[ Il dx=1 (9.79)

La funcién de onda inicial y(x,t=0) se normaliza para satisfacer (9.79). La ecuacion de Schrodinger
(9.76) garantiza que esta condicion se satisface en todos los tiempos posteriores. Entonces, si se escribe la
ecuacion de Schrodinger de la forma

oy
i— =Hy, 9.80
i, T HY (9.80)
donde
82
H=——+V(x),
S tV()
la expresion formal de la ecuacion es
v(x,t)=e™y(x,0) (9.81)

El esquema explicito FTCS se aproxima a aproxima (9.81) mediante
vt =(1-iHAt)y! (9.82)
El esquema implicito en contraste es
Y =(1-iHAL) " ! (9.83)

Ambos tienen precision de primer orden. Sin embargo, ninguno de los operadores en las ecuaciones
(9.82) y (9.83) es unitario.

La forma correcta de diferenciar la ecuacion de Schrodinger es utilizando la forma de Cayley para la
representacion de diferencias finitas de e M 1a cual tiene una precision de segundo orden, es unitaria y
estd dada por

. 1-LiHAt
e 2 (9.84)
1+%1HAt
En otras palabras,
1 . n+l 1 . n
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Al reemplazar H por su aproximacion de diferencias finitas en x, se llega a un sistema tridiagonal; de
hecho se llega por este medio al método de Crank-Nicolson.

9.4 Problemas de valor en la frontera

La mayoria de los problemas con valores en la frontera se reducen a resolver un sistema de ecuaciones
lineales disperso, de la forma

Au=b (9.86)

Estos sistemas son el resultado de la solucion de ecuaciones elipticas. El sistema (9.86) se resuelve en
forma directa si es lineal, o iterativamente para ecuaciones con valor en la frontera que son no lineales. Si
el sistema (9.86) es lineal con coeficientes constantes en el espacio, una técnica de solucion rapida es el
método de la transformada de Fourier. Un método mas general es la reduccion ciclica. Ambos exigen que
la frontera coincida con los ejes coordenados. Finalmente, para algunos problemas, la combinacion de
ambos métodos es la mds adecuada.

9.4.1 Método de la transformada de Fourier

La transformada inversa de Fourier en dos dimensiones es
-1
m 0

Esta ecuacion se puede resolver con el algoritmo de la transformada rdpida de Fourier (FFT) de ma-
nera independiente en cada dimension. En forma similar, se tiene también

—2mjm —2nml

1
Upn€ (9.87)
0

L-

n=

1 &Lt —2mijm 2wl
Pi=p X Pme | e (9.88)
m=0n=0

Considerando la representacion en diferencias finitas de la ecuacion eliptica de Poisson (ecuacién
9.6), ésta es

_ A2
Ujp, 1 Ftjoy, UG g Uy —4u = AP,

Sustituyendo las expresiones (9.87) y (9.88) en la ecuacion anterior, se obtiene

2mim —2mim 27min —27in
u

e’ +e ) +e +e —4)=[)mnA2 (9.89)
Despejando i, dela ecuacion (9.89) y utilizando la equivalencia de Euler para representar las fun-

ciones exponenciales como cosenos se tiene

. 0, A?
5 = Prnn (9.90)

" 27 2
Z(COS m+c 52—2)
J L

y la transformada de Fourier de p,,, es

J-1L-1 27imj - 27inl

Pon = pie ) et (9.91)

j=0 1=0

Asi, en forma resumida, la estrategia para resolver la ecuacion eliptica de Poisson utilizando la FFT es

« Calcular p,, delaecuacién (9.91),
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o Calcular u,, delaecuacién (9.90),
o Calcular u; con la transformada inversa de Fourier dada por la ecuacion (9.87).

El procedimiento anterior es vélido para condiciones periddicas de frontera. En otras palabras, la
solucidn satisface

Ujp=Ujyy 1 =Uj 1L

9.4.2 Condiciones de frontera de Dirichlet

Si se considera la condicién de frontera de Dirichlet 4 =0, sobre la frontera rectangular, en lugar de la
expansion, dada por la ecuacion (9.87) se utiliza la expansion en ondas seno, dadas por

2288, TTj monl
uy==23 S sen ™ sen (9.92)
] Lm:I n=1 ] L

La ecuacion (9.92) satisface la condicion de frontera de u=0en j=0, ] yen [=0, L. Si se sustituye
esta expansion y su analoga para p; en la ecuacion de Poisson, dada por (9.6), entonces se obtiene un pro-
cedimiento paralelo al de las condiciones periddicas en la frontera. Este procedimiento es como sigue:

+ Secalcula p,, mediante la transformada seno,
J-1L-1 .

lsmn = zzpﬂ SeanmsennTnl

j=1 I=1

o Secalcula u,, por laexpresion
5 a
. APy

U =
b4
2(cos—m+ cosﬂ - 2)
Ji L

+ Se calcula u; mediante la transformada inversa seno dada por (9.92).

9.4.3 Condiciones de frontera no homogéneas

Si se tienen condiciones en la frontera no homogéneas, por ejemplo, u=0 en todas las fronteras, excep-
toen u= f(y) en la frontera x = JA, se tiene que agregar a la solucion anterior una solucién u" de la
ecuacion

d’u  du
=5 + 5= 0 (9.93)
ox* dy
Esto satisface las condiciones de frontera requeridas. En el caso continuo, se tiene la expansion de la
forma
nry

ut = ZA,, senh%sena (9.94)

donde A, se encuentra estableciendo la restricciéon u= f(y) en x =JA.
Asi, en forma discreta, se tiene,

28 ' !
uy = —Z A, senhnLﬂsen% (9.95)

n=1
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Si f(y=IA)=f}, se obtiene A, de la férmula inversa

nnl
senh(n'n]/L Zflse L (9-96)

Ast, la solucion completa es
u=u; +ull (9.97)
jl jl .

Un procedimiento mads sencillo para manejar términos no homogéneos es modificar la ecuacion
(9.6); asi, el término de la fuente efectiva sera p; mas una contribucidn de los términos de frontera. Esta
ecuacion queda de la siguiente forma:

Wi, iy U g UG —4u) ) =
5 5 (9.98)
—(ul, Fuly  Huf g ul L —4ul )+ A
En la ecuacién (9.98), los términos u® son de la forma
B
ul = f (9.99)

Todos los términos u® de la ecuacién (9.98) desaparecen, excepto cuando la ecuacién se evalua en
j=7J-1, dando

_ 2
Uy gy gy U — AU == fi AP (9.100)

El problema ahora equivale al caso de condiciones de frontera cero, s6lo que un término fila de la
fuente se modifica por el reemplazo,

Apr = A — f (9.101)

9.4.4 Condiciones de frontera de Neumann

En el caso de las condiciones de frontera de Neumann Vu =0, se manejan por la expansion coseno dada
por

28 TTj I
ZZ"Z"umncos]Tmcos—n (9.102)

La notacién doble prima significa que los términos para m=0 y m=] estan divididos entre dos;
similarmente para #=0 y n= L. Las condiciones no homogéneas Vu =g se incluyen como se describio
anteriormente. Por ejemplo, la condicion

)
a—u=g(y) para x=0 (9.103)
X
pasa a su forma discreta como
ATt ’Z_Au‘“ =g (9.104)

donde g; =g(y=IA).
Vu? toma el valor prescrito en la frontera, pero u” se anula excepto en el extremo de la frontera. Asi,
de la ecuacion (9.104) se obtiene

ub,  =-2Ag (9.105)
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Todos los términos de u” desaparecen, excepto cuando j=0. Por tanto, la ecuacién (9.98) se trans-
forma en

up g e Fug, o —4ug =208+ APy (9.106)

Por tanto, u” es la solucion de un problema de gradiente cero, con el término de la fuente modificado
por el reemplazo,

A2p0’ e Azpo’ 1+ 2Agl (9.107)

9.4.5 Reduccion ciclica

La transformada de Fourier es aplicable solo en el caso de ecuaciones diferenciales parciales con coefi-
cientes constantes. Para el caso general, se puede usar el método de reduccion ciclica, que se ilustra apli-
candolo a la ecuacién de Helmholtz

’u  du Ju
ax—2+ay—2+b(y)5+6(y)u=g(x,y) (9.108)

En su forma vectorial, la ecuacion (9.108) en diferencias finitas se representa por
u1,1+T' u1+u1+1:g1A2 (9.109)

donde T =B-2I; el método de reduccion ciclica parte de tres ecuaciones sucesivas de la forma de la
ecuacion (9.109). Asi se tiene que

uj_z +T . u]'_l +u] = gj_lAz
u]_1+T u]+u]+1=g1A2 (9.110a,b,€)
ll] +T . u]'+1 +llj+2 = gj+1A2
Multiplicando la ecuacién (9.110b) por —T y sumando las tres ecuaciones, se llega a
u]‘,z +T(1) . ll]-+uj+2 ng(I)AZ (9'111)
Esta ecuacidn tiene la misma estructura que la ecuacién (9.109), pero con
T =21-T?
g/ =A(g; 1 ~T g;+g;.)

Como las ecuaciones resultantes tienen la misma forma que la original, se puede repetir el proceso
hasta obtener una sola ecuacion de la forma

TV . v, =A2g(]{2)—u0—u] (9.112)
En esta ecuacidn, las condiciones de frontera son u, y u;. La solucién buscada u;;, queda entonces en

funcién de las condiciones de frontera.

9.4.6 Reduccion ciclica y analisis de Fourier

La mejor manera de resolver ecuaciones de la forma (9.108), incluyendo el caso de coeficientes constan-
tes, es una combinacién de analisis de Fourier y reduccion ciclica. Si en la r-ésima etapa de reduccion ci-
clica se realiza un analisis de Fourier, por ejemplo a la ecuacién (9.111) a lo largo de (y), esto daria un
sistema tridiagonal en direccion (x) para cada modo (y) de Fourier, de la forma
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Ak Ak , Ak r)k
it + A0k it =A%} (9.113)

Aqui, lﬁr) es el valor propio de T correspondiente al k-ésimo modo de Fourier. El nimero de ni-
veles adecuados de reduccidn ciclica para reducir al minimo el nimero total de operaciones esta dado en
forma heuristica como nivel 6ptimo, r — log, (log, J), asintéticamente.

Por ejemplo, si se tiene un caso tipico de acoplamiento de 128 x 128, se obtiene r =log, (log,128)

=1.5794 asintdticamente. Por tanto, el nivel 6ptimo de reduccion ciclica para este caso especifico es
r=2.

9.5.1 Implemente numéricamente, por el método FTCS, la siguiente ecuacion diferencial parcial tipo
hiperbélico:

di(x,t) ov(x, t)
T CW T

donde C(x)=4e™>".

9.5.2 Implemente numéricamente, por el método escalonado de salto de rana, la siguiente ecuacién
diferencial parcial tipo hiperbdlico

__avgi, D - RG)ix, )+ L(x) ai(gt’ H

donde R(x)=x y L(x)=e""".
9.5.3 Implemente numéricamente, por el método de Lax Wendroff, la siguiente ecuacion diferencial

parcial tipo hiperbdlico

ov(x,t) I di(x, t)
ox ot

donde L =3.
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Respuestas a los problemas
propuestos

Capitulo 1

1.6.1 Laserie de Tayloren x, =0 de f(x)=x*-3x>+2 coincide.
1 1 1 5
1.6.2 x)=1+—x——x’+—x>———x", p,(2)=1375, Error =3.9214x10".
pa(x) 2573 16 128 pa(2)
1 1 1 nl
a2 . 2 AT 6 _ _— 2n
163 p,(-x*)=1 TSR ATE A +(-1) i

1 2
jo e dx = 0.7468241328

. 1 1 1 1 5651
j e dxzj (1——x2+—x4 xS +—x8)dx:—=0.7474867725
0 L S TR TR TI'Y 7560

Error =—6. 6264 x 10*

1 1 1 1 1 b3
1.6.4 X)=x——x+=x"—=x"+=x° ——x", dado que arctan(1)== se tiene
pu(x) 3 5 - 9 1 q (1) 1
T 1 1 1 1 1 2578
que —=arctan(l)=1-—+—-——+=——=""—=0.744011544. Entonces
4 3 5 7 9 11 3465

T =2.976046176, Error =0.1655464776

1.6.5 Trabajando con una precision de 10 decimales se tiene

E=p—p=3.1415926536—3.1416 = —0.73464 X 10"
1. _
g PP _3M415926536-31416 e o
P 3.1415926536

E=p—p=3.1415926536—3.1428571429 = —0.001264

—P  3.1415926536—3.142857142
p = PP _ 31415926536 -3.1428571429 _ oo
P 3.1415926536

2.
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E=p—p=2.8182818285—-2.8182=-0.099918

3. =
- .8182818285—-2.8182
E,=p p=2888885 818 — 0.036757
p 2.8182818285
E=p— p=2.8182818285—-2.7083333333 = —0.009948
4.

£ P P 2.8182818285—2.7083333333
P 2.8182818285

=-0.036598

1.6.6

122 11 20

——— 1.612585283
135 32 19

0.000362 —0.000257

1.6.7

215-0.345-214 0.655 0.0000 1.0000
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I N R TR

1.6.10

A R

B || 1000000000000 1.00000000000000

B -012e99x10° ~0.1249910°

1.6.11  £(0.01)=0.50167

0.5016666666

E, 0.66645x 107° 0.00133 -0.00065

1.6.12  p(-1.5)=-26.65625
1.6.13

E, -0.388 0.198x 107"

E, -0.561x107? -0.561x107°

1.6.14

1 99999.99999 100000 100000

7 0.00001 0 0.00001
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1.6.15.
2
Exact —b++b?> —4ac v = sieno b\ |-b b cl., cla
Xacta [ ——— = — — - —— i, =
i 2a 1708 2a )| |2a 2a al” f

r —1000 —1000 —1000

1, —0.001 0 —0.001
1.6.16

Exacta 0.6144212353x10°°
Orden inverso 0.4700000000 x 107°
Orden normal —0.9999953194

Capitulo 2

2111 x,=2617993, x, =2.879793 y x; =2.748893.

211.2 x,=6.5, x, =625, x;=6375 y x, =6.4375.

2113 x,=25, x, =225, x5 =2.125, x, =2.0625 y x5 =2.03125.

2114 x, =135, x,=1.325, x5 =1.3125, x, =1.31875, x5 =1.315625 y x, =1.3140625.

2.11.5 x, =55, x, =575, x;3 =5.625, x, =5.6875, x5 =5.71875, x5 =5.734375 y x, =5.7265625.
2.11.6  Primer cruce: x; =1.159375. Segundo cruce: x, =1.5232421875.

2.11.7 Primer cruce: x; =40.5734375. Segundo cruce: x, =41.4703125. Tercer cruce:
X3 =45.669921875. Cuarto cruce: x, =49.11484375. Quinto cruce: x; =51.07265625.

2.11.8  x, =1442957, x, =1.509555, x; =1.518042 y x, =1.519100.

2.11.9 x,=36.280587, x, =36.266435, x; =36.266644 y x, =36.266644.

2.11.10  x,=2.760192, x, =2.855380 y x5 =2.852299.

21171 x, =1.344265, x, =1.079525, x; =1.019967, x, =1.061810 y x; =1.061076.

2.11.12 Primer cruce: x; =1.835539. Segundo cruce: x, =2.509761. Tercer cruce: x; = 3.180363.
2.11.13  Primer cruce: x; =—0.070775. Segundo cruce: x, =0.812500. Tercer cruce: x; =1.856820.
2.11.14 x,=5.

2.11.15 x,=1.028004, x; =1.029753, x, =1.029866 y x; =1.029866.

2.11.16  x, =4.186091, x; =4.152591, x, =4.150614 y x5 = 4.150683.

2.11.17 x,=0.014465366 y x; =0.014465257.

2.11.18  x,=1.500191, x; =1.464145, x, =1.462237 y x5 =1.462375.

2.11.19 x,=1.981043, x; =1.760559, x, =1.793251, x5 =1.795496 y x =1.795465.

2.11.20  x, =—-0.508904, x; =0.298669, x, =0.297344, x5 =—0.203159, x, =0.279919, x, = 0.263723,
x5 =—0.091448, x, =0.228353, x;, =0.200250, x,, =0.053270, x,, = 0.143315, x,; = 0.124966,
X4 =0.116309, x5 =0.117383 y x,, =0.117344.

2.11.21  x, =0.447981, x, =0.137751, x; =0.126187, x, =0.125996 y x; =0.125993.
2.11.22  x,=1.368988, x, =1.356029, x; =1.358289 y x, =1.357909.

2.11.23  Con x,=1: x; =13.903221, x, =20.081980 y x; = 20.085521. Con x, =50: x, = 20.085536 y
x, = 20.085521.
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2.11.24
2.11.25
2.11.26
2.11.27
2.11.28
2.11.29
2.11.30

2.11.31

NI
—

2.11.32

X, =24.980915 y x, = 24.980915.

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

X, =34.231587, x, = 34.228289 y x; = 34.228335.
X, =24.856681, x, = 24384042, x; = 24.520598, x, = 24530702 y x5 = 24.530764.
x, =1.333333, x, =1.408579, x, =1.412381 y x, =1.412391.
x, =0.321114, x, =0.316753 y x; =0.316750.
Xo =164, x, =16.340652, x, =16.357129 y x; =16.357494.
xo =7, x, =7.890293, x, =7.954565, x, =7.971583, x, =7.976124, x, =16.357494,

x5 =7.977337, x5 =7.977661, x, =7.977747, x4 =7.977770, xo =7.977776, x,, =7.977778 y

X1 = 7.977779.

7.254646
—1.729959
4.200810

x
10

4.582485
—0.223884
2.989813

3.597040
0.429718
2.766001

12.7851280105231

—45.2366712835505
—7.52457266042121
—4.72318885384847
—2.96048308698226
—1.88075744591476
—1.23618140857338

—0.875438909842467
—0.713844401005653
—0.68128457226444
—0.681413283695717
—0.6814159609685
—0.681415961008203

2.11.33

x
1

—11.9637526652452

—9.10720240434747
—6.90313724210736
—5.10605230340714
—3.62906806358636
—2.54958605402661
—2.28995657281888
—1.94710734616362

3.254273
0.512009
2.781328

Y
10

3.9500746224528
7.39804635655532
5.59208036597501
3.7620556320533
2.6029816470485
1.81398372421956
1.25954974237131
0.881411960260863
0.675259405162648
0.627516583056792
0.627047863522449
0.627048062274151
0.627048062289772

J
1

11.2878464818763
8.33075063911712
6.17265545296276
4.66480010842117
3.60497070390569
2.69087610294776
1.91846137406384
2.5501292258611

3.217014
0.520032
2.784352
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3.217066
0.520951
2.784257

z
10
6.85403914292963
14.5477648099304
15.1805431754463
13.1111945173895
11.3433620711519
9.96263306073305
9.04791407252535
8.70795059456642
8.96387338456751
9.28061711691572
9.30580796916884
9.30577024476398
9.30577024451167

z
1
3.2089552238806
4.11836873804045
3.38054392058566
2.39012595511254
1.20213531006073
—0.705211634556044
—5.65400962686616
—4.21721575654591

© 377

3.217066
0.520950
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—1.38067133408591 2.53206000243663 —3.59444157682631
—0.941033728609823 2.52727726549691 —3.26783821123274
—0.929205299113197 2.52604523140529 —3.26523125827778

0.138716391834323 4.20401754171813 2.30510038604467

2.11.34 Un sistema no lineal puede tener varias soluciones. Dependiendo de las condiciones inicia-
les, puede converger a la mas cercana o a la mas dominante.

2.11.35

1449 | os7e01 | sdesy | ||

1.411428 0.527604 3.343831
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Gauss Gauss—Seidel
4 7 8 4 7 8
—5.142857 5.655172 5.461538 —5.142857 5.294862 —6.234697
4.462512 2.696856 —5.779782 10.881359 —7.084123 —17.878618
5.012053 —1.885370 7.283963 24.657052 —7.448524 —49.318869
0.616246 —1.873089 2.183402 57.847733 —76.975926 —1316.308785
2.345810 —0.022375 3.355911 1391.731143 —56307.976232 —2.378579e+7
1.518405 0.216272 3.301355 2.478696e+7 —2.104743e+13 —1.589028e+20
1.495169 0.408152 3.328551 1.653304e+20 —9.425572e+38 —4.748272e+58
1.439362 0.477246 3.344016 4.939490e+58 —8.413299e+115 —1.266314e+174
1.419571 0.507448 3.343451 1.317285e+174 —Inf —Inf

1.415119 0.519817 3.343419
1.412960 0.524528 3.343757
1.411976 0.526387 3.343809
1.411645 0.527128 3.343815
1.411517 0.527418 3.343825
1.411462 0.527531 3.343829
1.411441 0.527575 3.343830
1.411433 0.527593 3.343831
1.411430 0.527600 3.343831
1.411429 0.527602 3.343831
1.411428 0.527603 3.343831
1.411428 0.527604 3.343831

Capitulo 3

381 n=-4,n=5n=4n=-1,n=3,1=2yr=L
3.8.2 x°—17x*+59x> +233x> —1 140x +864.

3.8.3 2z°-7z2°+7z"'+472z° —140z* +140z — 48.

3.84 y°-3y°—65y*+135y° +1144y° -1 212y —5 040.
3.8.5 a’-1.

3.8.6 d*+4d*-23d*-54d+72.

3.87 y’—6y*-19y+84.

3.8.8 y*—19y°+113y* 221y +126.

3.89 y'*+11y’ +41y* +61y+30.

3.8.10 y*+27y*+179y+153.

3.8.11  y°+26y°+250y* +1160y° +2 749y +3 134y +1 320.
3.8.12 P’(z)=105.

3.8.13  P/(z)=-15444, P)(z)=3 528, P{(z)=-3348, P{(z)=12740 y P/(z)=668 360.

3.8.14 Original: n =-9, n=—4, =5, 1, =3 y 1, =2. Inverso: n =—0.11, , =-0.25, =02,
r,=0.33 y r, =0.5.
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3.8.15 x*+3x+2.

3.8.16  fi(x)=x*+2x+1, fL(x)=x*+12x+36 y f3(x)=x"+20x+99.
3.817  fi(x)=x*+11x+18 y f,(x)=x>+12x+32.

3.8.18  fi(x)=x*+1, f(x)=x—8x+29, fi(x)=x*+5x+36 y f,(x)=x+6.

3.8.19  f(x)=x>+0.689141x+0.180778, f,(x)=x>—0.537824x +0.228049,
f3(x) = x? +3.668790x +5.545771, f, (x)= x> —2.038036x +2.497077 y
f(x)= x> +7.217929x + 40.286468 .

3.8.20 r=4.
3.8.21 r=-4.
3.8.22 r=-24.
3.8.23 r=-1

3824 n=-4,n=-"7,rn=-8,1n=-9r=-10, r=-11, n=-12, =-13, n=—14 y 1, =—15.
3.8.25 r=-13.

3.8.26  u, =-27, u, =276.999999, u; =—-3320.999999 y u, =42768.999999.

3.8.27 n=-14,r=-10,n=-8, n,=—6,1n=—4y 1, =-3.

3.8.28 n=-15n=-13, n=-11,,=-9, s =-7, 1,=-5,r,=-3 y r=—1.

3829 n=-12,n=-10,n=-8, r,=—6, s =—4 y 1, =—2.

3.8.30 r=-0.499999.

3.831 1n=-02, ,=-0499999, 1, =—-0.7, r, =—1.199999, r; =—-2.3, 1, =—3.399999 y r, =-8.

3.8.32 1, =-0.168488+0.917716i, r, =—0.168488 —0.917716i, r; = —4.524183, r, =1.430580 —5.609533i
y 15 =1.430580 +5.609533i.

3.8.33 1, =-0.040154, r, = —1.574491+2.124589i, r; = —1.574491—2.124589i, r, = —4.860059+2.6803531,
;s =—4.860059 — 2.6803531, 1 =—7.545371+1.155189i y r, =—7.545371—1.155189i.

3.8.34 5,=—001, ,=-02, r,=—1, r, =—0.999999, r; =2, 1, =—1.999999 y r, = 3.
3.8.35

q gl 7 & 7 & q
—29.0000 0 0 0

0 9.9310 3.8750 1.1613 0
—19.0690 —6.0560 —2.7137 —1.1613

0 3.1540 1.7364 0.4970 0
—15.9150 —7.4736 —3.9531 —1.6582

0 1.4811 0.9185 0.2085 0
—14.4339 —8.0362 —4.6631 —1.8667

0 0.8246 0.5329 0.0834 0
—13.6093 —8.3279 —5.1126 —1.9502

0 0.5046 0.3272 0.0318 0
—13.1047 —8.5053 —5.4080 —1.9820

0 0.3275 0.2080 0.0117 0
—12.7772 —8.6248 —5.6044 —1.9937
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0 0.2211 0.1352 0.0041 0

—12.5562 —8.7106 —5.7354 -1.9978

| -waes || -s7s0 || -ssa0 | | -1 |
R O e B I T T I S 8
| -waes || -sse || -sea07 || -199%9 |

| -naase | | -sson | | 59470 | | 20000 | |
| -nse || -89169 | | -59645 | | 20000 | |

—12.0882 —8.9355 —5.9763 —2.0000

3.8.36
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0 0.0180 0.0061 0.0049 0

—7.0437 —4.9655 —3.0004 —1.9903

-7.0112 —4.9900 —3.0007 —1.9981
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3.8.38
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! 1 { !/ |/ ] | [ | [ |
o Jusal o] o Jeo| 36| Jar| 11| Jo4| |0
o Jeo | 49| Jas| 23] Ji4] Jo7| Joa| |0
of 29| 29| J22] Jue| Jio| Jos| Jor| Jo
o Jaz | Jas | Jas| ] Jor| o3| Joo| |0
o Ju ] Js ] il jos|  Jos|  Jo2| Joo| |0
o Jos | Joo | Jos8| o6 Joal o2 Joo| |oO
ol Jos | Jo7 | Jos| Jos| Jo3| Jor| Joo| |0
o Joal Jos| Jos| joal Jo2| Jor| Joo| |0
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0.0 0
-10.7 -8.4 -6.7 -5.4 -4.3 -3.4 —2.6 -0.9

3.8.40
0 16.155 13.004 12.149 12.007 12 12

0 4.609 5.663 5.969 5.999 6
3.8.41

0 7.681 7.059 7.001 7

0 0.94 0.997 1 1

0 18.63 14.28 13.2 13.01 13
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6.63 6.92 7 7 7
3.95 4.67 4.96
1.75 1.98 2
3.8.45
0 25.4 18.97 17.3 17.02 17
0 14.91 13.55 13.21 13.04 13
0 9.63 10.12 10.69 10.95 11
0 6.01 6.76 6.98 7
0 3.26 3.88 3.99 4
0 0.95 1 1 1

3.8.46 1, =0.144008+0.855235i1, 1, =0.119858 —0.916136i, r; =—1.024852 —0.494128i,
1, =1.061858+0.988144i y r; =—12.771460 — 6.550761i.

3.8.47 1,=0.999999+0.999999i, r, =4+2.999999i, r; =1+1i, r, =3.998999+3i y r; =4 —3i.

3.8.48 1, =0.088309—0.780864i, r, =0.456098 —0.051378i, r; =—0.516261+0.702056i,
r, =—0.831892 —0.1282051, 1, =0.548658+1.120551i y 5 =0.475270—1.128215i.

3.8.49 1, =-0.347039+0.230086i, r, =0.497926+0.290230i, r; =—0.218588 —0.747737i,
ry =—1.595043-0.673868i, r; =1.390044 —0.363263i y 1, =—2.100491+ 2.571327i.

Capitulo 4

4.7.1 x,=-3, x,=2.555555 y x; =0.888888.

4.7.2  x, =0.393468, x, =0.178849, x; =0.625194 y x, =—0.307931.
4.7.3  x,=-0.799796, x, =0.552845, x; =—0.286585 y x, =1.043699.
4.7.4  x,=1.320895, x, =—1.399253 y x5 =0.309701.

4.7.5 x,=-1.141987, x, =1.898580, x; =0.876267 y x, =0.537525.
4.7.6 x,=1.064516, x, =1.241935, x; =0.370967 y x, =—4.338709.
4.7.7 x,=0375, x,=—0.125 y x; =0.

[ 04767  0.1819 —0.1820 —0.0792 -0.2621 0.0669 |
0.5966  0.1862 —0.0859 0.0084 —0.3259 —0.1338
—0.0087 0.1614 —0.0325 0.0447 -0.0209 —0.0578

478 A=
0.0219 -0.1141 0.1410 -0.2308 0.1117  0.1463
-0.4796 -0.3503 0.2823 -0.0170 0.2551  0.1361
| -0.5566 —0.0736 —0.1043 0.2430 0.3046 —0.0442 |
[—0.0984 0.3443 —0.0984 —0.0820
-0.0179 -0.2101 0.0730  0.1669

479 A=

—0.0849 02519 0.0969 —0.2072
| 0.3681 -0.4247 -0.0864 0.2310

—0.0526  0.2105  0.2632
4.7.10 A=| 02105 -0.8421 -0.0526
—0.2105 1.8421  0.0526
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4.7.20

4.7.21

4.7.22

4.7.23
4.7.24
4.7.25
4.7.26

5.3852
0.9285
Cyy =| 1.4856
1.6713
[0.1857

53852
0

Csp=| 0
0
0

5.2915
0.7559
Cy =|0.1890
1.3229
0.1890

5.2915

CSup =

[9.4340
1.1660
0.8480
2.3320
1.3780
1 0.7420

Clnf =

9.4340

CSup =

oS O O O

0
7.7549
0.8537
1.3473
0.4936

0.9285
7.7549

5.6061
0.3313
0.7135
0.1529

0.7559
5.6061

7.5921
1.4503
0.5639
2.8178
0.0178

1.1660
7.5921

o O O

0

0
9.4902
0.2494
3.2984

1.4856
0.8537
9.4902
0
0

0

0
8.6519
0.9840
0.9147

0.1890
0.3313
8.6519

0
0
8.8982
1.8211
—0.3658
2.3988

0.8480
1.4503
8.8982

0

0

0

0 0

0 0

0 0 >
7.7672 0

0.0260 3.5835 |

1.6713  0.1857]
1.3473  0.4936
0.2494 3.2984
7.7672  0.0260

0 3.5835 |

0 0 |

0 0

0 o |
7.8596 0

0.2215 4.2491 |

1.3229 0.1890 |
0.7135 0.1529
0.9840 0.9147
7.8596 0.2215

42491 |
0 0 0 ]
0 0 0
0 0 0
8.0578 0 o |

0.4795 9.4232 0
—0.2617 49803 6.9154 |

23320 13780  0.7420 |
05639 2.8178 00178
1.8211 —0.3658 2.3988
8.0578 04795 —0.2617
0 94232 49803
0 0 6.9154 |

x, =0.450704, x, =0.633802, x; =—0.507042, x, =0.802816 y x5 =—2.112676.

x, =—1.130841, x, =0.990654, x; =1.644859 y x, =0.897196.

x, =6.125, x, =13.375, x; =—8.625 y x, =—12.5.

x, =—0.114942, x, =-0.249042, x5 =0.432950 y x, =0.812260.
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4.7.27 Jacobi: Radio espectral — 0.7919, namero de iteraciones — 30
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0.3912
0.1658
0.0576

0.3886
0.1667
0.0552

0.3889
0.1667
0.0556

0.3890
0.1670
0.0557

1.0692
0.2285
—0.0435
0.0317

1.0727
0.2338
—0.0442
0.0328

1.0727
0.2338
—0.0442
0.0328

x; 0] 0.2500 0.3333 0.3958 0.3889 0.4010 0.3877 0.3940 0.3864
x, 0] 0.2500 0.2708 0.2292 0.1962 0.1753 0.1685 0.1654 0.1660
x3 0| 0.3333 0.2500 0.1806 0.0903 0.0752 0.0492 0.0580 0.0496
X 0.3870 0.3903 0.3877 0.3898 0.3882 0.3895 0.3884 0.3892
X 0.1666 0.1664 0.1668 0.1666 0.1668 0.1666 0.1667 0.1666
X3 0.0527 0.0574 0.0540 0.0568 0.0546 0.0563 0.0550 0.0560
X1 0.3891 0.3887 0.3890 0.3888 0.3890 0.3888 0.3889 0.3888
X, 0.1666 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667
X3 0.0559 0.0553 0.0557 0.0554 0.0557 0.0555 0.0556 0.0555
X 0.3889 0.3889
X, 0.1667 0.1667
x;  0.0555 | 0.0556

Gauss-Seidel: Radio espectral — 0.5, nimero de iteraciones — 10
x; 0] 0.2500 0.3333 0.3958 0.4063 0.3958 0.3880 0.3867 0.3880
x, 0 0.1875 0.2187 0.1875 0.1641 0.1602 0.1641 0.1670 0.1675
x3 0 0.2083 0.1458 0.0625 0.0365 0.0443 0.0547 0.0579 0.0570

4.7.28 TJacobi: Radio espectral — 0.5241, niimero de iteraciones — 18
x 0 1.0000 1.1833 1.1302 1.0158 1.0612 1.0836 1.0773
x, 0 0.8000 0.5375 0.1055 0.1792 0.2691 0.2548 0.2249
x3 0 0.3750 -0.1469 | —0.0809 & -0.0351 —0.0211 —0.0491 —0.0487
x, 0 —0.1250 0.1469 0.0717 0.0194 0.0200 0.0386 0.0362
X 1.0715 1.0735 1.0731 1.0725 1.0726 1.0728 1.0728 1.0727
X, 0.2361 0.2355 0.2333 0.2334 0.2340 0.2340 0.2338 0.2338
x; —0.0426 | —0.0444 —0.0446 | —0.0442 —0.0441 | —0.0442 —0.0442 & —0.0442
X4 0.0318 0.0331 0.0331 0.0327 0.0327 0.0328 0.0328 0.0328

Gauss-Seidel: Radio espectral — 0.2571, numero de iteraciones — 9
x 0 1.0000 1.0914 1.0734 1.0713 1.0730 1.0728 1.0727
X, 0 0.3000 0.2285 0.2296 0.2349 0.2339 0.2338 0.2339
x3 0 —0.0375 @ -0.0505 | —0.0436 @ -0.0440 | —0.0443 @ —0.0442 | —0.0442
xy, 0 0.0328 0.0337 0.0324 0.0328 0.0328 0.0328 0.0328

4.7.29 x, =—17.285714, x, =10.142857, x, =—3.928571 y x, =1.

4.7.30  x, =—-3.411764, x, =—0.611764, x; = 0.647058, x, = 2.658823 y x5 =3.

4.7.31 x,=-114, x, =0.933333, x; =11.733333, x, =2 y x5 =3.

4.7.32  x, =—9.224880, x, = —12.071770, x, = —8.681020, x, =19.567783, x5 =2.778309, xs =1y

x7 =5.
4.7.33  x, =—0.058075, x, =0.405285, x; =0.651030 y x, =—0.163925.
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4.7.34
4.7.35
4.7.36

X, =0.443628 y x, =1.003015.
x, =0.157609 y x, =0.180039.
x, =—0.643275, x, =0.272889 y x; =1.172951.

Capitulo 5

5.10.1

X

f(x)

5.10.2

X

f(x)

5.10.3
5.10.4
5.10.5
5.10.6

5.10.7

5.10.8
5.10.9
5.10.10
5.10.11

5.10.12
5.10.13

5.10.14
5.10.15

5.10.16

5.10.17

5.10.18

5.10.19

P, (x)=—0.039212x* —2.069885x> +19.518582x> — 38.911326x + 25.407402.

1.2 1.9 2.1
3.162497 7.229604 9.838755

P,(x)=0.013622x> —0.131880x> +0.211644x +0.649802.
2 4
0.654551 | 0.258151

P;(x)=0.269647 x> +1.053044x> — 6.924038x — 7.65.
P, (x)=1.005555x> —9.272222x + 26.922222.
P, (x)=-0.041896x> +4.671977 x* —133.835438x + 2239.657665.

P,(x)=0.0416x —42.0833x* +17 001.125x> — 3 434 008.4166 x> + 346 801 698.3333x
—14.009 002 998.

P, (x)=-845130.1680x” +937 537.3197 x° — 396 672.2423x° + 80 815.4463x*
—8283.2733x° +434.8406x* —14.4112x +1.1081.
P,(x)=-0.572916x" +9.645833x> —51.833333x° +115.354166x — 66.59375.
P,(x)=0.0239x" —0.9817x* +15.1979x> —108.6197 x* +349.2781x — 379.8984.
P, (x)=0.208333x" —2.416666x> +12.291666x* —27.083333x + 26.
Py(x)=—(3.044114x(10)")x® +0.000217x” — 0.006329x° +0.096439x°
—0.828034x* +4.024025x° —10.418702x> +10.890720x +6.241666.
Py (x)=+(2.532021%(10)°)x® —0.000202x +0.006068x* +0.084587x°
+0.548857 x> —1.084744 x +2.614606.
Py (x)=-3.166666x> +61.5x* —386.333333x + 791.
P, (x)=-0.0234375x% +0.6875x +1.
x, =0, x, =6.698729, x5 =25, x, =50, x5 =75, x5 =93.301270 y x, =100
Py(x)=—(9.386666% (10) ) x® +(1.542454 x (10)™° ) x° — (4.150707 x (10)~° ) x*
+0.002722x> +0.061157x* +2.110515x +13.
x, =36, x, =36.75, x3 =3825 y x, =39
P,(x)=0.225185x> —25.582222x> +968.42x —12214.55.
x, =33, x, =33.742733, x; =35.823826, x, =38.831092, x5 = 42.169070, x, = 45.176173,
X, =47.257266 y xg =48.
P, (x)=—(1.664406x (10) )x” +0.004443x° — 0.487007 x° +28.098524 x*
—900.971464x> +15228.790782x7 —105765.224663x — 7853.503150.

x, =4.257, x, = 4.617887, x; =5.645606, x, =7.183697, x5 =8.998, x, =10.812302,
x, =12.350393, x3 =13.378112 y x, =13.739.

P, (x)=-0.010703x> —0.111941x? +7.376083x — 9.601248.
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5.10.20
5.10.21
5.10.22

5.10.23
5.10.24
5.10.25

5.10.26
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P, (x)=-0.000333x"* +0.015909x> —0.182778x* + 2.130693x —1.211743.

P,(x)=—0.000129x> +0.015748x> —1.233630x + 7.842451.

P, (x)=—0.000880x> —0.217534x +7.485780,

P, (x)=8.887015x> —0.004735x> —0.172627 x +7.374392.

P, (x)=0.014978x> —0.577271x +30.203384.
P,(x)=0.061904x> —0.766666x +3.285714.

P;(x)=0.000898x° —0.043774x° +0.807770x* — 7.033590x°

+28.747029x* — 40.923950x + 43.782692.

Funcidn discreta

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

2.2

2.4

2.6

2.8

3.0

f(®)
20

18.0053
15.1571
12.2633
9.6219
7.3575
5.5010
4.0311
2.9002
2.0516
1.4286
0.9802
0.6632
0.4428
0.2919

0.1901

Descomposicion de Fourier con n=0, 1, ..., 15

Funciones coseno
100.8865cos(0)
35.9863cos(2 7w nA@,)
14.9021cos(4 7 nA@,)
11.6751cos(6 7w nAg;)
10.8065cos(8 7 nAQ,)
10.4761cos(10 7T nAgQs)
10.3281cos(12 7T nAQy)
10.2613cos(14 7w nAg, )
10.2419cos(16 7 nA@y)
10.2613cos(18 7w nA@y)
10.3281cos(20 7 nA@y,)
10.4761cos(22 7w nA@;, )
10.8065cos(24 7 nA@,,)
11.6751cos(26 7 nA@;;)
14.9021cos(28 7 nA@,,)

35.9863cos(30 T nA@;s)

www.FreeLibros.me

Funciones seno
100.8865 sen(0)
—46.7374 sen(2 7 nA@,)
-25.8392 sen(4 7 nA@,)
—15.7561 sen(6 7 nA@s)
—10.3925 sen(8 7 nA@,)
—6.8916 sen (10 7 nAQs)
—4.2537 sen(12 7 nAQy)
—2.0381sen(14 7w nA@,)
0.0000 sen (16 7w nA@y )
2.0381 sen(18 7 nAg, )
4.2537sen(20 w nA@,,)
6.8916 sen(22 m nAg@;;)
10.3925 sen (24 7 nA@;,)
15.7561 sen(26 7w nA@,;)
25.8392 sen(28 7w nA@,,)

46.7374 sen(30 7w nA@;s)
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5.10.27

Funcidn discreta

t
0
1/155
2/155
3/155
4/155
1/31
6/155
7/155
8/155
9/155
2/31
11/155
12/155
13/155
14/155
3/31
16/155
17/155
18/155
19/155
4/31
21/155
22/155
23/155
24/155
5/31
26/155
27/155
28/155
29/155
6/31
1/5

£(0)
0
0.003452
0.016987
0.043114
0.083407
0.138927
0.210201
0.297036
0.398181
0.510886
0.630368
0.749281
0.857294
0.940994
0.984353
0.970083
0.882140
0.709521
0.451163
0.121189
—0.246924
—0.599445
—0.867265
—0.978610
—0.879664
—0.559677
—0.072425
0.458013
0.859303
0.965699
0.694967
0.116250

Descomposicion de Fourier con n=0, 1, ..., 31

Funciones coseno
7.8888cos(0)
—2.4581cos(2 7 nA@,)
5.7960cos(4 7 nAg, )
—3.5792cos(6 7 nA@;)
—2.3890co0s(8 7 nA@,)
~1.0506cos(10 7T nAQ;)
—0.4803cos(12 7 nA@s)
—0.2260cos(14 7 nA@,)
~0.0946cos(16 7T nA@y)
—0.0179cos(18 7 nA@, )
0.0303cos(20 7w nAQ,,)
0.0624cos(22 7w nA@;,)
0.0841cos(24 7 nA@;,)
0.0988c0s(26 7 nA@;;)
0.1083cos(28 7w nA@,,)
0.1136c0s(30 7 nAQ;5)
0.1153cos(32 7 nA@;s)
0.1136c0s(34  nAg,, )
0.1083cos(36  nA@,s)
0.0988cos(38 7T nA@;,)
0.0841c0s(40 7 nAQ,, )
0.0624cos(42 T nA@,;)
0.0303cos(44 T nA@,,)
—0.0179cos(46 T nAQ,;)
—0.0946cos(48 T nAQ,, )
—0.2260c0s(50 7 nAQ,5)
—0.4803¢os(52 T nAQ,4)
—1.0506cos(54  nAQ,; )
—2.3890c0s(56 T nAQ,5)
—3.5792c0s(58 7T nAQ,,)
5.7960c0s(60 T nAQs, )
—2.4581cos(62 T nA@s,;)
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Funciones seno
7.8888 sen(0)
—6.2283 sen(2 7w nA@;)
7.1313 sen(4 7 nA@,)
3.6293 sen(6 7 nAQ;,)
—0.1345 sen(8 7 nAg, )
—0.6270 sen (10 7 nA@s)
—0.5400 sen(12 7w nAy)
—0.4240 sen(14 7 nA@,)
—0.3340 sen (16 7w nAg@y)
—0.2653 sen(18 7w nA@y)
—0.2109 sen(20 7 nA@,,)
—0.1657 sen (22 7 nA@;;)
—0.1268 sen(24 7 nA@,, )
—0.0920 sen(26 7 nAQ;5)
—0.0600 sen (28 7w nA@,,)
—0.0296 sen (30 7 nA@;s)
0.0000 sen (32 7 nA@;4)
0.0296 sen(34 7 nA@,; )
0.0600 sen (36 7 nAQ;g)
0.0920 sen (38 7w nA@;,)
0.1268 sen (40 7T nAQy,)
0.1657 sen (42 7w nA@,; )
0.2109 sen (44 7w nA@,, )
0.2653 sen (46 1 nAQ,;)
0.3340 sen (48 7w nA@,,)
0.4240 sen (50 7 nAQ,s)
0.5400 sen (52 T nA@,)
0.6270 sen (54 7 nA@,; )
0.1345 sen (56 7T nA@,3)
—3.6293 sen(58 7T nAQy )
~7.1313 sen(60 7 nA@s,)
6.2283 sen (62 7 nAQ;, )



5.10.28

Funcion discreta

t
0
7/31
14/31
21/31
28/31
35/31
42/31
49/31
56/31
63/31
70/31
77/31
84/31
91/31
98/31
105/31
112/31
119/31
126/31
133/31
140/31
147/31
154/31
161/31
168/31
175/31
182/31
189/31
196/31
203/31
210/31
7

f(®)

0
0.024984
0.104023
0.213349
0.324830
0.418132
0.482525
0.515260
0.518969
0.499220
0.462630
0.415603
0.363627
0.310976
0.260688
0.214698
0.174042
0.139081
0.109706
0.085511
0.065925
0.050311
0.038034
0.028501
0.021181
0.015619
0.011433
0.008311
0.006002
0.004307
0.003072
0.002179
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Descomposicion de Fourier con n=0,1,...,31

Funciones coseno
5.8927 cos(0)
—0.9800cos(2 7 nA@,)
~1.4643cos(4 m nAg,)
—0.3985c0s(6 7 nA@;)
—0.0935c0s(8 7 nAQ, )
—0.0208cos(10 7w nAQs )
—0.0027cos(12 7 nA@g)
0.0016cos(14 7 nA@,)
0.0024cos(16 T nAgy)
0.0022cos(18 7t nAgs )
0.0018c0s(20 7 nAQ,,)
0.0014cos(22 7w nA@,;)
0.0011cos(24 7 nA@,, )
0.0009cos(26 7 nA@,3)
0.0007 cos(28 7 nA@,,)
0.0006cos(30 7T nA@;s)
0.0006cos(32 7T nA@;q)
0.0006co0s(34  nAQ,;)
0.0007 cos(36 T nA@;s)
0.0009cos (38 7T nA@;,)
0.0011cos(40 7 nAQy, )
0.0014cos(42 T nA@,;)
0.0018cos(44 T nA@,,)
0.0022c0s(46 T nAQ,;)
0.0024cos(48 T nA@,,)
0.0016c0s(50 T nAQ,5)
—0.0027 cos(52 7 nAQ,)
—0.0208cos(54 T nAQ,, )
—0.0935c0s(56 7T nA@,g)
—0.3985c0s(58 7T nAQ,,)
—1.4643c0s(60 7T nAQy,)
—0.9800cos(62 7w nA@s;)
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Funciones seno
5.8927 sen(0)
—3.7144 sen(2 7w nA@,)
—0.0354 sen(4 7 nAg,)
0.3466 sen(6 T nAQ;)
0.1974 sen(8 7 nAg,)
0.1026 sen(10 7 nAQs)
0.0564 sen(12 7 nA@s)
0.0564 sen (14 7 nAg,)
0.0207 sen (16 7 nA@y )
0.0136 sen(18 7w nAQ, )
0.0092 sen (20 7 nA@;,)
0.0063 sen (22 7 nA@;;)
0.0043 sen (24 7 nA@;,)
0.0029 sen (26 7 nA@;;)
0.0018 sen (28 7 nA@,,)
0.0008 sen (30 7 nA@;s)
0.0000 sen (32 7 nA@;4)
—0.0008 sen (34 7 nA@;;)
—0.0018 sen(36 7 nA@;s)
—0.0029 sen(38 7 nAQ,y)
—0.0043 sen (40 7T nA@,,)
—0.0063 sen (42 7 nAQ,;)
—0.0092 sen(44 7 nA@,,)
—0.0136 sen (46 7T nAQ,;)
—0.0207 sen (48 7 nAQ,,)
—0.0332 sen(50 7T nAQys)
—0.0564 sen (52 7T nAQy)
—0.1026 sen(54 T nA@,; )
—0.1974 sen (56 T nA@,3)
—0.3466 sen(58 7 nAQ,,)
0.0354 sen (60 7 nA@s,)
3.7144 sen(62 m nAQy,;)
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5.10.29

Funcién discreta

t f(t) Funciones coseno
0 1.12 11.59cos(0)
0.2 1.16 —1.5358co0s(2 7 nA@, )
0.4 1.45 0.3cos(4 7 nA@,)
0.6 1.78 —0.1641cos(6 7 nA;)
0.8 1.97 0.17cos(8 7w nA@,)
1.0 1.56 —0.1641cos(10 7 nA@;)
1.2 1.34 0.3cos(12 T nA@g)
1.4 1.21 —1.5358cos(14 7 nAg,)
5.10.30

Funcidn discreta

t f(@) Funciones coseno

0 3.45 80.11cos(0)

0.1 5.35 2.1402cos(2 7 nA@;)
0.2 6.61 —3.9251cos(4 7 nA@,)
0.3 3.45 4.1224cos(6  nAQ;)
0.4 6.95 —2.96c0s(8  nA@,)
0.5 5.25 —3.9122c0s(10 7w nAg;)
0.6 6.32 —7.4748cos(12 7 nA@s)
0.7 4.28 —5.5504cos(14 7 nA@,)
0.8 4.25 10.21cos(16 7 nA@g)
0.9 2.54 —5.5504 cos(18 7 nAg,)
1.0 6.35 —7.4748cos(20 7 nA@)
1.1 3.98 —3.9122co0s(22 7 nAg,, )
1.2 6.45 —2.96c0s(24 T nA@,;,)
1.3 3.54 4.1224c0s(26 7 nA@y;)
1.4 4.78 —3.9251cos(28 7 nA@,,)
L5 6.56 2.1402cos(30 7w nA@;;)

51031 T,(x)=2x>-1, Ty(x)=4x>—-3x y T,(x)=8x* —8x*+1.

Descomposicion de Fourier con n=0,1,...,7

Funciones seno
11.59 sen(0)
—0.2302 sen(2 7 nAg,)
0.27sen(4 7 nA@,)
~0.0102 sen (6 7 nA@;)
0.0000 sen(8 7w nA@,)
0.0102 sen(10 7w nAg; )
—0.27sen(12 7w nAgg)
0.2302 sen(14 7w nA@,)

Descomposicion de Fourier con n=0,1,...,15

Funciones seno
80.11sen(0)
—3.0657sen(2 7 nAQ, )
1.1876 sen(4 7 nA@,)
—0.8108 sen (6 7 nAQ;)
1.59 sen(8 7 nAg, )
0.7347sen(10 7w nA@s)
4.9076 sen(12 7w nA@s)
0.4797sen (14  nA@,)
0.0000 sen(16 7w nA@y)
—0.4797 sen(18  nA@y)
—4.9076 sen (20 7T nA@y,)
—0.7347 sen(22 7 nA@y, )
—1.59 sen(24 7w nAg@,,)
0.8108 sen (26 7 nA@,;)
~1.1876 sen(28 & nA@,,)
3.0657 sen(30 7T nA@;s)

5.10.32  Tchebyshev,(x)=0.177347x> +0.553939x> +0.997853x +0.989141.

5.10.33  Tchebyshev(x)=0.042774x> —0.071549x* +0.051054x°
—0.115205x* +0.243195x +1.056851.
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5.10.34  Tchebyshevyy(x)=346.3065x" —(1.2221e ™" ) x® —572.5715x7 +(2.4542¢ " ) x° +302.8359x°
—(1.5415¢7"" ) x* — 46.0764x° +(3.1024¢ 7' ) x* +1.2335x — (9.7477¢ 7).
5.10.35  Tchebyshev,,(x)=-1372.9378x" + 644.8697 x® +3902.5267x” —2027.4859x° —3939.2913x>
+2392.3929x* +1609.9416x° —1279.3371x —191.6263x +278.1731.
Capitulo 6
6.9.3 I=3.038615.
6.9.4 I=2.110806.
6.9.5
h 1 1/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/64 1/128
I 34817 2.2663 1.7451 1.5060 1.3918 1.3361 1.3086 1.2949
1/256 1/512 1/1024 | 1/2048 | 1/4096 | 1/8192 @ 1/16384 | 1/32768
I 12880 1.2846 1.2829 1.2821 1.2817 1.2815 1.2813 1.2813
6.9.6
h  m/2=355/226 355/452 355/904 355/1808 | 355/3616
I 1.483405e-17 | 0.033633 0.038640 0.040124 0.040497
h 355/7 232 355/14 464 = 158/12875 | 79/12875 | 79/25750
I 0.040590 0.040613 0.040619 0.040620 0.040620
6.9.7
h 3 3/2 3/4 3/8 3/16 3/32
I 82344250 | 39393939 | 22.036671 | 15.029053 @ 11.984509 | 10.579681
h 3/64 3/128 3/256 3/512 3/1 024 3/2 048 3/4 096
I 9906794 | 9577742 | 9.415064 | 9.334188 | 9.293865 | 9.273733 | 9.263674
h  3/8192 3/16 384 3/32 768 3/65536 | 3/131072 | 3/262144 | 3/524 288
I 9.258646 | 9256132 | 9.254876 | 9.254248 | 9.253933 | 9253776 | 9.253698
6.9.8 1=17.401709.
6.9.9 1=71.439330.
6.9.10
5/2 5/4 5/8 5/16 5/32 5/64 5/128
0 05130 | 12192 | 17051 | 19028 1.9617 1.9774 1.9815
h  5/256 5/512 | 5/1024 | 5/2048 @ 5/4096
I 19826 | 19829 @ 19830 | 19831 @ 19831
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6.9.11

5/256 5/1 024
0.5831 0.5832

7

6.9.12

1/160 1/640
0.050001 0.050002

—

~
II

o

0.050000

6.9.13 1=0.101196.
6.9.14 1=88.
6.9.15

1/10
0.1004

1/40 1/160 1/640
0.1003 0.1003 0.0999

i

6.9.16

11/20
14.514280

11/80
12.966810

11/5
26.936087

11/1 280
12.806545

11/5 120
12.805888

11/320
12.816948

6.9.17

3/20
0.064355

3/80
0.022369

3/320
0.015108

3/1 280
0.014346

3/5120
0.014293

3/20 480
0.014289

6.9.18 1=0.002298.
6.9.19 1=54.833333
6.9.20

116 1/64
11.624650 11.625033 11.625035

2

6.9.21
6 3/2 3/8
2844 778.5 770.431640
3/16 3/64
770.401977 770.400007
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6.9.22

1/64
0.993405

i

6.9.23 1=-0.875800.

6.9.24 [=93.75.
6.9.25

1/48
6.189096

i

6.9.26

25.999477

“

6.9.27

:

6.9.28

“

—5.249999

6.9.29

“

0.405912

6.9.30

“

32.110785

6.9.31

iI

0.089117

6.9.32

3

1/8 1/32
1.524808 0.993003
1/256
0.993424
1/6 1/24
6.049684 6.191791

116 164
25.934894 25.934346 25.934344
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1/192

6.188951

1/12 1/48
3.223970 3.223971

7/8 7/1 024
—0.054993 —0.049583

I|

1/2 1/256
32.213385 32.213431

1/8
0.088983

1/4
2.275973
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6.9.33
4 1/2
2.401965 2.400558
6.9.34
—1.233700 0 0 0 0

6.9.35
5.395751 0 0 0 0 0

2699098 | 2438504 | 24155 | 0 | 0 | 0o |
2.333963 2.305289 2.303844 2303596 | 2303539 | 0 |

2.304260 2.302229 2.302212 2.302211 2.302211 2.302211 2.302211
6.9.36
—3.394413 0 0 0 0

6.9.37
199.491133 0 0 0 0 0

49900163 | 33285020 | 3070894 | 0 | 0 | 0

12.666701 8.874903 8.438380 8.346419 8324387 | 0
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Capitulo 7

7.10.2 La grafica de la solucién es: 14

Solucién en p.u.

0 I I I I
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Tiempo en segundos

7.10.3 La grafica de la solucion es: 05

0.4+ ,

0.3+ i

Solucién en p.u.

0.1 ,

Tiempo en segundos

7.10.4 La grafica de la solucion es: 3

2.8 B
2.6 B

241 B

Solucién en p.u.

221 =

2 I I I
0 0.5 1 15 2

Tiempo en segundos

7.10.5 La grafica de la solucion es: 09
0.851- b

0.8 b
0.751 b
0.7 b
0.65- b
0.6 ~

Solucién en p.u.

0.551 —

0.5 I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Tiempo en segundos

7.10.6 La grafica de la solucion es:

Solucién en p.u.

1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tiempo en segundos
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7.10.7 La grafica de la solucion es: !

Solucién en p.u.
(=] =] (=1
=5 =

T T T
| | |

=3
o
T
I

1 1
0 0.2 04 0.6 0.8 1
Tiempo en segundos

7.10.8 La grafica de la solucion es: 6

Solucién en p.u.
s L ul
T T T
| | |

N
T
1

1 I I I
0 0.5 1 1.5 2

Tiempo en segundos

7.10.9 La grafica de la solucion es: 2

Solucién en p.u.

0.5 I I I I I
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Tiempo en segundos

7.10.10 La gréfica de la solucion es: 1

Solucién en p.u.
=] =] =]
55

T T T
| | |

o
o
T
I

1
0 02 0.4 0.6 0.8 1
Tiempo en segundos

7.10.11 La gréfica de la solucién es:

Solucién en p.u.

I I I
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Tiempo en segundos

-0.4 1 1
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7.10.12 La gréfica de la solucion es:

Solucién en p.u.
s o o
> =) o
T T T

o
)
T

0 0.2 0.4 0.6 0.8
Tiempo en segundos

7.10.13 La grafica de la solucidn es:

Solucién en p.u.
T
T T

o
“w
T

0 I I I .

0 1 2 3 4 5 6
Tiempo en segundos

7.10.14 La grafica de la solucidn es:

Solucién en p.u.

1 1
0 0.2 04 0.6 0.8
Tiempo en segundos

7.10.15 La grafica de la solucidn es:

._.
— 5
T T

Solucién en p.u.
o

wu

T

7.10.16 La grafica de las soluciones es:

Solucién en p.u.
= . L - T
T

1 1 1
0.005 0.01 0.015
Tiempo en segundos

=1

0.02
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x107°

—

o
«
T
I

Solucién en p.u.
=1
T
|

]

o

wn
T
I

1 1 1
0 0.005 0.01 0.015 0.02
Tiempo en segundos

7.10.17 La gréfica de la solucion es: x10~*

Solucién en p.u.

1 1
0.05 0.1 0.15 0.2
Tiempo en segundos

7.10.18 La grafica de la solucién es: !

Solucién en p.u.
s = o
L =) o
T T
| |

=)
)
T
I

I T .
00 0.5 1 1.5 2

Tiempo en segundos

7.10.19 La grafica de la solucidn es: 1.6

Solucién en p.u.

1 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tiempo en segundos

7.10.20 La grafica de la solucidn es: 25

[N
T
1

Solucién en p.u.
-
&
T
1

Tiempo en segundos

www.FreeLibros.me



RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS @ 403

7.10.21 La grafica de la solucién es: 2
1.95 B

1.9 ~
1.851- ~
1.8 b
1.751- ~

Solucién en p.u.

1.7+ B
1.65+ B

1
16 0.5 1 15 2
Tiempo en segundos

7.10.22 La grafica de la solucidn es: !

0.4+ ,

Solucién en p.u.

0.2 ,

0 2 4 6 8 10
Tiempo en segundos

7.10.23 La grafica de la solucidn es: 6

L [
T T
1 1

Solucién en p.u.
(3
T
|

[S)
T
1

1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tiempo en segundos

7.10.24 La grafica de la solucidn es: 10

Solucién en p.u.

0 I I
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Tiempo en segundos

7.10.25 La grafica de la solucién es: 20

—_ —
= v
T T

1 1

Solucién en p.u.

v
1

I |
0 200 400 600 800 1000

Tiempo en segundos

www.FreeLibros.me



404 @ RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

bt
15

7.10.26 La grafica de las soluciones es:

Solucién en p.u.
~
%) w )
T T T
| | |

—
5]
T
1

1 I I I I
0 1 2 3 4 5

Tiempo en segundos

e o
-

Solucién en p.u.
=1
e

-0.2

7.10.27 La grafica de las soluciones es:

“o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tiempo en segundos

Solucién en p.u.
(=] (=] (=]
S % G

e
=N

ol
wn

1 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tiempo en segundos

Solucién en p.u.
(=] (=] (=]
S

e
=N

ol
wn

1 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tiempo en segundos
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7.10.28 La grafica de las soluciones es:

—

=]
=)
T

o
=N
T

=]
'S
T

Solucién en p.u.
o
Do
T

e
o

e
=
«

Solucién en p.u.
=]
S o
= w1 —

Solucién en p.u.
|
(=]
'S

5 10
Tiempo en segundos

15

5 10
Tiempo en segundos

5 10
Tiempo en segundos

7.10.29 La grafica de las soluciones es:

o
=

Solucién en p.u.

e
—
T

=3
W
T

=]
)
T

Solucién en p.u.
(=] (=1 (=1
O T <
wu 1 wu = wul

o
o

w -

15 2 25
Tiempo en segundos

3.5

w -

15 2 25
Tiempo en segundos

3.5

www.FreeLibros.me




406 @ RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

0.7

0.5~

0.4+

0.3

0.2

Solucién en p.u.

0.5

1 1.5

Tiempo en segundos

2

2.5

3.5 4

7.10.30 La grafica de las soluciones es:

e
o
<

=

=3 (=1

Ul N
T T

g

=

=
T

Solucién en p.u.
(=1 (=]
o o
0o W
T T

e
1=
—_

o

o

0.11

0.5

1 1.5

Tiempo en segundos

2

2.5

3.5 4

0.105

e
=

o
o
O
@

Solucién en p.u.
o
o =1
(2] =3
wu O

0.08

I
1 1.5

2
Tiempo en segundos

I
2.5

3.5 4

0.5

I
1 1.5

Tiempo en segundos

2

I
2.5

3.5 4

7.10.31 La grafica de las soluciones es:

e
1<)
N

Solucién en p.u.
(=] =] o
s = o
= vl =
T T

o

=1

@
T

4
=3
O]

0.5 1

1
15
Tiempo en segundos

2 2.5
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ion en p.u.

Soluc

0.2 I | I
0 0.5 1 1.5 2 2.5

Tiempo en segundos

0 I I I
0 0.5 1 1.5 2 2.5

Tiempo en segundos

7.10.32 La grafica de las soluciones es: !

Solucién en p.u.
(=1 o o =1
> 3 = ©
T T T

| | | |

2
u
T
I

I I
0.5 1 1.5

Tiempo en segundos

o
=

<)

I I
0 0.5 1 1.5

Tiempo en segundos

0.01

0.005

en p.u.

-0.005

-0.01

-0.015

Solucién

-0.02

-0.025 L L
0 0.5 1 1.5

Tiempo en segundos
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7.10.33 La grafica de las soluciones es: 002

Tiempo en segundos

Solucién en p.u.

| ! !

S =

o o o

w2 [\S] —
T

-0.04 L
0

I
=3
=

Tiempo en segundos

u.
e 2 2
o o o
S R @&

Solucién en p.u.
(=]
(=3
&

0.01
0
-0.01 1 1 1
0 2 4 6 10
Tiempo en segundos
7.10.34 La grafica de las soluciones es: 10 w
5- J .
5 o~ .
o
§ st R
=
S -108 R
Q
=
o -15f B
w
-201 b
=25 L L I | I
0.5 1 1.5 2 2.5 3.5
Tiempo en segundos
2.5
g ,
=%
= i
[
=
£ ,
g
=2
= ,
w
-1 I I I I I
0 0.5 1 1.5 2 2.5 35

Tiempo en segundos
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O
- )

Solucién en p.u.
o
Do

~04 I I I I I
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35

Tiempo en segundos

7.10.35 La grafica de las soluciones es: 026 w w
0.24 b

0.22 b
0.2 b
0.18| b
0.16 b
0.14F b

Solucién en p.u.

0.12| b

0.1 L | I I
0 5 10 15 20 25

Tiempo en segundos

0.02

0.01 i

~0.01} N

-0.02- ~

-0.03- b

Solucién en p.u.

-0.04 ~

~0.05 | L L I
0 5 10 15 20 25

Tiempo en segundos

-0.01~ b
-0.021- b
-0.03
-0.04
-0.05

Solucién en p.u.

-0.06

-0.07

I I I
5 10 15 20 25

-0.08 .
0

Tiempo en segundos

7.10.36 La grafica de las soluciones es: %107

|

v
T
L

Solucién en p.u.
L
=
T
1

I
—_
%

T

1

|
]
=)

I I I I I
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Tiempo en segundos

o
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0.005

p-u

-0.005

-0.01

-0.015

Solucién en

-0.02

-0.025
0

0.5

1
15 2 25
Tiempo en segundos

o
©

Solucién en p.u.
=1
2
T

o
S
T

=]
=Y
T

0.5

L
15 2 25
Tiempo en segundos

7.10.37 La grafica de las soluciones es:

Solucién en p.u.

0.1

1 1
0.2 03
Tiempo en segundos

0.4

Solucién en p.u.
- G e
T T T

o
w

0.1

1 1
0.2 0.3
Tiempo en segundos

0.4

0.5

Solucién en p.u.

1 1
0.2 0.3
Tiempo en segundos

0.4

0.5
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20

—_ —_
o vl
T T

Solucién en p.u.
wul
T

50 100 150
Tiempo en segundos

-0.5

Solucién en p.u.

50 100 150
Tiempo en segundos

Solucién en p.u.

50 100 150
Tiempo en segundos

12
7.10.39 Usando un tamano de paso h= X se obtiene que T(12) = 80.0000208. La solucion exacta al
1

—t
problemaes T(t)= 72(%)12 +28, por lo que la solucién exacta es T(12)=80

7.10.40 La grafica de las 45
soluciones es: 4
35
3 y
25 “\‘
2 ‘\
1.5 X
1
0.5
0

6 8 10 12
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=3

0

7.10.41 Usando el método de | &
Runge-Kutta de cuarto orden | 700

para sistemas, con un tamafo | 600 \
de paso de 20/1 024, se obtie- 500

—— Susceptibles
--- Infectados

ciones: 300

nen las siguientes aproxima- 400 \\

200 4 \
100 +—F

T T 1
0 5 10 15 20

7.10.42 El sistema de cuatro ecuaciones resultante es

a_,

e~ ?
d__ m
dt r
dx;

ar

dx, _ mx;
dt r

r=~x2+x2,%(0)=1,%,(0)=0,x;(0)=0,x,(0)=1

7.10.43 Usando el método de Runge-Kutta de cuarto orden, se tiene que para t =69 minutos, el
tanque estara vacio.

Capitulo 8

11000 1 1 1 1 1
01100 0 05 0375 0437 0.386
8.10.1 J=(o 0 1 1 o0 v=[V, V, V; V, V.]=[0 0 0250 0.125 0.195].
0001 1 0 0 0 0125 0.015
[0 0 0 0 1] [0 0 0 0  0.031]
(2 1 0 0 0]
0210 0
8.10.2 J=lo0 0 2 1 0
000 21
0 0 0 0 2]
(3 1. 0 0 0] (1 1 1 1 1
03100 0 1 05 0625 0677
8.103 J=l0 0 3 1 0 v=[V, V, V; V, Vi|]=|l0 0 05 0125 0218
0 00 31 0 0 0 025 0.020
0 0 0 0 3] 0 0 0 0  0.083]
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(4 1 0 0 0] 1 1 1 1 1
0 4100 0 05 -025 1375 -2437
8.104 J=lo 0 4 1 o| V=[V\ V, V; V, V.]=|l0 0 05 —075 2375
0 0 0 4 1 0 0 05 -15
[0 0 0 0 4] K 0 0.25 |
(5 1 0 0 0] 1 1 1 1 1]
05100 01 -1 2 -15
8.10.5 J=lo 0 5 1 0 v=[V, V, V; V, V.]=[o 0 1 -1 2
0 00511 00 0 1 -15
[0 0 0 0 5] [0 0 0 0 05
(6 1 0 0 0] 1 1 1 1 1]
06100 0 05 05 05 05
8.106 J=l0o 0 6 1 0 v=[Vv, V, V; V, V.]=[0o 0 05 05 05
0006 1 0 0 0 05 0375
[0 0 0 0 6] K 0 0 0.125]
(7 1 0 0 0] (1 1 1 1 1
0710 0 0 1 05 0916 0.527
8.10.7 J=lo 0 7 1 ol V=[Vv, V, V; V, V.]=[0 0 05 008 0472
000 7 1 0 0 0 0166 —0.013
[0 0 0 0 7] [0 0 0 0  0.041 |
(8 1 0 0 0] (1 1 1 1 1]
081 00 0 05 05 05 05
8.10.8 J=|0 0 8 1 0 v=[v, V, V; V, V.]=|l0 0 05 05 05
000 81 0 0 0 025 025
[0 0 0 0 8] [0 0 0 0 025]
(9 1 0 0 0] (1 1. 0 1 0]
09 000 001 1 0
8.109 J=lo 0 9 1 0 v=[V, V, V; V, V]=[0 0 0 1 1
00090 01 0 -10
[0 0 0 0 9] [0 0 0 1 0]
[ 2.0000 —14.0712 0 0 0 0 ]
-14.0712  13.1263  —14.5760 0 0 0
810.10 T= 0 145760 22747  —2.8965 0 0
0 0 -2.8965  —1.9997 -5.1758 0
0 0 0 -5.1758 —3.4884 —1.0504
) 0 0 0 -1.0504 5.0871 ]
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8.10.11 T=

8.10.12 T-=

8.10.13 T=

8.10.14 T-=

[ 5.0000 —13.8924 0 0
—13.8924 28.2228 16.1908 0
0 16.1908  3.9660 —2.4661
0 0 —2.4661 3.9272
0 0 0 3.1382
0 0 0 0
L O 0 0 0
[ 2.0000 —16.0000 0 0
—16.0000 30.0313 15.5863 0
0 155863 62426 4.4650
0 0 44650 0.2547
0 0 0 0.2746
0 0 0 0
0 0 0 0
L 0 0 0 0
[ 500 -17.37 0 0 0
-17.37 2797 —15.33 0 0
0 -1533 4.60 7.46 0
0 0 746 —0.86 —3.58
0 0 0 -3.58 —0.68
0 0 0 0 5.30
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
L O 0 0 0 0
[ 2.00 -18.24 0 0 0
-1824 40.21 13.53 0 0
0 1353 548 893 0
0 0 -893 -5.81 -5.51
0 0 0 -551 -2.73
0 0 0 0 7.39
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0
3.1382 0 0
0.0296 2.4614 0
24614 -2.6213 -3.4168
0 —3.4168 8.4757 |
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0.2746 0 0
2.8871 —6.7738 0
—6.7738 —2.3461 6.7154
0 6.7154 —0.4238
0 0 —0.8686
0 0 0 0 |
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
5.30 0 0 0
-051 292 O 0
292 540 514 O
0 514 400 4.65
0 0 465 3.07]
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
7.39 0 0 0
146 3.43 0 0
343 -0.05 -1.51 0
0 -151 7.89 072
0 0 072 0.77
0 0 0 —2.43
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0
—0.8686
—1.6457 |

0
0
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0
0
0
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0
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[ 200 -17.40 0 0 0 0 0 0 0 0
-1740 44.60 -16.30 0 0 0 0 0 0 0 0
0 -16.30 9.76 6.83 0 0 0 0 0 0
0 0 683 -191 544 0 0 0 0 0 0
0 0 0 —-544 —4.58 -5.66 0 0 0 0 0
8.10.15 T=| o0 0 0 0 -5.66 —-1.00 8.94 0 0 0 0
0 0 0 0 0 894 -099 —4.68 0 0 0
0 0 0 0 0 0 —4.68 —546 230 0 0
0 0 0 0 0 0 0 230 -2.18 -1.49 0
0 0 0 0 0 0 0 0 -149 213 -249
L O 0 0 0 0 0 0 0 0 —-249 —7.34]
[ 50 213 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |
-213 474 262 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 262 55 58 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 58 -13 81 O 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 -81 30 48 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 48 26 -68 0 0 0 0 0 0
8.10.16 T=| o0 0 0 0 0 -68 20 57 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 57 -78 46 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 46 09 44 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 44 -07 20 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 20 -34 -17 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1.7 =35 24
L O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 24 -1 |
8.10.17
1.0 -208 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |
-208 556 241 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 241 48 80 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 80 -18 58 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 58 -13 7.0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -70 -28 661 0 0 0 0 0 0 0
T= 0 0 0 0 0 61 -39 -68 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 -68 -08 -82 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 -82 56 -84 O 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 -84 -68 38 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 -38 02 42 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 42 58 45 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 45 -15 -47
L O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -47 48]

www.FreeLibros.me



416 @ RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

8.10.18

[ 5.0
-21.7
0

S O O O ©O O o o o o o o

8.10.19
8.10.20
8.10.21
8.10.22
8.10.23
8.10.24
8.10.25
8.10.26
8.10.27

8.10.28

8.10.29

8.10.30

8.10.31

217 0 0 0 0
540 -330 0 0 0
-330 91 -64 0 0
0 -64 —-06 -51 0
0 0 51 -85 -74
0 0 0 -74 -43
0 0 0 0 -86
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
vp=11.5414 V=[0.4263 0.6570
vp=11.4568 V =[0.6206 0.3555
vp=119377 V=[0.6260 0.3903
vp=119142 V=[0.3291 0.4678
vp=14 V=[0.2661 0.5617
vp=10.5414 V=[0.8156 0.3740
vp=18.8037 V =[0.4407 0.4649
vp=15.3353 V=[0.6363 0.3679
vp=13.9397 V=[0.4324 0.4947
(A, ] [11.2579]

A=A |=| 77992 |, V=]V, V,
| A | | 4.9429 |
(A, ] [13.6056]

A=A |=| 63944 |, V=]V, V,
| A, | [ 4.0000 |
(A, ] [9.1004

A=A, |=[53389 |, V=]V, V,
| A, | [3.5607
(A ] [11.7528

Az Ay _| 64664 v, v,
s 5.2266
[ A, ] | 45543

o 0 0 0 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 0 0 0 0
o 0o 0 0 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 0 0 0 0
86 0 0 0 0 0 0 0 0
12 49 0 0 0 0 0 0 0
49 09 56 0 0 0 0 0 0
0 56 -26 52 0 0 0 0 0
0 0 52 =55 —71 0 0 0 0
0 0 0 -71 -80 55 0 0 0
0 0 0 0 55 03 17 0 0
0 0 0 0 0 17 -24 -26 0
O 0 0 0 0 0 -26 28 -36
o 0 0 0 0 0 0 -36 —44
0.6218]"
0.6989]"
0.6751]"
0.8203]"
0.7834]"
0.4415]"
0.5694 0.5152]"
04912 0.4674]"
0.6283 0.4165]"
[0.5299 07485  0.0784 ]
V,]=|05559 —05831 05277
0.6405 —03157 —0.8458 |
[0.6775 08521  0.5570 ]
V,]=|05201 —0.3700 —0.6583
0.5201 —03700  0.5064 |
04120 07092  0.1700
V,]=]0.5539 02055 —0.8726
07235 —0.6744 0.4580
04206 02362 —0.0389 03314
03491 —0.0347 0.8909 —0.5932
\& V4]=
04829 03974 —02107 —0.4121
06841 —0.8861 —0.4005 0.6070

www.FreeLibros.me



RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS @© 417

A [12.42247 [0.6282 07678 —0.0247 0.0895 ]
A 7.2305 03812 —0.3315 0.1738 —0.7293
8.10.32 A=|?|= v=[V, V, V, V,]=
A | | 61411 04326 —0.4801 03261  0.1892
A, | 42060 | (05224 02646 —0.9289 0.6513 |
A, ] [12.9142] (04914 08641 —0.3864 0.2582 ]
A 7.7564 0.5567 —0.0317 0.6342 —0.7746
8.1033 A=|"?|= ,vV=[v, V, V, V,]=
A | | 63294 04242 —03337 04478 —0.2582
[ A, ] | 6.0000 | [0.5184 —0.3756 —0.4980 0.5164 |
A, ] [13.5566] [0.4026  0.0355  0.6742 —0.3938]
y) 6.6552 04152 08760 —0.6742 0.6658
8.1034 A=|"?|= ,V=[V, V, V; V,]=
A | | 6.0000 07096 —0.4797 —0.2697 0.4965
(A, | 4.7882 | 104026 0.0355 —0.1348 —0.3938 |
A, ] [12.0780] [0.4866 0.6626 —0.2723 —0.0833]
y) 7.1969 04092 —0.6153 09431  0.6624
8.10.35 A=|"?|= ,V=[V, V, V; V,]=
1| | 64046 0.5029 —0.2043 —0.0529 —0.6734
| A, ] | 53205 10.5856 —0.3751 —0.1835 0.3176 |
A, [20.7326 03939 0.8010 —0.2555 03173
A 3.5186 0.5476 —0.5904 —0.4815 0.7195
8.1036 A=|?|= ,V=[V, V, V, V,]=
L || -3.4709 04718 —0.0558 0.7588 —0.6154
A, |-2.7804 0.5678 0.0823 —0.3564 —0.0538
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