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Prefacio

OBJETIVOS

El objetivo principal de un primer curso de mecdnica debe ser desa-
rrollar en el estudiante de ingenierfa la capacidad de analizar cual-
quier problema en forma légica y sencilla, y la de aplicar para su so-
lucién unos cuantos principios basicos perfectamente comprendidos.
Se espera que este texto, disefiado para un primer curso de estitica,
asi como el libro complementario, Mecdnica vectorial para ingenieros:
Dindmica, permitirin que el profesor alcance este objetivo.

ENFOQUE GENERAL

En la parte inicial del texto se introduce el andlisis vectorial, el cual
se utiliza en la presentacién y exposicién de los principios funda-
mentales de la mecénica. Los métodos vectoriales se usan también
para resolver diversos problemas, especialmente en tres dimensiones,
donde estas técnicas permiten obtener la solucién de un modo mads
conciso y simple. Sin embargo, el énfasis del libro se mantiene en
el correcto aprendizaje de los principios de la mecénica y su aplica-
cién para resolver problemas de ingenieria, por lo que el andlisis
vectorial se presenta, primordialmente, como una herramienta prac-
tica.

Se introducen aplicaciones practicas desde una etapa ini-
cial. Una de las caracteristicas del enfoque usado en estos tomos es
que la mecdnica de particulas se ha separado en forma clara de la me-
canica de cuerpos rigidos. Este enfoque hace posible considerar apli-
caciones practicas simples en una etapa inicial y posponer la intro-
duccion de los conceptos més avanzados. Por ejemplo:

e En Estdtica, la estdtica de particulas se estudia primero (capitulo
2), después de haber presentado las reglas para la suma y resta
de vectores, y el principio de equilibrio de una particula se aplica
inmediatamente a situaciones préicticas que involucran sélo
fuerzas concurrentes. La estdtica de cuerpos rigidos se considera
en los capitulos 3 y 4. En el capitulo 3 se introducen los produc-
tos escalar y vectorial de dos vectores y se utilizan para definir el
momento de una fuerza con respecto a un punto y a un eje. La
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presentacion de estos nuevos conceptos es seguida por la exposi-
cién rigurosa y completa de los sistemas de fuerzas equivalentes
que conducen, en el capitulo 4, a muchas aplicaciones practicas
que involucran el equilibrio de cuerpos rigidos bajo la accién de
sistemas generales de fuerzas.

* En Dindmica se observa la misma divisién. Se introducen los con-
ceptos basicos de fuerza, masa y aceleracién, de trabajo y ener-
gfa, y de impulso y momentum, y se aplican en primera instancia
a la resolucién de problemas que sélo involucran particulas. De
esta forma, los estudiantes pueden familiarizarse por si mismos
con los tres métodos bdsicos utilizados en dindmica, y aprender
sus respectivas ventajas antes de enfrentar las dificultades asocia-
das con el movimiento de cuerpos rigidos.

Los conceptos nuevos se presentan en términos simples.
Como este texto estd disefiado para un primer curso sobre estdtica,
los conceptos nuevos se presentan en términos simples y cada paso
se explica en forma detallada. Por otro lado, este enfoque alcanza una
madurez definitiva al analizar los aspectos mas relevantes de los pro-
blemas considerados, y al ampliar los métodos de aplicabilidad gene-
ral. Por ejemplo, los conceptos de restricciones parciales y de inde-
terminacién estdtica se introducen al principio del texto para ser
usados en todo el libro.

Los principios fundamentales se ubican en el contexto de
aplicaciones simples. Se enfatiza el hecho de que la mecénica es,
esencialmente, una ciencia deductiva que se basa en algunos princi-
pios fundamentales. Las derivaciones se presentan siguiendo su se-
cuencia légica y con todo el rigor requerido a este nivel. Sin embar-
go, en virtud de que el proceso de aprendizaje es primordialmente
inductivo, las aplicaciones mds simples se consideran primero. Por
ejemplo:

e Laestdtica de particulas antecede a la estética de cuerpos rigidos,
y los problemas que involucran fuerzas internas se posponen has-
ta el capitulo 6.

e En el capitulo 4 se consideran primero los problemas de equili-
brio que involucran s6lo a fuerzas coplanares, y se resuelven por
medio del dlgebra ordinaria, mientras que los problemas que in-
volucran fuerzas tridimensionales, los cuales requieren el uso
completo del dlgebra vectorial, se exponen en la segunda parte
de dicho capitulo.

Se emplean diagramas de cuerpo libre para resolver pro-
blemas de equilibrio y expresar la equivalencia de sistemas de
fuerzas. Los diagramas de cuerpo libre se introducen al principio
y se enfatiza su importancia a lo largo de todo el texto. No sélo se em-
plean para resolver problemas de equilibrio sino también para expre-
sar la equivalencia de dos sistemas de fuerzas o, de modo més gene-
ral, de dos sistemas de vectores. La ventaja de este enfoque se vuelve
evidente en el estudio de la dindmica de cuerpos rigidos, donde se
utiliza para resolver problemas tridimensionales y bidimensionales. Se
pudo lograr una comprensién mds intuitiva y completa de los princi-
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pios fundamentales de la dindmica al poner mayor énfasis en las “ecua-
ciones de diagramas de cuerpo libre” en lugar de en las ecuaciones
algebraicas estdindar de movimiento. Este enfoque, introducido en
1962 en la primera edicién de Mecdnica vectorial para ingenieros, ha
obtenido hasta la fecha una amplia aceptacién entre los profesores de
mecdnica en Estados Unidos. Por tanto, para la resolucién de todos
los problemas resueltos de este libro, se prefiere su utilizacién en lu-
gar del método de equilibrio dindmico y de las ecuaciones de movi-
miento.

Se utilizan presentaciones en distintos tonos para distin-
guir los vectores. El color se ha usado no sélo para mejorar la ca-
lidad de las ilustraciones, sino también para ayudar a los estudiantes
a distinguir entre los diversos tipos de vectores que pueden encon-
trar. En virtud de que no habia intencién de establecer un cédigo de
color para el texto, en un capitulo dado se utiliza el mismo color pa-
ra representar el mismo tipo de vector. Por ejemplo, a lo largo del to-
mo de Estdtica, el rojo se utiliza en forma exclusiva para representar
fuerzas y pares, mientras que los vectores de posicién se muestran en
azul y las dimensiones en negro. Esto vuelve més fécil para los estu-
diantes identificar las fuerzas que actdan sobre una particula o cuer-
po rigido dados y comprender los problemas resueltos y otros ejem-
plos proporcionados en el libro.

Se mantiene, en forma consistente, un cuidadoso balance
entre las unidades Sl y unidades de uso comiin en Estados Uni-
dos. Debido a la tendencia que existe en la actualidad en el gobier-
no y la industria estadounidenses de adoptar el Sistema Internacional
de Unidades (unidades métricas SI), las unidades SI que se usan con
mayor frecuencia en mecénica se introducen en el capitulo 1y se em-
plean en todo el libro. Aproximadamente la mitad de los problemas
resueltos y 60 por ciento de los problemas de tarea estdn planteados
en este sistema de unidades, mientras que el resto se proporciona en
las unidades de uso comin en Estados Unidos. Los autores creen que
este enfoque es el que se adecuard mejor a las necesidades de los es-
tudiantes, quienes, como ingenieros, tendrdn que dominar los dos sis-
temas de unidades.

También se debe reconocer que el uso de ambos sistemas de uni-
dades significa mas que aplicar factores de conversién. Como el sis-
tema de unidades SI es absoluto basado en el tiempo, la longitud y la
masa, mientras que el sistema inglés es un sistema gravitacional ba-
sado en el tiempo, la longitud y la fuerza, se requieren diferentes en-
foques para la solucién de muchos problemas. Por ejemplo, cuando
se usan las unidades SI, por lo general, un cuerpo se especifica me-
diante su masa expresada en kilogramos; en la mayor parte de los pro-
blemas de estética serd necesario determinar el peso del cuerpo en
newtons, para lo cual se requiere un cdlculo adicional. Por otro lado,
cuando se aplican las unidades de uso comin en Estados Unidos, un
cuerpo se especifica mediante su peso en libras y, en problemas de
dindmica, se requerird un célculo adicional para determinar su masa
en slugs (o Ib - s*ft). Por tanto, los autores creen que los problemas
que se les asignen a los estudiantes deben incluir ambos sistemas de
unidades.
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En las secciones opcionales se tratan temas avanzados o
especializados. En ellibro se incluye un gran niimero de secciones
opcionales identificadas mediante asteriscos y, por tanto, se distinguen
facilmente de aquellas que constituyen la parte fundamental de un
curso bdsico de estatica. Estas secciones pueden omitirse sin perju-
dicar la comprensién del resto del texto.

Entre los temas cubiertos en las secciones adicionales se encuen-
tran la reduccion de un sistema de fuerzas a una llave de torsién, apli-
caciones a hidrostatica, diagramas de fuerza cortante y momento flec-
tor, equilibrio de cables, productos de inercia y circulo de Mohr, la
determinacién de los ejes principales y momentos de inercia de un
cuerpo en forma arbitraria, y el método del trabajo virtual. Las sec-
ciones sobre vigas son especialmente ttiles cuando el curso de esta-
tica es seguido inmediatamente por un curso de mecénica de mate-
riales, mientras que las partes que tratan acerca de las propiedades
de inercia de cuerpos tridimensionales fueron pensadas primordial-
mente para los estudiantes que después estudiardn, en dindmica, el
movimiento tridimensional de cuerpos rigidos.

El material presentado en el libro y la mayor parte de los pro-
blemas no requieren conocimiento matemético previo superior al dl-
gebra, la trigonometria y el célculo elemental; todos los conocimien-
tos de dlgebra elemental necesarios para comprender el texto se
presentan con detalle en los capitulos 2 y 3. En general, se pone mayor
énfasis en la comprensién adecuada de los conceptos matematicos
bésicos incluidos que en la manipulacién de férmulas matematicas. Al
respecto, se debe mencionar que la determinacién de los centroides
de dreas compuestas precede al cédlculo de centroides por integracion,
lo cual posibilita establecer firmemente el concepto de momento de
un drea antes de introducir el uso de integrales.

ORGANIZACIQN DE LOS CAPI"]'ULOS
Y CARACTERISTICAS PEDAGOGICAS

Introduccion del capitulo. Cada capitulo comienza con una intro-
duccién que establece el propésito y los objetivos del mismo, y en
donde se describe en términos sencillos el material que serd cubier-
to y sus aplicaciones en la resolucién de problemas de ingenierfa. Los
lineamientos del capitulo proporcionan a los estudiantes una vision
previa de los tépicos que éste incluye.

Lecciones en el capitulo. El cuerpo del texto estd dividido en
unidades, cada una de las cuales consiste en una o mas secciones de
teorfa, uno o varios problemas resueltos, y una gran cantidad de pro-
blemas de tarea. Cada unidad corresponde a un tema bien definido
que, por lo general, puede ser cubierto en una leccién. Sin embargo,
en ciertos casos el profesor encontrard que es deseable dedicar mas
de una leccién a un tépico en particular.

Problemas resueltos. Los problemas resueltos se plantean de
manera muy similar a la que usardn los estudiantes cuando resuelvan
los problemas que se les asignen. Por tanto, estos problemas cumplen
el doble propésito de ampliar el texto y demostrar la forma de traba-
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jo clara y ordenada que los estudiantes deben cultivar en sus propias
soluciones.

Resolucién de problemas en forma independiente. Entre los
problemas resueltos y los de tarea, para cada leccién se incluye una sec-
cién titulada Resolucion de problemas en forma independiente. El pro-
posito de estas secciones es ayudar a los estudiantes a organizar mental-
mente la teorfa ya cubierta en el texto y los métodos de resolucién de los
problemas resueltos, de manera que puedan resolver con mayor éxito
los problemas de tarea. Ademds, en estas secciones también se incluyen
sugerencias y estrategias especificas que les permitirdn enfrentar de ma-
nera més eficiente cualquier problema que se les asigne.

Series de problemas de tarea. La mayoria de los problemas
son de naturaleza préctica y deben llamar la atencién del estudiante
de ingenieria. Sin embargo, estin disefiados para ilustrar el material
presentado en el texto y para ayudar a los estudiantes a comprender
los principios de la mecénica. Los problemas se han agrupado de
acuerdo con las partes del material que ilustran y se presentan en or-
den de dificultad creciente. Los problemas que requieren atencién
especial estdn sefialados con asteriscos. Al final del texto se proporcio-
nan las respuestas correspondientes a 70 por ciento de los problemas
propuestos; y aquellos para los cuales no se da respuesta se indican en
el libro escribiendo su niimero en cursivas.

Repaso y resumen del capitulo. Cada capitulo finaliza con
un repaso y un resumen del material cubierto en el mismo. Las notas
al margen se utilizan para ayudar al estudiante a organizar su trabajo
de revisién, ademas se han incluido referencias cruzadas para ayudar-
los a encontrar las partes de material que requieren atencién especial.

Problemas de repaso. Al final de cada capitulo se incluye un
grupo de problemas de repaso. Estos problemas proporcionan a los
estudiantes una oportunidad adicional de aplicar los conceptos més
importantes presentados en el capitulo.

Problemas de computadora. Cada capitulo incluye un grupo
de problemas disefiados para ser resueltos mediante programas de
computadora. Muchos de estos problemas son importantes para el
proceso de disefio. En estdtica, por ejemplo, pueden implicar el and-
lisis de una estructura para diferentes configuraciones y cargas o la de-
terminacién de las posiciones de equilibrio de un mecanismo que
puede requerir un método iterativo de solucién. El desarrollo del al-
goritmo necesario para resolver un problema de mecanica dado bene-
ficiard a los estudiantes en dos formas diferentes: 1) les ayudara a lo-
grar una mejor comprensién de los principios de la mecénica involu-
crados; 2) les proporcionara la oportunidad de aplicar sus habilidades
con la computadora para encontrar la solucién de un problema rele-
vante de ingenierfa.

MATERIALES DE APOYO

Esta obra cuenta con interesantes complementos que fortalecen los
procesos de ensefianza-aprendizaje, asi como la evaluacion de éstos,
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mismos que se otorgan a profesores que adoptan este texto para sus
cursos. Para obtener més informacién y conocer la politica de entrega
de estos materiales, contacte a su representante McGraw-Hill.

CONEXION CON LA INGENIERIA DE McGRAW-HILL

La conexién de McGraw-Hill con la ingenieria (McGraw-Hill Con-
nect Engineering) es una plataforma de tareas y evaluacién que pro-
porciona a los estudiantes los medios para conectarse de mejor ma-
nera con su curso, sus profesores y los conceptos importantes que
necesitardn conocer para su éxito en la actualidad y en el futuro. Me-
diante la Conexién con la Ingenierfa, los profesores pueden entregar
con facilidad tareas, tests y exdmenes en linea. Los estudiantes pue-
den practicar habilidades importantes a su propio ritmo y de acuerdo
con su propio programa.

La Conexi6n con la Ingenieria de Mecdnica vectorial para inge-
nieros esta disponible en www.mhhe.com/beerjohnston e incluye
problemas algoritmicos del texto, presentaciones en PowerPoint, un
banco de imdgenes y animaciones.

OPCIONES DE LIBRO ELECTRONICO

Los libros electrénicos son una forma innovadora de ahorrarle dinero
a los estudiantes y al mismo tiempo crear un medio ambiente mds
verde. Un libro electrénico puede ahorrarles a los estudiantes cerca
de la mitad del costo de un libro de texto tradicional y ofrece carac-
teristicas tinicas como un poderoso dispositivo de bisqueda, texto re-
saltado y la capacidad de compartir notas con compaiieros de clase
que usan libros electrénicos.

McGraw-Hill ofrece dos opciones de libros electrénicos: la com-
pra de un libro descargable de VitalSource o una suscripcion al libro
de CourseSmart. Para conocer mds acerca de las opciones de libros
electrénicos, contacte a su distribuidor de McGraw-Hill o visite los
sitios en www.vitalsource.com y www.coursesmart.com.
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Lista de simbolos

a

J
k
ke ky ko
k

[

L
m
M
Mo
M§
M

MOL

Constante; radio; distancia
Reacciones en apoyos y uniones
Puntos
Area
Ancho; distancia
Constante
Centroide
Distancia
Base de logaritmos naturales
Fuerza; fuerza de friccion
Aceleracién de la gravedad
Centro de gravedad; constante de gravitacién
Altura; flecha de un cable
Vectores unitarios a lo largo de los ejes coordenados
Momentos de inercia
Momento de inercia centroidal
Productos de inercia
Momento polar de inercia
Constante de un resorte
Radios de giro
Radios de giro centroidal
Longitud
Longitud; claro
Masa
Momento par
Momento con respecto al punto O
Momento resultante con respecto al punto O
Magnitud de un par o de un momento;
masa de la Tierra
Momento con respecto al eje OL
Componente normal de una reaccién
Origen de coordenadas
Presion
Fuerza; vector
Fuerza; vector
Vector de posicion
Radio; distancia; coordenada polar
Fuerza resultante; vector resultante; reaccién
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xxii Lista de simbolos
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Radio de la Tierra

Vector de posicion

Longitud de arco; longitud de un cable

Fuerza; vector

Espesor

Fuerza

Tensién

Trabajo

Producto vectorial; fuerza constante

Volumen; energia potencial; cortante

Carga por unidad de longitud

Peso; carga

Coordenadas rectangulares; distancias

Coordenadas rectangulares del centroide
o centro de gravedad

Angulos

Peso especifico

Elongacién

Desplazamiento virtual

Trabajo virtual

Vector unitario a lo largo de una linea

Eficiencia

Coordenada angular; dngulo; coordenada polar

Coeficiente de friccion

Densidad

Angulo de friccién; dngulo
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1.3

1.5

1.6

¢Qué es la mecanica?
Conceptos y principios
fundamentales

Sistemas de unidades
Conversion de un sistema de
unidades a otro

Método para la solucion de
problemas

Exactitud numérica

1.1. ¢{QUE ES LA MECANICA?

La mecdnica se puede definir como la ciencia que describe y predice
las condiciones de reposo o movimiento de los cuerpos bajo la accién
de fuerzas. Se divide en tres partes: la mecénica de cuerpos rigidos, la
mecénica de cuerpos deformables y la mecanica de fluidos.

La mecénica de cuerpos rigidos se subdivide en estdtica y dindmi-
ca; la primera estudia los cuerpos en reposo y la segunda los cuerpos en
movimiento. En esta parte del estudio de la mecénica se supone que los
cuerpos son perfectamente rigidos. Sin embargo, las estructuras y las
médquinas reales nunca lo son y se deforman bajo las cargas a las que
estdn sometidas. Estas deformaciones casi siempre son pequefias y no
afectan de manera apreciable las condiciones de equilibrio o de movi-
miento de la estructura en consideracién. Pero son importantes cuando
se tiene en cuenta la resistencia de la estructura a las fallas y se estudian
en la mecdnica de materiales, que es una parte de la mecénica de cuer-
pos deformables. La tercera parte de la mecdnica, la de fluidos, se sub-
divide en el estudio de los fluidos incompresibles y el de los fluidos com-
presibles. La hidrdulica es una subdivisién importante en el estudio de
los fluidos incompresibles y trata problemas relativos a los liquidos.

La mecdnica es una ciencia fisica puesto que estudia fenémenos fi-
sicos. Sin embargo, algunos la asocian con las matematicas, mientras que
otros la consideran un tema de ingenierfa. Ambos puntos de vista se jus-
tifican parcialmente. La mecénica es la base de la mayorfa de las cien-
cias de la ingenierfa y es un requisito indispensable para estudiarlas. Sin
embargo, no tiene el cardcter empirico propio de algunas ciencias de la
ingenieria, es decir, no se basa s6lo en la experiencia u observacion; por
su rigor y la importancia que da al razonamiento deductivo se parece a
las matematicas. Pero tampoco es una ciencia abstracta, ni siquiera una
ciencia pura; es una ciencia aplicada. Su propésito es explicar y prede-
cir los fenémenos fisicos y poner las bases para aplicarlas en ingenierfa.

1.2. CONCEPTOS Y PRINCIPIOS FUNDAMENTALES

Aunque el estudio de la mecénica se remonta a los tiempos de Arist6-
teles (384-322 a.C.) y de Arquimedes (287-212 a.C.), se tuvo que es-
perar hasta Newton (1642-1727) para encontrar una formulacién satis-
factoria de sus principios fundamentales, los cuales fueron expresados
después en forma modificada por d’Alembert, Lagrange y Hamilton.
Su validez permanecié incélume hasta que Einstein formulé su teoria
de la relatividad (1905). Si bien ahora se han reconocido las limitacio-
nes de la mecdnica newtoniana, ésta atin es la base de las actuales cien-
cias de la ingenierfa.

Los conceptos bésicos que se emplean en la mecdnia son espacio,
tiempo, masa y fuerza. Estos conceptos no pueden ser definidos en for-
ma exacta; deben aceptarse sobre las bases de nuestra intuicién y ex-
periencia y emplearse como un marco de referencia mental en el es-
tudio de la mecénica.

El concepto de espacio se asocia con la nocién de posicién de un
punto P. La posicién de éste puede definirse por tres longitudes me-
didas desde cierto punto de referencia u origen, en tres direcciones da-
das. Estas longitudes se reconocen como coordenadas de P.

Para definir un evento, no es suficiente con indicar su posicién en
el espacio sino que debe darse también el tiempo del evento.

El concepto de masa tiene la funcién de caracterizar y comparar
los cuerpos con base en ciertos experimentos mecénicos fundamenta-
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les. Por ejemplo, dos cuerpos que tengan la misma masa serfan atrai-
dos por la Tierra de igual forma; también presentardn la misma resis-
tencia a un cambio en su movimiento traslacional.

Una fuerza representa la accién de un cuerpo sobre otro y puede
ejercerse por contacto real o a distancia, como en el caso de las fuer-
zas gravitacionales y magnéticas. Una fuerza se caracteriza por su pun-
to de aplicacion, magnitud y direccion y se representa con un vector
(seccion 2.3).

En la mecanica newtoniana, espacio, tiempo y masa son concep-
tos absolutos e independientes entre si (esto no es asi en la mecdnica
relativista, donde el tiempo de un evento depende de su posicién y la
masa de un cuerpo varia con su velocidad). Por otra parte, el concep-
to de fuerza no es independiente de los otros tres. En realidad, uno de
los principios fundamentales de la mecdnica newtoniana, que se enun-
cian mds adelante, indica que la fuerza resultante que actia sobre un
cuerpo se relaciona con la masa de éste y con la forma en que varfa su
velocidad en el tiempo.

Se estudiardn las condiciones de reposo o movimiento de particu-
las y cuerpos rigidos a partir de los cuatro principios bdsicos que se han
expuesto. Por particula se entiende una pequenisima cantidad de ma-
teria que ocupa un punto en el espacio. Un cuerpo rigido es la combi-
nacién de un gran nimero de particulas que ocupan posiciones fijas
entre si. El estudio de la mecanica de las particulas es un requisito pre-
vio al de los cuerpos rigidos. Ademds, los resultados obtenidos para una
particula pueden usarse directamente en muchos problemas que tra-
tan de las condiciones de reposo o movimiento de cuerpos reales.

El estudio de la mecénica elemental descansa sobre seis principios
fundamentales basados en la evidencia experimental.

La ley del paralelogramo para la adicion de fuerzas. Esta-
blece que dos fuerzas que actian sobre una particula pueden ser susti-
tuidas por una sola fuerza llamada resultante, que se obtiene al trazar
la diagonal del paralelogramo que tiene los lados iguales a las fuerzas
dadas (seccién 2.2).

El principio de transmisibilidad. Establece que las condicio-
nes de equilibrio o de movimiento de un cuerpo rigido permaneceran
inalteradas si una fuerza que actiia en un punto del cuerpo rigido se
sustituye por una fuerza de la misma magnitud y la misma direccién,
pero que actiie en un punto diferente, siempre que las dos fuerzas ten-
gan la misma linea de accién (secci6én 3.3).

Las tres leyes fundamentales de Newton. Fueron formula-
das por Sir Isaac Newton a finales del siglo xviI y pueden enunciarse
como sigue:

PRIMERA LEY. Si la fuerza resultante que actia sobre una par-
ticula es cero, la particula permanecerd en reposo (si originalmente es-
taba en reposo) o se movera con velocidad constante en linea recta (si
originalmente estaba en movimiento) (seccién 2.10).

SEGUNDA LEY. Sila fuerza resultante que actiia sobre una par-
ticula no es cero, la particula tendrd una aceleracién proporcional a la
magnitud de la resultante y en la direccién de ésta.

Como se verd en la seccion 12.21 esta ley puede expresarse asi

F =ma (1.1)

'La alusién a la seccion 11 y posteriores corresponde al tomo Dindmica, del mismo autor.

1.2. Conceptos y principios fundamentales
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4 Introduccion

Figura 1.1

Fotografia 1.1 Cuando estan en la drbita
terrestre, se dice que las personas y los objetos
no tienen peso, aun cuando la fuerza
gravitacional que actua sobre ellos es
aproximadamente 90% de la que se experimenta
en la superficie de la Tierra. Esta aparente
contradiccion se resolvera en el capitulo 12,
cuando se aplica la segunda ley de Newton al
movimiento de particulas.

donde F, m y a representan, respectivamente, la fuerza resultante que
actda sobre la particula, la masa de ésta y la aceleracién de la misma,
expresadas en un sistema consistente de unidades.

TERCERA LEY. Las fuerzas de accién y reaccion de cuerpos en
contacto tienen la misma magnitud, la misma linea de accién y senti-
dos opuestos (seccién 6.1).

La ley de gravitacion de Newton. Establece que dos particu-
las de masa M y m se atraen mutuamente con fuerzas iguales y opues-
tas F y —F (figura 1.1), de magnitud F dada por la férmula

_ ~Mm ¢
F=G o (1.2)

donde r = la distancia entre las dos particulas
G = la constante universal llamada constante de gravitacion

La ley de gravitacién de Newton introduce la idea de una accién ejer-
cida a distancia y extiende el alcance de aplicacién de la tercera ley: la
accién F y la reaccién —F en la figura 1.1 son iguales y opuestas y tie-
nen la misma linea de accion.

Un caso de gran importancia es el de la atraccién que la Tierra ejer-
ce sobre una particula situada en su superficie. La fuerza F ejercida por
la Tierra sobre la particula se define como el peso W de la particula. To-
mando M igual a la masa de la Tierra, m igual a la masa de la particula,
y rigual al radio R de la Tierra e introduciendo la constante

by GM
g R2

(1.3)

la magnitud W del peso de una particula de masa m puede expresar-
se como

W =mg (1.4)

El valor de R en la férmula (1.3) depende de la elevacién del punto
considerado; también depende de su latitud, puesto que la Tierra no
es realmente esférica. Asi que el valor de g varfa con la posicién del
punto en cuestién. Mientras el punto permanezca sobre la superficie
de la Tierra, en la mayoria de los célculos de ingenieria es suficiente-
mente preciso suponer que g es igual a 9.81 m/s” 0 32.2 ft/s2.

Los principios que se acaban de enunciar se irdn explicando en el
curso del estudio de la mecénica conforme sea necesario. El estudio
de la estética de particulas se realiza en el capitulo 2 y se basa sélo en
la ley del paralelogramo para la adicién y en la primera ley de New-
ton. El principio de transmisibilidad se expondré en el capitulo 3, al
comenzar el estudio de la estdtica de cuerpos rigidos, y la tercera ley
de Newton se expone en el capitulo 6, cuando se analicen las fuerzas
ejercidas entre los diferentes elementos que forman una estructura. En
el estudio de la dindmica se introducirdn la segunda ley de Newton y
la ley de gravitacién. Alli se mostrard que la primera ley de Newton es
un caso particular de la segunda ley (seccién 12.2), y que el principio
de transmisibilidad podria derivarse de los otros principios y por lo mis-

'Una definiciéon mds precisa del peso W debe tomar en cuenta la rotacién de la Tierra.
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mo quedar eliminado (seccién 16.5). Por ahora, las primera y tercera
leyes de Newton, la ley del paralelogramo para la adicién y el princi-
pio de transmisibilidad proporcionarén las bases necesarias y suficien-
tes para el estudio completo de la estdtica de particulas, de cuerpos ri-
gidos y de sistemas de cuerpos rigidos.

Como se dijo antes, los seis principios fundamentales enunciados
antes se basan en la evidencia experimental. A excepcién de la primera
ley de Newton y el principio de transmisibilidad, todos son principios in-
dependientes y no se pueden obtener mateméticamente de los demds ni
de cualquier otro principio fisico elemental. En ellos descansa la mayor
parte de la intrincada estructura de la mecdnica newtoniana. La aplica-
cién de estos principios fundamentales ha permitido resolver, por mas
de dos siglos, un gran niimero de problemas relacionados con las condi-
ciones de reposo y movimiento de cuerpos rigidos, cuerpos deformables
y fluidos. Muchas de las soluciones obtenidas pueden comprobarse me-
diante experimentos que proporcionan una verificaciéon ulterior de los
principios en que se basaron. Fue sélo hasta el siglo pasado que se en-
contré que la mecdnica de Newton tiene deficiencias en el estudio del
movimiento de los dtomos y en el de ciertos planetas, y que debe com-
plementarse con la teorfa de la relatividad. Pero en la escala humana o
en la escala de la ingenieria, donde las velocidades son mucho mds pe-
quefias que la velocidad de la luz, la mecanica de Newton atin no ha si-
do refutada.

1.3. SISTEMAS DE UNIDADES

Con los cuatro conceptos fundamentales introducidos en la seccion an-
terior se asocian las llamadas unidades cinéticas, es decir, las unidades
de longitud, tiempo, masa y fuerza. Estas unidades no pueden escoger-
se de manera independiente si la ecuacién (1.1) ha de satisfacerse. Tres
de ellas pueden definirse en forma arbitraria; se les llama unidades bd-
sicas. La cuarta unidad, en cambio, debe escogerse de acuerdo con la
ecuacién (1.1) y se le identifica como unidad derivada. Se dice que las
unidades cinéticas asi seleccionadas forman un sistema consistente de
unidades.

Sistema Internacional de Unidades (Unidades del SI)." En
este sistema, que serd de uso universal cuando Estados Unidos com-
plete su conversién, las unidades bdsicas son las de longitud, masa y
tiempo, y se llaman, respectivamente, metro (m), kilogramo (kg) y se-
gundo (s). Las tres estin definidas de manera arbitraria. El segundo,
que de manera original se eligié para representar 1/86 400 del dia so-
lar medio, se define ahora como la duracién de 9 192 631 770 ciclos
de la radiacién emitida en la transicién entre dos niveles del estado
fundamental del d4tomo de cesio-133. El metro, definido en forma ori-
ginal como la diezmillonésima parte de la distancia del ecuador a un
polo, se define ahora como 1 650 763.73 longitudes de onda de la luz
naranja-roja correspondiente a cierta transicién en un dtomo de crip-
t6n-86. El kilogramo, que es aproximadamente igual a la masa de 0.001
m® de agua, se define como la masa de un patrén de platino-iridio que
se conserva en la Oficina Internacional de Pesos y Medidas en Sévres,
cerca de Parfs, Francia. La unidad de fuerza es una unidad derivada y
se llama newton (N). Se le define como la fuerza que proporciona una

ts1 significa Systéme International d’Unités (francés).
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a=1m/s2
—

ln - ] ]\
Figura 1.2
m=1kg
a=9.81 m/s2
W =981 N
Y
Figura 1.3

aceleracion de 1 m/s® a una masa de un kilogramo (figura 1.2). A par-
tir de la ecuacion (1.1) se escribe

1IN = (1kg)(1 m/s*) = 1 kg - m/s” (15)

Se dice que las unidades del SI forman un sistema absoluto de unida-
des; esto significa que las tres unidades bdsicas seleccionadas son in-
dependientes del lugar en donde se utilicen las medidas. El metro, el
kilogramo y el segundo se pueden usar en cualquier lugar de la Tierra;
incluso pueden usarse en otro planeta y siempre tendran el mismo sig-
nificado.

El peso de un cuerpo, o la fuerza de gravedad ejercida sobre él,
debe expresarse en newtons, como cualquier otra fuerza. De la ecua-
cién (1.4) se obtiene que el peso de un cuerpo de masa 1 kg (figura
1.3) es

W =mg
= (1 kg)(9.81 m/s)
=981 N

Los miltiplos y submuiltiplos de las unidades fundamentales del SI
se pueden obtener con el uso de los prefijos que se definen en la ta-
bla 1.1. Los miiltiplos y submiiltiplos de las unidades de longitud, ma-
sa y fuerza de mayor uso en ingenieria son, respectivamente, el kild-
metro (km) y el milimetro (mm); el megagramo' (Mg) y el gramo (g);
y el kilonewton (kN). De acuerdo con la tabla 1.1, se tiene

1 km =1 000 m 1 mm = 0.001 m
lMngOOOkg 1g=0.001 kg
1kN =1000N

La conversion de estas unidades a metros, kilogramos y newtons, res-
pectivamente, puede realizarse con sélo recorrer el punto decimal tres
lugares a la derecha o a la izquierda. Por ejemplo, para convertir
3.82 km en metros, se recorre el punto decimal tres lugares a la dere-
cha:

3.82 km = 3 820 m

En forma semejante, 47.2 mm se convierten en metros recorriendo el
punto decimal tres lugares a la izquierda:
472 mm = 0.0472 m

Con el uso de la notacién cientifica, se puede escribir

3.82 km = 3.82 X 10> m
472 mm =472 X 10> m

Los muiltiplos de la unidad de tiempo son el minuto (min) y la hora
(h). Puesto que 1 min = 60 s y 1 h = 60 min = 3 600 s, estos mtilti-
plos no pueden convertirse tan facilmente como los otros.

Con el uso del mdltiplo o submiiltiplo adecuado de cierta unidad,
se puede evitar la escritura de niimeros muy grandes o muy pequefios.

"También conocida como tonelada métrica.
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Tabla 1.1. Prefijos del Sl

Factor multiplicativo Prefijo Simbolo
1 000 000 000 000 = 10'2 tera T
1 000 000 000 = 10° giga G
1 000 000 = 10° mega M
1000 = 10° kilo k
100 = 102 hecto* h
10 = 10" deca* da
0.1= 107; deci* d
0.01 = 10" centi* c
0.001 = 1073 mili m
0.000 001 = 10~° micro m
0.000 000 001 = 10~° nano n
0.000 000 000 001 = 10~ pico p
0.000 000 000 000 001 = 10~ '? femto f
0.000 000 000 000 000 001 = 10~ '® ato a

*Debe evitarse el uso de estos prefijos, excepto en las medidas de dreas y volimenes y para
el uso no técnico del centimetro, como en las medidas referentes a la ropa y al cuerpo.

Por ejemplo, por lo general se escribe 427.2 km en lugar de 427 200
m, y 2.16 mm en lugar de 0.002 16 m.!

Unidades de area y volumen. La unidad de drea es el metro
cuadrado (m?), que representa el drea de un cuadrado de 1 m de la-
do; la unidad de volumen es el metro ciibico (m®), que es igual al vo-
lumen de un cubo de 1 m de lado. Para evitar valores numéricos ex-
cesivamente pequefios o demasiado grandes en el célculo de dreas y
voliimenes, se usan sistemas de subunidades que se obtienen elevan-
do, respectivamente, al cuadrado y al cubo no sélo el milimetro sino
también dos submuiltiplos intermedios del metro, llamados decimetro
(dm) y centimetro (cm). Entonces, por definicién,

1dmn=01m=10""'m
lem=0.0lm=10"2m
Imm=0.00l m=10">m

los submiiltiplos de la unidad de area son

1dm®=(1dm)*=(10""m)*>=10">m?
lem?>=(1cem)*=(10"2m)*>=10"* m?
ITmm?=1mm?=>10>m?=10"°m?

y los submuiltiplos de la unidad de volumen son

1dm®=(1dm)*= (10" m)*=10">m?
lem®=(1em)®=(10"2m)?*>=10"°%m?
1 mm®= (1l mm)’=(10">m)>=10""m>

"Debe observarse que cuando se usan mds de cuatro digitos a ambos lados del punto de-
cimal para expresar una cantidad en unidades del ST (como en 427 200 m o en 0.002 16 m)
deben usarse espacios, no comas, para separar los digitos en grupos de tres. Esto es con
el fin de evitar confusiones con la coma, que se usa en muchos paises en lugar del punto de-
cimal.
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Debe notarse que cuando se mide el volumen de un liquido, el deci-
metro ctibico (dm?®) se conoce en forma usual como un litro (L).

En la tabla 1.2 se muestran otras unidades derivadas del SI, que
se usan para medir el momento de una fuerza, el trabajo de una fuer-
za, etc. Aunque estas unidades se introducirdn en capitulos posterio-
res conforme se vayan necesitando, es necesario describir una regla im-
portante en esta fase: cuando se obtiene una unidad derivada con la
divisién de una unidad bésica entre otra unidad basica, debe usarse un
prefijo en el numerador de la unidad derivada pero no en su denomi-
nador. Por ejemplo, la constante k de un resorte que se elonga
20 mm bajo una carga de 100 N se expresard como

po JON - 100N 00\, k =5kN/
T 20mm  0.020m meo - m

pero nunca como k = 5 N/mm.

Unidades de uso comun en Estados Unidos. La mayoria de
los ingenieros practicantes estadounidenses todavia utiliza un sistema en
el que las unidades bésicas son las unidades de longitud, fuerza y tiempo.
Estas unidades son, respectivamente, el pie (ft), la libra (Ib) y el segundo
(s). El segundo es idéntico a la correspondiente unidad del SI. El pie se
define como 0.3048 m. La libra se define como el peso de un patrén
de platino, llamado libra estindar, que esti en el National Institute

Tabla 1.2. Principales unidades del Sl usadas en mecanica

Cantidad Unidad Simbolo Formula
Aceleracion Metro por segundo C m/s?
al cuadrado
Angulo Radidn rad t
Aceleracién angular Radién por segundo S rad/s”
al cuadrado
Velocidad angular Radidn por segundo . rad/s
Area Metro cuadrado C m>
Densidad Kilogramo por L kg/m3
metro ciibico
Energfa Joule ] N - m
Fuerza Newton N kg - m/s>
Frecuencia Hertz Hz st
Impulso Newton-segundo S kg - m/s
Longitud Metro m ;
Masa Kilogramo kg }
Momento de una fuerza Newton-metro R N -m
Potencia Watt W% /s
Presién Pascal Pa N/m?
Esfuerzo Pascal Pa N/m?
Tiempo Segundo s i
Velocidad Metro por segundo L m/s
Volumen
Seélidos Metro ctibico . m®
Liquidos Litro L 103 m®
Trabajo Joule ] N -m

fUnidad suplementaria (1 revolucién = 27 rad = 360°).
YUnidad basica.
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of Standards and Technology en las afueras de Washington, su masa es
de 0.453 592 43 kg. Como el peso de un cuerpo depende de la atraccion
gravitacional de la Tierra, la cual varfa con la ubicacién, se especifica
que la libra estdandar debe estar localizada al nivel del mar y a una la-
titud de 45° para definir en forma apropiada una fuerza de una libra.
Es claro que las unidades de uso comiin en Estados Unidos no forman
un sistema de unidades absoluto. Por su dependencia de la atraccién
gravitacional de la Tierra constituyen un sistema de unidades gravita-
cional.

Aun cuando la libra estdndar se emplea también como unidad de
masa en transacciones comerciales en Estados Unidos, no puede usar-
se asi en célculos de ingenierfa, debido a que no seria consistente con
las unidades bésicas definidas en el apartado anterior. De hecho, cuan-
do una fuerza de 1 Ib acta sobre la libra estindar, es decir, cuando es-
td sujeta a la gravedad, recibe la aceleracion de la gravedad, g = 32.2
ft/s> (figura 1.4), ésta no es la unidad de aceleracién que se requiere
segin la ecuacién (1.1). La unidad de masa consistente con el pie, la
libra y el segundo es la masa que recibe una aceleracién de 1 ft/s* al
aplicdrsele una fuerza de 1 Ib (figura 1.5). Esta unidad, algunas veces
llamada slug, puede derivarse de la ecuacién F = ma después de sus-
tituir 1 by 1 ft/s> para F y a, respectivamente. Se escribe (1 slug =
32.216).

F=ma 11b = (1 slug)(1 ft/s?)
y se obtiene

11b
1 ft/s>

1 slug = =11b - s¥/ft (1.6)

Comparando las figuras 1.4 y 1.5 se concluye que el slug es una masa
32.2 veces mayor que la masa de la libra estindar.

El hecho de que en el sistema de uso comin en Estados Unidos,
los cuerpos se caractericen por su peso en libras en lugar de por su ma-
sa en slugs, serd ventajoso en el estudio de la estética, en donde se tra-
tard en forma continua con pesos u otras fuerzas, y s6lo en ocasiones
con masas. Sin embargo, en el estudio de la dindmica, donde intervie-
nen fuerzas, masas y aceleraciones, la masa m de un cuerpo se expre-
sard en slugs cuando su peso W esté dado en libras. Recordando la
ecuacién (1.4) se escribe

m = W (1.7)
g

donde g es la aceleracién de la gravedad (g = 32.2 ft/s?).

Otras unidades de uso comiin en Estados Unidos que se presen-
tan en forma frecuente en problemas de ingenierfa son la milla (mi),
igual a 5 280 ft; la pulgada (in.), igual a  ft, y la kilolibra (kip), igual
a una fuerza de 1 000 Ib.! La tonelada se usa con frecuencia para re-
presentar una masa de 2 000 Ib pero, al igual que la libra, debe con-
vertirse a slugs en los célculos de ingenierfa.

La conversion en pies, libras y segundos de cantidades expresadas
en otras unidades de uso comin en Estados Unidos, en forma general
es mas complicada y requiere mayor atencién que la operacion corres-
pondiente en las unidades del SI. Por ejemplo, si se da la magnitud de

"En este caso se alude a la tonelada corta, ya que la tonelada larga equivale a 2 240 Ib.

Figura 1.4

1.3. Sistemas de unidades

a=1ft/s2
——

m =1 slug

(= 11b - s¥ft)

F=11b

9

Figura 1.5

www.geocienciasvirtual.blogspot.com.co



10

Introduccion

una velocidad como v = 30 mi/h, se convierte en ft/s de la siguiente
manera. Primero se escribe

30 mi

v =230

h

Puesto que se quieren convertir millas en pies, se debe multiplicar el
miembro derecho de la ecuacién por una expresion que contenga mi-
llas en el denominador y pies en el numerador. Pero, como no se quie-
re cambiar el valor del miembro derecho, la expresion implicada debe
tener un valor igual a uno; el cociente (5 280 ft)/(1 mi) es una expre-
sién de este tipo. Haciendo una operacion semejante para transformar
la unidad hora en segundos, se escribe

o 302 5 280 ft 1h

“‘( h )( 1 mi )(36005)
Realizando los célculos numéricos y cancelando las unidades que apa-
recen tanto en el numerador como en el denominador, se obtiene

ft
1):44?244&/5

1.4. CONVERSION DE UN SISTEMA DE UNIDADES A OTRO

Existen muchas situaciones en las que un ingeniero necesita convertir
en unidades del SI un resultado numérico obtenido en unidades de uso
comin en Estados Unidos o viceversa. Como la unidad de tiempo es
la misma en ambos sistemas, sélo se necesita convertir dos unidades
cinéticas basicas y, puesto que todas las otras unidades cinéticas pue-
den derivarse de estas unidades bésicas, s6lo se requiere recordar dos
factores de conversion.

Unidades de longitud. Por definicién, la unidad de longitud de
uso comiin en Estados Unidos es

1 ft = 0.3048 m (1.8)

De aqui se tiene que

1 mi =5 280 ft =5 280(0.3048 m) = 1 609 m

o bien
1 mi = 1.609 km (1.9)
También
1 in. = 4 ft = 1(0.3048 m) = 0.0254 m
o bien

1 in. = 25.4 mm (1.10)

Unidades de fuerza. Recordando que la unidad de fuerza de
uso comtin en Estados Unidos (la libra) se define como el peso de una
libra estdndar (de masa 0.4536 kg) al nivel del mar y a una latitud de
45° (donde g = 9.807 m/s?) y usando la ecuacion (1.4), se escribe

W =mg
11b = (0.4536 kg)(9.807 m/s*) = 4.448 kg - m/s”
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o, recordando la ecuacién (1.5),
11b =4448 N (1.11)

Unidades de masa. La unidad de masa de uso comtun en Es-
tados Unidos (el slug) es una unidad derivada. Asi, con el uso de las
ecuaciones (1.6), (1.8) y (1.11), se puede escribir

1lb  4448N

= . 2 = = = . 2
1 slug =11b - s7/ft TS~ 03048 my/s2 14.59 N - s/m
y por medio de la ecuacién (1.5),
1 slug = 11b - s*ft = 14.59 kg (1.12)

Aunque no puede usarse como unidad consistente de masa, recordan-
do que la masa de la libra estdndar es, por definicién,

1 libra masa = 0.4536 kg (1.13)

Esta constante se puede usar para determinar la masa en unidades del
SI (kilogramos) de un cuerpo que esté caracterizado por su peso en
unidades de uso comtin en Estados Unidos (libras).

Para convertir una unidad derivada de uso comin en Estados Uni-
dos en unidades del SI, simplemente se multiplica o se divide por los
factores de conversién apropiados. Por ejemplo, para convertir la mag-
nitud del momento de una fuerza que ha sido encontrada como M = 47
Ib - in. en unidades del SI, se usan las formulas (1.10) y (1.11) y se es-
cribe

M =471b - in. = 47(4.448 N)(25.4 mm)
=53I0N-mm=531N'm

Los factores de conversién dados en esta seccién se pueden usar
también para convertir un resultado numérico obtenido en las unida-
des del ST a unidades de uso comin en Estados Unidos. Por ejemplo,
si la magnitud del momento de una fuerza se encontré como M = 40
N - m, con el procedimiento usado en el dltimo parrafo de la seccion
1.3, se escribe

M=40N'm=(40N-m>< 11b )( 1 ft >

4.448 N )\ 0.3048 m

Al realizar los célculos numéricos y cancelar las unidades que apare-
cen tanto en el numerador como en el denominador, se obtiene

M=2951b-ft

Las unidades de uso comin en Estados Unidos que se emplean
con mayor frecuencia en la mecdnica, y sus equivalentes en las unida-
des del SI, se enlistan en la tabla 1.3.

1.5. METODO PARA LA SOLUCION DE PROBLEMAS

Un problema en mecénica debe abordarse de la misma manera en que se
plantearia un problema real de ingenierfa. Si se toma como base la
experiencia y la intuicién propias, serd mds ficil entender y formular el
problema. Sin embargo, una vez que el problema se ha establecido en for-
ma clara, no hay sitio para suposiciones particulares. La solucion se debe
basar en los seis principios fundamentales establecidos en la seccion 1.2 o

1.5. Método para la solucion de problemas
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Tabla 1.3. Unidades de uso comun en Estados Unidos
y sus equivalencias en unidades del Sl

Cantidad Unidad de uso comun en EU Equivalente del Sl
Aceleracion ft/s? 0.3048 m/s?
in./s> 0.0254 m/s>
Area ft> 0.0929 m?
in.? 645.2 mm?>
Energfa ft - 1b 1.356 ]
Fuerza kip 4,448 kN
b 4.448 N
oz 0.2780 N
Impulso Ib-s 4448 N - s
Longitud ft 0.3048 m
in. 25.40 mm
mi 1.609 km
Masa 0Z Mmasa 28.35 ¢
Ib masa 0.4536 kg
slug 14.59 kg
short ton (tonelada corta) 907.2 kg
Momento de una fuerza Ib - ft 1.356 N - m
Ib - in. 0.1130 N - m

Momento de inercia

de un drea in* 0.4162 X 10° mm*
de una masa Ib-ft-s> 1.356 kg - m>
Cantidad de movimiento 1b-s 4.448 kg - m/s
Potencia ft - Ib/s 1.356 W
hp 745.7 W
Presién o esfuerzo Ib/fe2 47.88 Pa
Ib/in.? (psi) 6.895 kPa
Velocidad ft/s 0.3048 m/s
in./s 0.0254 m/s
mi/h (mph) 0.4470 m/s
mi/h (mph) 1.609 km/h
Volumen ft® 0.02832 m?>
in. 16.39 cm?®
Liquidos gal 3.785 LL
qt 0.9464 L
Trabajo ft - 1b 1.356 ]

en los teoremas derivados de éstos. Cada paso debe estar justificado con
estas bases. Deben seguirse reglas estrictas que conduzcan a la solucién
de una manera casi automatica, sin dejar lugar para la intuicién o “senti-
mientos” particulares. Después de obtener una respuesta, ésta debe veri-
ficarse. Aqui, de nuevo, se puede utilizar el sentido comiin y la experien-
cia personal. Si el resultado obtenido no es completamente satisfactorio,
debe verificarse en forma cuidadosa la formulacion del problema, la vali-
dez del método utilizado para su solucién y la exactitud de los calculos.

El planteamiento de un problema debe ser claro y preciso y con-
tener los datos proporcionados, asi como indicar la informacién que se
requiere. Debe incluirse un dibujo claro que muestre todas las canti-
dades involucradas, asi como un diagrama para cada uno de los cuer-
pos que participan, que indique en forma clara las fuerzas que actdan
sobre ellos. A estos diagramas se les conoce como diagramas de cuer-
po libre y se describirdn en detalle en las secciones 2.11 y 4.2.

Los principios fundamentales de la mecanica que se enlistan en la
seccion 1.2 se emplean para escribir ecuaciones que expresen las con-
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diciones de reposo o movimiento de los cuerpos considerados. Cada
ecuacién debe estar relacionada en forma clara con uno de los diagra-
mas de cuerpo libre. Después se procedera a resolver el problema, ob-
servando en forma estricta las reglas usuales de dlgebra y con el regis-
tro minucioso de los diferentes pasos dados.

Después de haber obtenido la respuesta, ésta debe comprobarse
con todo cuidado. Con frecuencia se pueden detectar errores en el ra-
zonamiento mediante la verificacion de las unidades. Por ejemplo, pa-
ra determinar la magnitud del momento de una fuerza de 50 N sobre
un punto a 0.60 m de su linea de accidn, se escribirfa (seccién 3.12)

M = Fd = (50 N)(0.60 m) = 30 N - m

La unidad N - m que se obtiene al multiplicar newtons por metros es
la unidad correcta para el momento de una fuerza; si se hubiera obte-
nido alguna otra unidad, se sabria que se cometié un error.

Los errores de cdlculo por lo general se encontrarén al sustituir los
valores numéricos en una ecuacién que no haya sido usada y verificar
si la ecuacion es correcta. No es posible exagerar la importancia de los
cdlculos correctos en ingenierfa.

1.6. EXACTITUD NUMERICA

La exactitud en la solucién de un problema depende de dos factores:
1) la exactitud de los datos proporcionados y 2) la de los célculos de-
sarrollados.

La solucién no puede ser més exacta que el menos exacto de es-
tos dos factores; por ejemplo, si se sabe que la carga de un puente
es de 75 000 Ib con un posible error de 100 Ib, el error relativo que
mide el grado de precision del dato es

100 Ib

—=2_ —0.0013 = 0.13 i
75000 1b por ciento

Entonces, al calcular la reaccién en uno de los soportes del puente no
tendria sentido anotarla como 14 322 1b. La exactitud de la solucién
no puede ser mayor de 0.13 por ciento, sin importar con qué exacti-
tud se realicen los cdlculos, y el error posible en la respuesta puede ser
tan grande como (0.13/100)(14 322 1b) = 20 Ib. La respuesta deberfa
escribirse como 14 320 = 20 Ib.

En los problemas de ingenieria los datos rara vez se conocen con
una exactitud mayor a 0.2 por ciento, por lo que casi nunca se justifi-
ca escribir las respuestas a dichos problemas con una exactitud mayor
a 0.2 por ciento. Un criterio practico es utilizar cuatro cifras para re-
gistrar nimeros que inicien con un “1” y tres cifras en todos los otros
casos. A menos que se indique otra cosa, los datos proporcionados en
un problema deben asumirse como conocidos con un grado de exacti-
tud comparable. Por ejemplo, una fuerza de 40 Ib se deberia leer 40.0
Ib, y una fuerza de 15 Ib se deberia leer 15.00 Ib.

Los ingenieros y estudiantes de ingenierfa comdinmente usan las
calculadoras electrénicas de bolsillo. La exactitud y velocidad de éstas
facilita los cdlculos numéricos en la solucién de muchos problemas. Sin
embargo, los estudiantes no deben registrar mds cifras significativas de
las que se pueden justificar, s6lo porque éstas se pueden obtener facil-
mente. Como se menciond con anterioridad, una exactitud mayor que
0.2 por ciento rara vez es necesaria o significativa en la solucién de pro-
blemas practicos de ingenierfa.

www.geocienciasvirtual.blogspot.com.co
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Muchos problemas de ingenieria se
resuelven al tomar en cuenta el equilibrio
de una “particula”. En el caso de esta
excavadora, que se estiba en un barco,
puede obtenerse una relacion entre las
tensiones de los diferentes cables
empleados, al considerar el equilibrio del
gancho con el que se unen los cables.

14




CAPITULO




21
2.2

2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8

2.9
2.10

2,12

2.13

2.14

2.15

16

Introduccion

Fuerza sobre una particula.
Resultante de dos fuerzas
Vectores

Adicién o suma de vectores
Resultante de varias fuerzas
concurrentes

Descomposicion de una fuerza en
sus componentes

Componentes rectangulares de
una fuerza. Vectores unitarios
Adicién de fuerzas sumando sus
componentes Xy Y

Equilibrio de una particula
Primera ley del movimiento de
Newton

Problemas relacionados con el
equilibrio de una particula.
Diagramas de cuerpo libre
Componentes rectangulares de
una fuerza en el espacio

Fuerza definida en términos de su
magnitud y dos puntos sobre su
linea de accion

Adicién de fuerzas concurrentes
en el espacio

Equilibrio de una particula en el
espacio

Figura 2.1

2.1. INTRODUCCION

En este capitulo se estudiard el efecto de las fuerzas que actian so-
bre las particulas. Primero se aprenderd a sustituir dos o mds fuerzas
que actdan sobre una particula por una sola fuerza que tenga el mis-
mo efecto que ellas. Esta fuerza equivalente sola es la resultante de las
fuerzas varias que actian sobre la particula. Después se derivaran las
relaciones que existen entre las distintas fuerzas que actian sobre una
particula en un estado de equilibrio y se usaran para determinar algu-
nas de las fuerzas que actian sobre dicha particula.

El uso de la palabra “particula” no significa que este capitulo se li-
mite al estudio de pequefios corpisculos. Quiere decir que el tamafio
y la forma de los cuerpos en consideracién no afectard en la solucién
de los problemas tratados en este capitulo, y que todas las fuerzas
ejercidas sobre un cuerpo dado se supondran aplicadas en un mismo
punto. Puesto que tal suposicién se verifica en muchas aplicaciones
précticas, se podran resolver un buen nimero de problemas de inge-
nierfa.

La primera parte de este capitulo estd dedicada al estudio de las
fuerzas obtenidas en un mismo plano y la segunda al andlisis de las fuer-
zas en el espacio tridimensional.

FUERZAS EN UN PLANO

2.2. FUERZA SOBRE UNA PARTICULA.
RESULTANTE DE DOS FUERZAS

Una fuerza representa la acciéon de un cuerpo sobre otro y se caracte-
riza por su punto de aplicacion, magnitud o médulo y direccion. Pero
las fuerzas sobre una particula tienen el mismo punto de aplicacion.
Por tanto, cada fuerza considerada en este capitulo estard completa-
mente definida por su magnitud o médulo y direccién.

La magnitud o médulo de una fuerza se caracteriza por cierto ni-
mero de unidades. Como se indicé en el capitulo 1, las unidades del
SI usadas por los ingenieros para medir la magnitud de una fuerza son
el newton (N) y su miiltiplo el kilonewton (kN), igual a 1 000 N, mien-
tras que las unidades del sistema de uso comin en Estados Unidos,
empleadas con el mismo fin, son la libra (Ib) y su mdltiplo la kilolibra
(kip), igual a 1 000 lb. La direccién de una fuerza se define por la li-
nea de accion y el sentido de la fuerza. La linea de accién es la linea
recta infinita a lo largo de la cual actda la fuerza; se caracteriza por el
angulo que forma con algin eje fijo (figura 2.1).

a) b)
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La fuerza en si se representa por un segmento de esa linea; me-
diante el uso de una escala apropiada, puede escogerse la longitud de
este segmento para representar la magnitud de la fuerza. Finalmente,
el sentido de la fuerza debe indicarse por una punta de flecha. En la
definicién de una fuerza es importante indicar su sentido. Dos fuerzas
como las mostradas en las figuras 2.1a y b, que tienen la misma mag-
nitud y la misma linea de accién pero diferente sentido, tendrén efec-
tos opuestos sobre una particula.

La evidencia experimental muestra que dos fuerzas P y Q que
actdan sobre una particula A (figura 2.2a) pueden sustituirse por
una sola fuerza R que produce el mismo efecto sobre la particula
(figura 2.2¢). A esta fuerza se le llama resultante de las fuerzas P
y Q y puede obtenerse, como se muestra en la figura 2.2b, constru-
yendo un paralelogramo con P y Q como lados. La diagonal que
pasa por A representa la resultante. Esto se conoce como la ley del
paralelogramo para la adicion de dos fuerzas, y se basa en la eviden-
cia experimental; no puede probarse ni derivarse de manera matema-
tica.

2.3. VECTORES

En apariencia las fuerzas no obedecen las reglas de la adicién defini-
das en la aritmética o en el dlgebra ordinaria. Por ejemplo, dos fuer-
zas que actian formando un dngulo recto, una de 4 1b y otra de 3 Ib,
suman una fuerza de 5 1b y no una de 7 Ib. La fuerzas no son las tni-
cas cantidades que siguen la ley del paralelogramo para la adicién. Co-
mo se verd més adelante, los desplazamientos, velocidades, aceleracio-
nes y momentos son otros ejemplos de cantidades fisicas que poseen
magnitud y direccién y que se suman siguiendo la ley del paralelogra-
mo. Estas cantidades pueden representarse matematicamente por vec-
tores, mientras que aquellas cantidades fisicas que no tienen direc-
cién, como volumen, masa o energia se representan por niimeros ordi-
narios o escalares.

Los vectores se definen como expresiones matemdticas que po-
seen magnitud, direccion y sentido, los cuales se suman de acuerdo
con la ley del paralelogramo. Los vectores se representan por fle-
chas en las ilustraciones y se distinguen de las cantidades escalares
en este texto mediante el uso de negritas (P). En la escritura a mano,
un vector puede caracterizarse dibu_ljando una pequeiia flecha arriba de
la letra usada para representarlo (P) o subrayando la letra (P). El tl-
timo método es preferible puesto que el subrayado también puede
usarse en una maquina de escribir o computadora. La magnitud de un
vector determina la longitud de la flecha correspondiente. En este li-
bro se usardn letras cursivas para representar la magnitud de un vec-
tor. Asi, la magnitud del vector P se representa como P,

Un vector con el que se representa una fuerza que actiia sobre una
particula tiene un punto de aplicacién bien definido, a saber, la parti-
cula misma. A tal vector se le llama vector fijo o ligado, y no puede
cambiarse su posicién sin modificar las condiciones del problema. Sin
embargo, otras cantidades fisicas, como los pares (véase capitulo 3), se
pueden representar por vectores que pueden moverse libremente en
el espacio; a estos vectores se les conoce como libres. Existen otras can-
tidades fisicas, como las fuerzas sobre un cuerpo rigido (véase capitu-

AT

A

Figura 2.2
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Estatica de particulas

Figura 2.6

Figura 2.4

P

-P
Figura 2.5

lo 3), que estan representadas por vectores que pueden moverse o res-
balar a lo largo de su linea de accién; a éstos se les conoce como vec-
tores deslizantes.'

Dos vectores de la misma magnitud, direccién y sentido se dice
que son iguales, tengan o no el mismo punto de aplicacion (figura 2.4);
los vectores iguales pueden representarse por la misma letra.

El vector negativo de un vector P se define como aquel que tiene
la misma magnitud que Py una direccién opuesta a la de P (figura 2.5);
el negativo del vector P se representa por —P. A los vectores Py —P
se les llama vectores iguales y opuestos. Se tiene

P+ (-P)=0

2.4. ADICION O SUMA DE VECTORES

En la seccion anterior se vio que, por definicién, los vectores se suman
de acuerdo con la ley del paralelogramo. Asi, la suma de dos vectores
P y Q se obtiene uniendo los dos vectores al mismo punto A y cons-
truyendo un paralelogramo que tenga por lados a Py a Q (figura 2.6).
La diagonal que pasa por A representa la suma vectorial de Py Q, y
se representa por P + Q. El hecho de que el signo + se use para re-
presentar tanto la suma vectorial como la escalar no debe causar nin-
guna confusion, si las cantidades vectoriales y escalares siempre se dis-
tinguen con cuidado. De esta manera, se debe notar que la magnitud
del vector P + Q no es, en general, igual a la suma P + Q de las mag-
nitudes de los vectores Py Q.

Puesto que el paralelogramo construido con los vectores P y Q no
depende del orden en que Py Q se seleccionen, se concluye que la
adicién de dos vectores es conmutativa, y se escribe

P+Q=Q+P (2.1)

A partir de la ley del paralelogramo se puede obtener otro mé-
todo para determinar la suma de dos vectores. Este método llamado

' Algunas expresiones tienen magnitud y direccién pero no se suman de acuerdo con la
ley del paralelogramo. Aunque tales expresiones se pueden representar por medio de fle-
chas, no se pueden considerar vectores.

Un grupo de expresiones de este tipo son las rotaciones finitas de un cuerpo rigido.
Coloque un libro cerrado enfrente de usted sobre una mesa de manera que se encuentre
en la forma habitual, con la portada hacia arriba y el lomo hacia la izquierda. Ahora rote el
libro 180° con respecto a un eje paralelo al lomo (figura 2.3a); esta rotacién puede ser re-
presentada por una flecha orientada, como se muestra en la figura, cuya longitud es igual
a 180 unidades. Tomando el libro tal y como se encuentra en su nueva posicién, rételo

/ C:

—— 180° ——

180°

Figura 2.3 Rotaciones finitas de un cuerpo rigido
www.geocienciasvirtual.blogspot.com.co



regla del tridngulo se obtiene como sigue: considérese la figura 2.6,
donde la suma de los vectores Py Q ha sido determinada por la ley
del paralelogramo. Puesto que el lado del paralelogramo opuesto a
Q es igual a Q en magnitud y direccién, se podria dibujar sélo la
mitad del paralelogramo (figura 2.7a). De esta manera, la suma de
los dos vectores puede encontrarse colocando P y Q de punta a cola
y uniendo la cola de P con la punta de Q. En la figura 2.7b se con-
sidera la otra mitad del paralelogramo y se obtiene el mismo resul-
tado. Esto confirma el hecho de que la suma vectorial es conmuta-
tiva.

La resta de un vector se define como la adicién del vector negati-
vo correspondiente. De manera que el vector P — Q que representa
la diferencia de los vectores P y Q se obtiene agregandole a P el vec-
tor negativo —Q (figura 2.8). Se escribe

P-Q=P+(-Q) (2.2)

Aqui se debe observar otra vez que aunque se usa el mismo signo pa-
ra representar tanto la sustraccién vectorial como la escalar, se evita-
rdn confusiones si se tiene cuidado en distinguir entre cantidades vec-
toriales y escalares.

Ahora se considerard la suma de tres o mds vectores. La suma de
tres vectores P, Q y S se obtendrd por definicion, sumando primero
los vectores Py Q y agregando el vector S al vector P + Q. De mane-
ra que

P+rQ+S=P+Q)+S8§ (2.3)

En forma semejante, la suma de cuatro vectores se obtiene agregando
el cuarto vector a la suma de los tres primeros. Por consiguiente, la su-
ma de cualquier nimero de vectores se puede obtener al aplicar en
forma repetida la ley del paralelogramo a pares sucesivos de vectores,
hasta que todos los vectores sean sustituidos por uno solo.

ahora 180° alrededor de un eje horizontal perpendicular al lomo (figura 2.3b); esta segunda
rotacién puede ser representada por medio de una flecha cuya longitud es igual a 180
unidades, orientada como se muestra en la figura. Sin embargo, el libro podria haberse
colocado en esta posicién final aplicando una sola rotacién de 180° con respecto a un eje
vertical (figura 2.3¢). Se concluye que la suma de las dos rotaciones de 180° representadas
por flechas rigidas, respectivamente, a lo largo de los ejes z y x, es una rotacién de 180°
representada por una flecha dirigida a lo largo del eje y (figura 2.3d). Es obvio que las rota-
ciones finitas de un cuerpo rigido no obedecen la ley del paralelogramo para la adicién; por
tanto, éstas no pueden ser representadas por medio de vectores.

A 180° 180°

180°

180°

c) d)

Figura 2.7

a)

Figura 2.8
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AC

Figura 2.9

Figura 2.10

Figura 2.11

Figura 2.13

Si los vectores dados son coplanares, es decir, si estdn contenidos
en el mismo plano, su suma puede obtenerse facilmente en forma gra-
fica. En ese caso, se prefiere la aplicacion repetida de la regla del tridn-
gulo en vez de la ley del paralelogramo. En la figura 2.9 la suma de los
tres vectores P, Q y S se obtuvo de esta forma: la regla del tridngulo se
aplicé primero para obtener la suma P + Q de los vectores P y Q;
y volvi6 a aplicarse para obtener la suma de los vectores P + Q y S.
Sin embargo, la determinacién del vector P + Q pudo haberse omiti-
do; obteniéndose directamente la suma de los tres vectores, como se
muestra en la figura 2.10, acomodando los vectores en la forma de cola
a punta y conectando la cola del primer vector con la punta del 1iltimo.
Esta se conoce como la regla del poligono para la adicién de vectores.

Se observa que el resultado obtenido permanecerd sin cambio si,
como se muestra en la figura 2.11, los vectores Q y S se hubieran reem-
plazado por la suma de Q + S. Entonces se puede escribir

P+Q+S=P+Q +S=P+(Q+S) (2.4)

esta ecuacion expresa el hecho de que la adicién de vectores es aso-
ciativa. Es importante recordar que ya se demostré que la suma vec-
torial de dos vectores es también conmutativa, por lo que se escribe

P+Q+S=P+Q) +S=S+(P+Q) 2.5)
=S+(Q+P)=S+Q+P '

Esta expresion, junto con otras que pudieran obtenerse en la misma
forma, muestra que el orden en que se sumen varios vectores no im-
porta (figura 2.12).

Producto de un escalar y un vector. Como es conveniente
representar la suma P + P como 2P, a la suma P + P + P como 3P,
y en general a la suma de n vectores P iguales como el producto nP,
se definird el producto nP de un entero positivo n y un vector P, co-
mo un vector que tiene la misma direccion que P y magnitud nP (léa-
se n veces P). Al ampliar esta definicién para incluir a todos los esca-
lares y si recordamos la definicién de un vector negativo dada en la
seccion 2.3, se define el producto kP de un escalar k y un vector P co-
mo un vector que tiene la misma direccién y sentido que P (si k es po-
sitivo), o la misma direccién pero sentido opuesto al de P (si k es ne-
gativo) y una magnitud igual al producto de P y el valor absoluto de k
(figura 2.13).

2.5. RESULTANTE DE VARIAS FUERZAS
CONCURRENTES

Considérese una particula A sujeta a varias fuerzas coplanares, es de-
cir, a varias fuerzas contenidas en el mismo plano (figura 2.14a). Co-
mo todas estas fuerzas pasan por A, se dice que son concurrentes. Los
vectores que representan las fuerzas que actdan sobre A pueden su-
marse con la regla del poligono (figura 2.14b). Puesto que el uso de la
regla del poligono es equivalente a la aplicacién repetida de la ley del
paralelogramo, el vector R obtenido representa la resultante de las fuer-
zas concurrentes que intervienen, es decir, la fuerza que produce el
mismo efecto sobre la particula A que las fuerzas dadas. Como se in-
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Figura 2.14

dic6 antes, no importa el orden en el que se sumen los vectores P, Q
y S que representan las fuerzas sobre la particula.

2.6. DESCOMPOSICION DE UNA FUERZA
EN SUS COMPONENTES

Se ha visto que dos o mds fuerzas que actiian sobre una particula pue-
den sustituirse por una sola fuerza que produce el mismo efecto sobre
la particula. De la misma manera, una sola fuerza F que actda so-
bre una particula puede reemplazarse por dos o més fuerzas que pro-
duzcan juntas el mismo efecto sobre la particula. A estas fuerzas se les
llama componentes de la fuerza original F, y al proceso de sustituirlas
en lugar de F se le llama descomposicion de la fuerza F en sus compo-
nentes.

En este sentido, para cada fuerza F existe un nimero infinito de
conjuntos de componentes. Los conjuntos de dos componentes P y Q
son los mds importantes en cuanto a aplicaciones practicas se refiere.
Pero aun en este caso, el nimero de formas en las que una fuerza F
puede descomponerse en sus componentes es ilimitado (figura 2.15).
Dos casos son de especial interés:

1. Una de las dos componentes, P, se conoce. La segunda com-
ponente, Q, se obtiene aplicando la regla del tridngulo
y uniendo la punta de P a la punta de F (figura 2.16); la
magnitud, la direccién y el sentido de Q se determinan
graficamente o por trigonometria. Una vez que Q se ha
determinado, ambas componentes P y Q deben aplicarse
en A.

2. Se conoce la linea de accion de cada una de las componentes.
La magnitud y el sentido de las componentes se obtiene al
aplicar la ley del paralelogramo y trazando lineas, por la pun-
ta de F, paralelas a las lineas de accién dadas (figura 2.17).
De esta forma se obtienen dos componentes bien definidas
Py Q, que pueden determinarse graficamente o por trigono-
metria aplicando la ley de los senos.

Pueden encontrarse muchos otros casos; por ejemplo, cuando la
direccién de una de las componentes se conoce y se busca que la mag-
nitud de la otra sea lo més pequefia posible (véase problema resuelto
2.2). En todos los casos se traza un tridgngulo o un paralelogramo ade-
cuado que satisfaga las condiciones.

2.6. Descomposicién de una fuerza en sus
componentes

Figura 2.15

Figura 2.16

Figura 2.17
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Q=60N

25°

§ 20°

P=40N

PROBLEMA RESUELTO 2.1

Las dos fuerzas P y Q actdan sobre el perno A. Determinese su resultante.

SOLUCION

Solucién grifica. Dibuje a escala un paralelogramo con lados iguales

a Py Q. La magnitud y la direccién de la resultante se miden y se encuen-
tra que son

R=98N a=235° R =98N 35 <

También puede usarse la regla del tridngulo. Las fuerzas Py Q se dibu-

jan de punta a cola y otra vez se obtienen la magnitud y la direccién de la re-
sultante por medicién directa.

R=98N a = 35° R=98N o35° <

Solucién trigonométrica. Se usa otra vez la regla del tridngulo; los
dos lados y el dngulo que se forma entre ellos se conocen. Se aplica la ley de
los cosenos.

R* = P>+ Q% — 2PQ cos B
R? = (40 N) + (60 N)* — 2(40 N)(60 N) cos 155°
R=9773 N

Ahora con la aplicacién de la ley de los senos, se escribe

senA  senB sen A sen 155°
Q R 60N 9773 N

Al resolver la ecuacién (1) para el seno de A, se tiene

(60 N) sen 155°

A =
sen 9773 N

Con la calculadora se obtiene primero el cociente, luego su arco seno y el
resultado es

A =15.04° a =20°+ A = 35.04°

Con el uso de tres cifras significativas para escribir el reultado (véase seccién
1.6):

R =97.7N 235.0° <«
Solucién trigonométrica alternativa.  Se construye el tridngulo rec-
tangulo BCD y se calcula
CD = (60 N) sen 25° = 25.36 N
BD = (60 N) cos 25° = 54.38 N

Al usar entonces el tridngulo ACD, se obtiene

tan A = 2036 N A = 15.04°
94.38 N
25.36
R= R=9773N
sen A
Otra vez, a = 20° + A = 35.04° R=977N £35.0° <«
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5000 Ib

105°

45° 30°\

5000 1b

PROBLEMA RESUELTO 2.2

Un lanchén es arrastrado por dos remolcadores. Si la resultante de las fuerzas
ejercidas por los remolcadores es una fuerza de 5 000 Ib dirigida a lo largo
del eje del lanchén, determine: a) la tensién en cada una de las cuerdas, sa-
biendo que & = 45°, y b) el valor de « tal que la tensién en la cuerda 2 sea
minima.

SOLUCION

a) Tension para a = 45°.  Solucion grdfica. Se emplea la ley del
paralelogramo; la diagonal (resultante) se sabe que es igual a 5 000 Ib y que
estd dirigida hacia la derecha; los lados se dibujan paralelos a las cuerdas. Si
el dibujo se hace a escala puede medirse

T, =37001b Ty =26001b <

Solucion trigonoméirica. Puede usarse la regla del tridngulo. Obsér-
vese que el tridngulo mostrado representa la mitad del paralelogramo que se
presenta antes. Si se emplea la ley de los senos, se escribe

T, Ty 50001b
sen 45°  sen 30°  sen 105°

Con la calculadora, primero se calcula y se almacena el valor del dltimo
cociente. Al multiplicar este valor sucesivamente por sen 45° y sen 30°, se
obtiene

T, =36601b T,=25901b <

b) Valor de a para T, minima. Para determinar el valor de « tal
que la tensién de la cuerda 2 sea minima se usa otra vez la regla del tridn-
gulo. En el esquema mostrado, la linea I-1" es la direccién de T;. Las lineas
2-2" indican varias direcciones posibles de Ta. Observe que el minimo va-
lor de T5 ocurre cuando T; y Ts son perpendiculares. El valor minimo de
T es

T = (5 000 1b) sen 30° = 2 500 Ib
Los valores correspondientes de T y a son

T1 = (5000 1b) cos 30° = 4 330 Ib
a =90° — 30° a =060 <

www.geocienciasvirtual.blogspot.com.co

23



24

RESOLUCION DE PROBLEMAS

EN FORMA INDEPENDIENTE

Las secciones anteriores estuvieron dedicadas a la ley del paralelogramo para la adi-
cién de vectores y a sus aplicaciones.

Se presentaron dos problemas resueltos. En el problema resuelto 2.1, se usé la ley
del paralelogramo para determinar la resultante de dos fuerzas de magnitud y di-
reccién conocidas. En el problema resuelto 2.2, la ley se utiliz6 para descomponer
una fuerza dada en dos componentes de direccién conocida.

Ahora se pedird la resolucién de problemas en forma independiente. Mientras que
algunos problemas serdn similares a los problemas resueltos, otros no lo seran. Lo
que tienen en comun todos los problemas resueltos y los problemas propuestos co-
rrespondientes a esta seccién es que se pueden resolver con la aplicacién directa

de la ley del paralelogramo.
La solucién de un problema propuesto debe basarse en los siguientes pasos:

1. Identificar cudles de las fuerzas son aplicadas y cudl es la resultante.
En muchas ocasiones es 1itil escribir la ecuacién vectorial que muestra la forma en
que las fuerzas estin relacionadas entre si. Por ejemplo, en el problema resuelto
2.1 se tendria

R=P+Q

Es deseable tener presente esta relacién al momento de formular la siguiente parte
de la solucion.

2. Dibujar un paralelogramo con las fuerzas aplicadas como dos lados ad-
yacentes y la resultante como la diagonal que parte del origen de los dos vec-
tores (figura 2.2). Se puede usar la regla del tridngulo, alternativamente, con las
fuerzas aplicadas dibujadas con la unién de la parte terminal de uno de los vectores
ala parte inicial del otro y dibujando la fuerza resultante extendiéndose desde la par-
te inicial del primer vector hasta la parte terminal del segundo vector (figura 2.7).

3. Senalar todas las dimensiones. Con el uso de uno de los triangulos del pa-
ralelogramo, o el tridngulo construido de acuerdo con la regla del tridngulo, se de-
ben sefalar todas las dimensiones —ya sean lados o dngulos— y determinar las di-
mensiones desconocidas ya sea en forma grifica o por trigonometria. Si se usa
trigonometria, debe recordarse que la ley de los cosenos se debe aplicar primero si
dos lados y el dngulo que éstos forman son conocidos [problema resuelto 2.1], y la
ley de los senos debe aplicarse primero si uno de los lados y todos los angulos son
conocidos [problema resuelto 2.2].

Si se tiene un estudio previo de mecanica, se podria estar tentado a ignorar las téc-
nicas de solucién de esta seccién en favor de descomponer las fuerzas en sus com-
ponentes rectangulares. A pesar de que este tltimo método es importante y serd
considerado en la siguiente seccién, el uso de la ley del paralelogramo simplifica la
solucién de muchos problemas y debe dominarse en estos momentos.
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Problemas?

2.1 Dos fuerzas P y Q se aplican en el punto A del gancho que se
muestra en la figura. Si se sabe que P = 75 Ny Q = 125 N, determine en
forma grafica la magnitud y la direccién de su resultante mediante a) la ley

del paralelogramo, b) la regla del trigngulo.

2.2 Dos fuerzas P y Q se aplican en el punto A del gancho que se
muestra en la figura. Si se sabe que P = 60 1b y Q = 25 Ib, determine grafi-
camente la magnitud y la direccién de su resultante mediante a) la ley del
paralelogramo, b) la regla del tridngulo.

2.3 Los tirantes de cable AB y AD ayudan a sostener al poste AC. Si
se sabe que la tensién es de 120 Ib en AB y 40 Ib en AD, determine grafi-
camente la magnitud y la direccién de la resultante de las fuerzas ejercidas
por los tirantes en A mediante @) la ley del paralelogramo y b) la regla del
triangulo.

10 ft

| S fi | 6 ft |

I
Figura P2.3

2.4 Se aplican dos fuerzas en el punto B de la viga AB que se mues-
tra en la figura. Determine graficamente la magnitud y la direccién de su re-
sultante mediante @) la ley del paralelogramo, b) la regla del tridngulo.

2.5 La fuerza de 300 Ib se debe descomponer en componentes a lo
largo de las lineas a-a’ y b-b'. a) Determine por trigonometria el dngulo o
si se sabe que la componente a lo largo de a-a" es de 240 1b. b) ;Cual es el
valor correspondiente de la componente a lo largo de b-b'?

2.6 La fuerza de 300 Ib se debe descomponer en componentes a lo
largo de las lineas a-a’ y b-b'. a) Determine por trigonometria el dngulo o
si se sabe que la componente a lo largo de b-b" es de 120 Ib. b) ¢Cudl es el
valor correspondiente de la componente a lo largo de a-a'?

2.7 Se aplican dos fuerzas en el gancho de apoyo que se muestra en
la figura. Si se sabe que la magnitud de P es 35 N, determine por
trigonometria a) el dngulo a requerido, si la resultante R de las dos fuerzas
aplicadas en el gancho debe ser horizontal, y b) la magnitud correspondiente
de R.

'Las respuestas para todos los problemas cuyo niimero estd en tipo redondo (como 2.1)
se proporcionan al final del libro. Las respuestas para los problemas cuyo nimero estd en
cursiva (como 2.4) no se proporcionan.

www.geocienciasvirtual.blogspot.com.co

A
\
200" 35°
Q
P
Figura P2.1 y P2.2
A
/\\
\»4/:
A)(’ 60°  3kN
2 kN
Figura P2.4
300 1b b

bl
Figura P2.5y P2.6

50 N

a

]
\

Figura P2.7

25



26 Estatica de particulas

Figura P2.9 y P2.10

2.8 Para el gancho del problema 2.1, se sabe que la magnitud de P es
75 N, determine por trigonometria a) la magnitud requerida de la fuerza Q,
si la resultante R de las dos fuerzas aplicadas en A debe ser vertical, b) la
magnitud correspondiente de R.

2.9 Un carrito que se mueve a lo largo de una viga horizontal estd
sometido a dos fuerzas, como se muestra en la figura. a) Si se sabe que o =
25°, determine por trigonometria la magnitud de la fuerza P tal que la fuerza
resultante ejercida sobre el carrito sea vertical. b) ¢Cuél es la magnitud cor-
respondiente de la resultante?

2.10  Un carrito que se mueve a lo largo de una viga horizontal estd
sometido a dos fuerzas, como se muestra en la figura. Determine por tri-
gonometria la magnitud de la fuerza P tal que la resultante sea una fuerza
vertical de 2 500 N.

2.11  Un tanque de acero es colocado dentro de una excavacion. Si se
sabe que o = 20°, determine por trigonometria a) la magnitud requerida de
la fuerza P, si la resultante R de las dos fuerzas aplicadas en A debe ser ver-
tical, b) la magnitud correspondiente de R.

Figura P2.11y P2.12

2.12  Un tanque de acero es colocado dentro de una excavacién. Si se
sabe que la magnitud de P es de 500 Ib, determine por trigonometria a) el
angulo o requerido, si la resultante R de las dos fuerzas aplicadas en A debe
ser vertical, b) la magnitud correspondiente de R.

2.13  Para el gancho del problema 2.7, determine por trigonometria
a) la magnitud y la direccién de la fuerza P més pequeiia, para la cual la re-
sultante R de las dos fuerzas aplicadas en el gancho es horizontal, y b) la
magnitud correspondiente de R.

2.14 Para el tanque de acero del problema 2.11 determine por
trigonometria @) la magnitud y la direccién de la fuerza P mds pequefa, para
la cual la resultante R de las dos fuerzas aplicadas en el gancho es vertical,
y b) la magnitud correspondiente de R.

2.15 Resuelva el problema 2.2 mediante trigonometria.

2.16  Resuelva el problema 2.3 mediante trigonometria.

2.17 Resuelva el problema 2.4 mediante trigonometria.
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2.18 Dos elementos estructurales A y B estdn remachados al apoyo
que se muestra en la figura. Si se sabe que ambos elementos estin en com-
presion y que la fuerza en el elemento A es de 15 kN y en el elemento B es
de 10 kN, determine por trigonometria la magnitud y la direccién de la re-
sultante de las fuerzas aplicadas al apoyo por los elementos A y B.

2.19  Los elementos estructurales A y B estin remachados al apoyo que
se muestra en la figura. Si se sabe que ambos elementos estdn en compre-
sién y que la fuerza en el elemento A es de 10 kN y en el elemento B es de
15 kN, determine por trigonometria la magnitud y la direccién de la resul-
tante de las fuerzas aplicadas al apoyo por los elementos A y B.

2.20 Para el gancho del problema 2.7, determine por trigonometria la
magnitud y la direccién de la resultante de las dos fuerzas aplicadas en el
gancho, si se sabe que P = 75 Ny a = 50°.

2.7. COMPONENTES RECTANGULARES
DE UNA FUERZA. VECTORES UNITARIOS'

En muchos problemas serd conveniente descomponer una fuerza en
sus dos componentes perpendiculares entre si. En la figura 2.18, la
fuerza F se ha descompuesto en una componente F, a lo largo del eje
x y una componente F, a lo largo del eje y. El paralelogramo trazado
para obtener las dos componentes es un rectdngulo, y las fuerzas F, y
F, se llaman componentes rectangulares.

Y

J -
0 | F x

Figura 2.18

Los ejes x y y suelen elegirse a lo largo de las direcciones hori-
zontal y vertical, respectivamente, como se muestra en la figura 2.18;
sin embargo, pueden seleccionarse en cualesquiera otras dos direc-
ciones perpendiculares, tal como indica la figura 2.19. Para determinar
las componentes rectangulares de una fuerza debe pensarse que las
lineas de construcciéon mostradas en las figuras 2.18 y 2.19 son parale-
las a los ejes x y y en lugar de perpendiculares a ellos. Esta practica
ayudard a evitar errores en la determinacion de componentes oblicuas,
como se vio en la seccién 2.6.

'Las propiedades establecidas en las secciones 2.7 y 2.8 se pueden extender fécilmente
a las componentes rectangulares de cualquier otra cantidad vectorial.

2.7. Componentes rectangulares de una fuerza.

Vectores unitarios

Figura P2.18 y P2.19

A

Figura 2.19
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Yy

i

Figura 2.20

Figura 2.21

F =800 N

J i :Magnitud =1

Figura 2.22

En este punto se introducirdn dos vectores de magnitud unitaria
dirigidos a lo largo de los ejes positivos x y y. A estos vectores se les
llama vectores unitarios y se representan por i y j, respectivamente
(figura 2.20). Al recordar la definicién del producto de un escalar y un
vector dada en la seccién 2.4, se observa que las componentes rectan-
gulares F, y F, de una fuerza F pueden obtenerse con la multiplicacién
de sus respectivos vectores unitarios i y j por escalares apropiados
(figura 2.21). Se escribe

F,=Fi F,=Fj (2.6)

F =Fi+ Fj (2.7)

Mientras que los escalares F, y F, pueden ser positivos o negativos, de-
pendiendo del sentido de F, y F,, sus valores absolutos son respecti-
vamente iguales a las magnitudes de las componentes de las fuerzas F,
y F,. Los escalares F, y I, se llaman componentes escalares de la fuerza
F, mientras que las componentes reales de la fuerza F, y F, son las
componentes vectoriales de F. Sin embargo, cuando no existe alguna
posibilidad de confusién, a los vectores y a las componentes escalares
de F puede llamarseles simplemente componentes de F. Se observa
que la componente escalar F, es positiva cuando la componente vec-
torial F, tiene el mismo sentido que el vector unitario i (es decir, el
mismo sentido que el eje x positivo) y es negativa cuando F, tiene
el sentido opuesto. Una conclusién semejante puede obtenerse obser-
vando el signo de la componente escalar F,,.

Si se representa con F la magnitud de la fuerza F y con 6 el 4n-
gulo entre F y el eje x, medido en sentido contrario al movimiento de
las manecillas del reloj desde el eje x positivo (figura 2.21), se pueden
expresar las componentes escalares de F como sigue:

F.=F cos 0 F,=TF sen 6 (2.8)

Se observa que las relaciones obtenidas se satisfacen para cualquier
valor del dngluo 6 entre 0 y 360° y que éstas definen tanto los signos
como los valores absolutos de las componentes escalares F, y F,.

Ejemplo 1. Una fuerza de 800 N se ejerce sobre un perno A como se
muestra en la figura 2.22a. Determinese las componentes horizontal y verti-
cal de la fuerza.

Para obtener el signo correcto de las componentes escalares F, y F,, el
valor 180° — 35° = 145° debe sustituirse por 6 en las ecuaciones (2.8). Sin
embargo, es mds prictico determinar por inspeccién los signos de F, y F,
(figura 2.22b) y usar las funciones trigonométricas del dngulo o = 35°. Por
consiguiente se puede escribir

F, = —F cos a = —(800 N) cos 35° = —655 N
F,= +F sen a = +(800 N) sen 35° = +459 N

Las componentes vectoriales de F son entonces
F. = —(655 N)i Fy = +(459 N)j
y F se puede escribir en la forma

F = —(655 N)i + (459 N)j =
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Ejemplo 2. Un hombre jala una cuerda atada a un edificio con una
fuerza de 300 N, como se muestra en la figura 2.23a. ;Cudles son las com-
ponentes horizontal y vertical de la fuerza ejercida por la cuerda en el pun-
to A?

A partir de la figura 2.23b se ve que

F, = +(300 N) cos « F, = —(300 N) sen «
Observando que AB = 10 m, a partir de la figura 2.23a se encuentra que

. _8m_8m_i _6m_6m_§
COSETAB T 10m 5 NATUB T 10m 5

Entonces se obtiene
F, = +(300 N)! = +240 N F,= —(300 N); = —180 N
y se escribe

F = (240 N)i — (1SON)j =

Si una fuerza F se define por sus componentes rectangulares F,
y F, (véase figura 2.21), el dngulo 6 que define su direccion puede
obtenerse escribiendo

F
tan 6 = —% 2.9
an 6 = - (2.9)

x

La magnitud F de la fuerza se obtiene con el teorema de Pitdgoras y
escribiendo

F=VF+F (2.10)
o bien resolviendo para F una de las férmulas de las ecuaciones (2.8).

Ejemplo 3. Una fuerza F = (700 1b)i + (1 500 Ib)j se aplica a un perno
A. Determinese la magnitud de la fuerza y el dngulo 6 que forma con la
horizontal.

Primero se dibuja un diagrama que muestra las dos componentes rec-
tangulares de la fuerza y el dngulo 0 (figura 2.24). A partir de la ecuacién
(2.9), se escribe

v g = Fu _ 15001
R

Con la calculadora,’ se hace 1a division de 1 500 Ib entre 700 Ib; se cal-
cula el arco tangente de este cociente y se obtiene § = 65.0°. Al resolver la
segunda de las ecuaciones (2.8) para F, se tiene

_F, 15001b
FﬁsenB "~ sen 65.0° =1655Ib

El dltimo cdlculo se facilita si el valor de F,, se almacena en la memoria des-
de que se introduce, de manera que pueda ser llamado para dividirse entre

sen f. B

' Se supone que la calculadora que se estd utilizando tiene teclas para el cdlculo de fun-
ciones trigonométricas y de funciones trigonométricas inversas. Algunas calculadoras tam-
bién tienen teclas para convertir directamente de coordenadas rectangulares a coordenadas
polares y viceversa. Este tipo de calculadoras eliminan la necesidad de calcular funciones
trigonométricas en los ejemplos 1, 2y 3 y en problemas del mismo tipo.

2.7. Componentes rectangulares de una fuerza.
Vectores unitarios

m

Figura 2.23

(1500 Ib)j

F,

T e —

S

B |

Figura 2.24
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2.8. ADICION DE FUERZAS SUMANDO
SUS COMPONENTES X Y Y

En la seccién 2.2 se estudié que las fuerzas deben sumarse de acuer-
do con la ley del paralelogramo. A partir de esta ley se derivaron en las
secciones 2.4 y 2.5 otros dos métodos mads directos aplicables a la so-
lucién grdfica de los problemas: la regla del tridngulo para la suma de
dos fuerzas y la regla del poligono para la adicion de tres o mas fuer-
zas. También se vio que el tridngulo de fuerzas usado para definir la
resultante de dos fuerzas podria usarse para obtener una solucién tri-
gonométrica.

Cuando se van a sumar tres o més fuerzas, no puede obtenerse una
solucién trigonométrica practica del poligono de fuerzas que define a
la fuerza resultante. En este caso puede obtenerse una solucién anali-
tica del problema si se descompone cada fuerza en sus elementos rec-
tangulares. Considere, por ejemplo, las tres fuerzas P, Q y S que ac-
tian sobre una particula A (figura 2.25a). Su resultante R estd definida
por la relacion

R=P+Q+S$S (2.11)

Si se descompone cada fuerza en sus componentes rectangulares, se
escribe

Ri +R,j=Pd+Pyj+ Qd+Q,j+ Sd+ S,
=P+ QT S)i+ (P, +0Q,+S)j

de donde se tiene que
Ro=P,+Q,+S. R,=P,+Q,+5, (2.12)
o, en forma breve,

>F

Yy

R, =2F, R (2.13)

y =
Por tanto, se puede concluir que las componentes escalares R, y R, de
la resultante R de varias fuerzas que actiian sobre una particula se ob-
tienen separando de manera algebraica las correspondientes compo-
nentes escalares de las fuerzas dadas.!

En la préctica, la determinacién de la resultante R se realiza en
tres etapas, como se ilustra en la figura 2.25. Primero, las fuerzas
mostradas en la figura 2.25a se descomponen en sus componentes x y
y (figura 2.25b). Con la suma de estas componentes x y y de R (figura
2.25¢). Finalmente, la resultante R = R,i + R, j se determina aplicando
la ley del paralelogramo (figura 2.25d). El procedimiento que se acaba
de describir se realiza con mds eficiencia si los cédlculos se tabulan.
Aunque éste es el tnico método analitico préctico para la adicién de
tres 0 més fuerzas, con frecuencia también se le prefiere sobre la solu-
cién trigonométrica en el caso de la suma de dos fuerzas.

fObviamente, este resultado se puede aplicar también a la adicién de otras cantidades
vectoriales, aceleraciones o cantidades de movimiento.
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PROBLEMA RESUELTO 2.3

F, =150 N Cuatro fuerzas actian sobre un perno A como se muestra en la figura. De-
termine la resultante de las fuerzas sobre el perno.

F,=100 N

F;=110N

SOLUCION

(Fy cos 20)j Las componentes x y y de cada fuerza se determinan por trigonometria, como

| se muestra en la figura y se escriben en la tabla. De acuerdo con la conven-
I cién adoptada en la seccién 2.7, un niimero escalar que representa la com-
| ponente de una fuerza es positivo si la componente tiene el mismo sentido
(F, cos 30)i : que el correspondiente eje de coordenadas. Entonces, las componentes x que
> actdan a la derecha y las componentes y que actian hacia arriba se repre-

[y 1 I ! a L
—(Fy sen 20)i \I\ sentan por niimeros positivos.
lx 77777 (Fy cos 15)i

(Fy sen 30)j

—(F4 sen 15)j
~Fsj Fuerza Magnitud, N Componente x, N Componente y, N
F, 150 +129.9 +75.0
F, 80 —27.4 +75.2
Fs 110 0 —110.0
F, 100 +96.6 —-259
R, = +199.1 Ry = +14.3
En estas condiciones la resultante R de las cuatro fuerzas es
R=Ri+ Ryj R =(199.1 N)i + (14.3 N)J |
La magnitud y la direccién de la resultante ya puede determinarse. Del
tridngulo mostrado en la figura, se tiene
———————————— Ao pn R, 143N
a ey} = Yy - = = o
T o0 i tana="p"=TJoo1n 4!
R!/ =(14.3 ]\>_] R, =(199.1 N)i
143 N
R= =199.6 N R=1996 N <4.1° «
sen a

El dltimo célculo puede facilitarse con el uso de calculadora, si el valor
de R, se almacena en la memoria al introducirse, de manera que pueda ser
llamado para dividirse entre sen a. (Véase también la nota al pie de la pagina
29.)
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32

RESOLUCION DE PROBLEMAS

EN FORMA INDEPENDIENTE

Como se vio en la leccién anterior, la resultante de dos fuerzas puede ser determinada gré-
ficamente o a partir de un tridngulo oblicuo, con el uso de la trigonometria.

A. Cuando estdn involucradas ires o mds fuerzas, la determinacion de su resultante
R se lleva a cabo de manera mis sencilla descomponiendo primero cada una de las fuerzas
en sus componentes rectangulares. Se pueden encontrar dos casos, que dependen de la for-
ma en que esté definida cada una de las fuerzas dadas:

Caso 1. La fuerza F estd definida por medio de su magnitud F y el dngulo a que
forma con el eje de las x. Las componentes x y y de la fuerza se pueden obtener, respec-
tivamente, al multiplicar F por cos a y por sen a [ejemplo 1].

Caso 2. La fuerza F se define por medio de su magnitud F y las coordenadas de
dos puntos A y B que se encuentran a lo largo de su linea de accién (figura 2.23). Por
medio de la trigonometria, primero se puede determinar el dngulo a que F forma con el
eje x. Sin embargo, las componentes de F también se pueden obtener directamente a par-
tir de las proporciones entre las diversas dimensiones involucradas, sin determinar realmente
a [ejemplo 2].

B. Componentes rectangulares de la resultante. Las componentes R, y R, de la re-
sultante se pueden obtener con la suma algebraica de las componentes correspondientes de
las fuerzas dadas [problema resuelto 2.3].

La resultante se puede expresar en forma vectorial con los vectores unitarios i y j, los cuales
estdn dirigidos, respectivamente, a lo largo de los ejes x y y:

R = Rd + R,j

De manera alternativa, se pueden determinar la magnitud y la direccion de la resultante re-
solviendo para R y para el dngulo que R forma con el eje x, el tridngulo rectingulo de la-

dos R,y R,,.
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Problemas

2.21 y 2.22 Determine las componentes x y y de cada una de las
fuerzas que se muestran en las figuras.

~——800 —-‘
Dimensiones
7
enmm 800N -~

o T

424 N 408 N

900
/ \
/ \
/ \
|<—560—>|<—480—>|
Figura P2.21

2.23 y 2.24 Determine las componentes x y y de cada una de las
fuerzas que se muestran en las figuras.

60 1b

401b

50 1b
Figura P2.23

2.25 El elemento BD ejerce sobre el elemento ABC una fuerza P di-
rigida a lo largo de la linea BD. Si se sabe que P debe tener una componente
horizontal de 300 Ib, determine ) la magnitud de la fuerza Py b) su com-
ponente vertical.

84 in.
AT
//
96 in. 50 Ib 80 in.
29 1b
O\ 511
90 in.
\
\
|<— 48 in.->|
Figura P2.22
Yy
120 N

Figura P2.24

35°

Q

Figura P2.25
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34 Estatica de particulas

Figura P2.26

2.26 El cilindro hidrdulico BD ejerce una fuerza P sobre el elemento
ABC, dicha fuerza estd dirigida a lo largo de la linea BD. Si se sabe que P
debe tener una componente de 750 N perpendicular al elemento ABC, de-
termine a) la magnitud de la fuerza P, b) su componente paralela a ABC.

= [

2.27 Elalambre atirantado BD ejerce sobre el poste telefénico AC una
fuerza P dirigida a lo largo de BD. Si se sabe que P tiene una componente
de 120 N perpendicular al poste AC, determine a) la magnitud de la fuerza
P, b) su componente a lo largo de la linea AC.

2.28 El alambre atirantado BD ejerce sobre el poste telefénico AC una
fuerza P dirigida a lo largo de BD. Si se sabe que P tiene una componente
de 180 N a lo largo de la linea AC, determine @) la magnitud de la fuerza P,
b) su componente en una direccién perpendicular a AC.

ct 2.29 El elemento CB de la prensa de banco que se muestra en la
figura, ejerce sobre el bloque B una fuerza P dirigida a lo largo de la linea
CB. Si se sabe que la componente horizontal de P debe tener una magnitud
de 1 220 N, determine @) la magnitud de la fuerza P y b) su componente

vertical.

Figura P2.27 y P2.28

2.30 El cable AC ejerce sobre la viga AB una fuerza P dirigida a lo
largo de la linea AC. Si se sabe que P debe tener una componente vertical
de 350 Ib, determine a) la magnitud de la fuerza P y b) su componente ho-

rizontal.
C
Figura P2.29 A
Z 9 | oF
B

Figura P2.30

2.31 Determine la resultante de las tres fuerzas del problema 2.22.

2.32 Determine la resultante de las tres fuerzas del problema 2.24.
2.33 Determine la resultante de las tres fuerzas del problema 2.23.

2.34 Determine la resultante de las tres fuerzas del problema 2.21.

2.35 Sise sabe que o = 35°, determine la resultante de las tres fuerzas
Figura P2.35 mostradas en la figura.
www.geocienciasvirtual.blogspot.com.co



2.36  Si se sabe que la tension en el cable BC es de 725 N, determine
la resultante de las tres fuerzas ejercidas en el punto B de la viga AB.

~—— 840 mm ——

L=1160 mm

800 mm

3 780N

500 N
Figura P2.36

2.37 Sise sabe que o = 40°, determine la resultante de las tres fuerzas
que se muestran en la figura.

2.38 Sise sabe que o = 75°, determine la resultante de las tres fuerzas
que se muestran en la figura.

2.39 Parael collarin del problema 2.35, determine a) el valor requerido
de assila resultante de las tres fuerzas mostradas debe ser vertical, b) la mag-
nitud correspondiente de la resultante.

2.40 Paralaviga del problema 2.36, determine «) la tensién requerida
en el cable BC si la resultante de las tres fuerzas ejercidas en el punto B
debe ser vertical, b) la magnitud correspondiente de la resultante.

2.41 Determine a) la tensién requerida en el cable AC, si se sabe que
la resultante de las tres fuerzas ejercidas en el punto C del aguilén BC debe
estar dirigida a lo largo de BC, b) la magnitud correspondiente de la resul-
tante.

2.42  Para el bloque de los problemas 2.37 y 2.38, determine a) el valor
requerido de o si la resultante de las tres fuerzas mostradas debe ser para-
lela al plano inclinado, b) la magnitud correspondiente de la resultante

2.9. EQUILIBRIO DE UNA PARTICULA

En las secciones anteriores se expusieron los métodos utilizados para
determinar la resultante de varias fuerzas que actian sobre una parti-
cula. Aunque no ha ocurrido en ninguno de los problemas examinados
hasta ahora, es posible que la resultante sea cero. En tal caso, el efec-
to neto de las fuerzas dadas es cero, y se dice que la particula estd en
equilibrio. Entonces se tiene la siguiente definicion: si la resultante de
todas las fuerzas que actiian sobre una particula es cero, la particula
se encuentra en equilibrio.

Una particula sometida a la accién de dos fuerzas estard en equi-
librio si ambas fuerzas tienen la misma magnitud, la misma linea de ac-
cién, pero sentidos opuestos. Entonces la resultante de las dos fuerzas
es cero. En la figura 2.26 se ilustra este caso.

2.9. Equilibrio de una particula

80 Ib

120 b

60 Ib

'

a

a

Figura P2.37 y P2.38

751b
50 1b

Figura P2.41

100 1b

A

100 1b
Figura 2.26
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36 Estatica de particulas

F, =400 Ib

30°
" F,=3001b

o

F,; =200 Ib

Figura 2.27

F,=3001b

Figura 2.28

www.ge%menmaswrtual.b

Otro caso de una particula en equilibrio se muestra en la figura
2.27, donde aparecen cuatro fuerzas que actdan sobre A. En la figu-
ra 2.28, la resultante de las fuerzas dadas se determina por la regla del
poligono. Empezando en el punto O con F; y acomodando las fuerzas
punta a cola, se encuentra que la punta de F, coincide con el punto
de partida O, asi que la resultante R del sistema de fuerzas dado es
cero y la particula estd en equilibrio.

El poligono cerrado de la figura 2.28 proporciona una expresién
grdfica del equilibrio de A. Para expresar en forma algebraica las condi-
ciones del equilibrio de una particula se escribe

R=2F=0 (2.14)

Descomponiendo cada fuerza F en sus componentes rectangulares, se
tiene

2(Fd + Fj) =0 0 (2F)i+ (2F,)j =0

Se concluye que las condiciones necesarias y suficientes para el equili-
brio de una particula son

2F. =0 2F, =0 (2.15)

Regresando a la particula mostrada en la figura 2.27, se comprueba que
las condiciones de equilibrio se satisfacen. Se escribe

2F,. = 300 1b — (200 1Ib) sen 30° — (400 Ib) sen 30°
=3001b—1001b —2001b =0

= —173.21b — (200 1Ib) cos 30° + (400 1b) cos 30°
—173.21b —173.21b + 3464 1b =0

ST,

2.10. PRIMERA LEY DEL MOVIMIENTO DE NEWTON

A finales del siglo xviir Sir Isaac Newton formulé tres leyes funda-
mentales en las que se basa la ciencia de la mecénica. La primera de
estas leyes puede enunciarse como sigue:

Si la fuerza resultante que actiia sobre una particula es cero, la
particula permanecerd en reposo (si originalmente estaba en reposo) o
se moverd con velocidad constante en linea recta (si originalmente es-
taba en movimiento).

De esta ley y de la definicién de equilibrio expuesta en la seccién
2.9, se deduce que una particula en equilibrio puede estar en reposo
o moviéndose en linea recta con velocidad constante. En la siguiente
secci6n se considerardn varios problemas concernientes al equilibrio
de una particula.

2.11. PROBLEMAS RELACIONADOS CON EL EQUILIBRIO
DE UNA PARTICULA. DIAGRAMAS DE CUERPO LIBRE

En la prictica, un problema de ingenieria mecdnica se deriva de una
situacién fisica real. Un esquema que muestra las condiciones fisicas
del problema se conoce como diagrama espaciall.

Los métodos de anilisis estudiados en las secciones anteriores se
aplican a un sistema de fuerzas que acttian sobre una particula. Un gran
nimero de problemas que tratan de estructuras pueden reducirse a

roblemas concerni?ntes alte uilibrio de una particula. Esto se hace
ogspot.com.co



escogiendo una particula significativa y dibujando un diagrama sepa-
rado que muestra a ésta y a todas las fuerzas que actdan sobre ella. Di-
cho diagrama se conoce como diagrama de cuerpo libre.

Por ejemplo, considérese el embalaje de madera de 75 kg mostra-
do en el diagrama espacial de la figura 2.29a. Este descansaba entre
dos edificios y ahora es levantado hacia la plataforma de un camién que
lo quitard de ahi. El embalaje estd soportado por un cable vertical unido
en A a dos cuerdas que pasan sobre poleas fijas a los edificios en B y
C. Se desea determinar la tension en cada una de las cuerdas AB y AC.

Para resolver el problema debe trazarse un diagrama de cuerpo li-
bre que muestre a la particula en equilibrio. Puesto que se analizan las
tensiones en las cuerdas, el diagrama de cuerpo libre debe incluir al
menos una de estas tensiones y si es posible a ambas. El punto A parece
ser un buen cuerpo libre para este problema. El diagrama de cuerpo
libre del punto A se muestra en la figura 2.29b. Esta muestra al punto
Ay las fuerzas ejercidas sobre A por el cable vertical y las dos cuerdas.
La fuerza ejercida por el cable esta dirigida hacia abajo y es igual al
peso W del contenedor. De acuerdo con la ecuacién (1.4), se escribe

W = mg = (75 kg)(9.81 m/s*) = 736 N

y se indica este valor en el diagrama de cuerpo libre. Las fuerzas ejer-
cidas por las dos cuerdas no se conocen, pero como son iguales en mag-
nitud a la tensién en la cuerda AB y en la cuerda AC, se representan
con Typ y Tac y se dibujan hacia fuera de A en las direcciones
mostradas por el diagrama espacial. No se incluyen otros detalles en el
diagrama de cuerpo libre.

Puesto que el punto A estd en equilibrio, las tres fuerzas que ac-
tian sobre él deben formar un tridngulo cerrado cuando se dibujan de
punta a cola. Este tridngulo de fuerzas ha sido dibujado en la figura
2.29¢. Los vectores Tap y Tac de las tensiones en las cuerdas pueden
encontrarse graficamente si el tridngulo se dibuja a escala, o pueden en-
contrarse mediante la trigonometria. Si se escoge el tltimo método de
solucién, con la ley de los senos se escribe

Tag Tac 736 N

sen 60°  sen 40°  sen 80°
TAB =647 N TAC =480 N

Cuando una particula estd en equilibrio bajo tres fuerzas, el pro-
blema siempre puede resolverse dibujando un tridngulo de fuerzas.
Cuando una particula estd en equilibrio bajo mds de tres fuerzas, el
problema puede resolverse graficamente dibujando un poligono de
fuerzas. Si se desea una solucién analitica, se deben resolver las ecua-
ciones de equilibrio dadas en la seccion 2.9:

SF,=0 3F,=0 (2.15)

Estas ecuaciones pueden resolverse para no mds de dos incdgnitas; en
forma semejante, el tridngulo de fuerzas usado en el caso de equilibrio
bajo tres fuerzas puede resolverse para dos incégnitas.

Los tipos mds comunes de problemas son aquellos donde las dos
incégnitas representan 1) las dos componentes (o la magnitud y direc-
cién) de una sola fuerza, 2) las magnitudes de las dos fuerzas, cada una
de direccién conocida. También se encuentran problemas que requie-
ren la determinacién del valor mdximo o minimo de la magnitud de
una fuerza (véanse problemas 2.57 a 2.61).

2.11. Problemas relacionados con el equilibrio 37
de una particula. Diagramas de cuerpo libre

736 N

b) Diagrama de cuerpo libre ¢) Tridngulo de fuerzas
Figura 2.29

Fotografia 2.1 Como se ilustré en un ejemplo
anterior, es posible determinar las tensiones en
los cables que sostienen al eje que se muestra
en la fotografia, considerando al gancho como
una particula y después aplicando las
ecuaciones de equilibrio a las fuerzas que actuan
sobre el gancho.
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3500 1b

a |/
J = (! . 2
W = (30 kg)(9.81 m/s?) F 3_//1

=294 N

¥

24N | [p

PROBLEMA RESUELTO 2.4

En la operacién de descarga de un barco, un automévil de 3 500 Ib es so-
portado por un cable. Se ata una cuerda al cable en A y se tira para centrar
al automdvil sobre la posicién deseada. El dngulo entre el cable y la vertical
es de 2°, mientras que el dngulo entre la cuerda y la horizontal es de 30°.
dCudl es la tensién en la cuerda?

SOLUCION

Diagrama de cuerpo libre. Se escoge el punto A como cuerpo libre
y se dibuja el diagrama completo de cuerpo libre. Tap es la tensién en el ca-
ble AB y Tac es la tensién de la cuerda.

Condicion de equilibrio. Como sélo acttian tres fuerzas sobre el
cuerpo libre, se dibuja un tridngulo de fuerzas para expresar que éste se en-
cuentra en equilibrio. Con la ley de los senos se escribe

T Tac _ 35001b
sen 120° sen 2° sen 58°

Utilizando una calculadora, primero se calcula y se guarda el valor del
dltimo cociente. Se multiplica este valor en forma sucesiva por sen 120° y
sen 2°, se obtiene

Tas =35701b Tac = 1441H <

PROBLEMA RESUELTO 2.5

Determine la magnitud, direccién y sentido de la fuerza F mds pequefia que
mantendrd en equilibrio al paquete que se muestra al margen. Nétese que la
fuerza ejercida por los rodillos sobre el paquete es perpendicular al plano in-
clinado.

SOLUCION

Diagrama de cuerpo libre. Se escoge el paquete como cuerpo li-
bre, suponiendo que éste se puede tratar como particula. Se dibuja el dia-
grama de cuerpo libre correspondiente.

Condicion de equilibrio. Puesto que sélo actdan tres fuerzas sobre
el cuerpo libre, se dibuja un tridngulo de fuerzas para expresar que estd en
equilibrio. La linea 1-1" representa la direccién conocida de P. Para obtener
el valor minimo de la fuerza F se escoge la direccién de F perpendicular a
la de P. De la geometria del tridngulo obtenido, se encuentra que

F=(294N)sen 15°=761N  a=15°
F=761N%l15 <

www.geocienciasvirtual.blogspot.com.co
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B

|e145 ft
G

T,z =401b

Y

\a< 4f

—_— A
Flujo i

E

Tic

o =60.26°

>
=20.56°

Tyz=601b

Ty =4291b

B =20.56° /‘

T, =401b

/'I‘A(;cos 20.56 j

F,=19.661b

Typ=601b

a=60.26°
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PROBLEMA RESUELTO 2.6

Como parte del disefio de un nuevo velero, se desea determinar la fuerza de
arrastre que puede esperarse a cierta velocidad. Para hacerlo, se coloca un
modelo del casco propuesto en un canal de prueba y se usan tres cables para
mantener su proa en el eje del centro del canal. Las lecturas de los di-
namoémetros indican que para una velocidad dada la tensién es de 40 Ib en
el cable AB y de 60 Ib en el cable AE. Determine la fuerza de arrastre ejer-
cida sobre el casco y la tensién en el cable AC.

SOLUCION

Determinacion de los angulos. En primer lugar se determinan los
dngulos a y B que definen las direcciones de los cables AB y AC. Se escribe

71t 1.5 ft
tan a = i 1.75 tan B = i 0.375
a = 60.26° B = 20.56°

Diagrama de cuerpo libre. Se escoge el casco como cuerpo libre,
se traza el diagrama del cuerpo libre que incluye las fuerzas ejercidas por los
tres cables sobre el casco, asi como la fuerza de arrastre Fp, ejercida por el

flujo.

Condicion de equilibrio. Se expresa que el casco estd en equilibrio
y la resultante de todas las fuerzas se escribe como cero:

R:TAB+TAC+TAE+FD:O (1)
Como aparecen més de tres fuerzas, se obtendrdn sus componentes x y y:

Tag = —(40 Ib) sen 60.26° + (40 Ib) cos 60.26°
= —(34.73 Ib)i + (19.84 Ib)j
Tuc = Tac sen 20.56° + T cos 20.56°%
0.3512T sci + 0.9363T Acj
Tar = —(60 Ib)j
Fp = Fpi

Se sustituyen las expresiones obtenidas en la ecuacién (1) y se factorizan los
vectores unitarios iy j, por lo que se tiene

(=34.73 1b 4+ 0.3512Ts¢ + Fp)i + (19.84 1b + 0.9363T 4 — 60 1b)j = 0

Esta ecuacién se cumplird si, y sélo si, los coeficientes de iy j son iguales a
cero. Asi se obtienen las siguientes dos ecuaciones de equilibrio, que expre-
san, respectivamente, que la suma de las componentes x y la suma de las
componentes y de las fuerzas dadas debe ser cero.

SF, = 0: —34.731b + 0.3512Tsc + Fp = 0 2)
SF, = 0: 19.84 Th + 0.9363T 4 — 60 1b = 0 (3)

De la ecuacién (3) se encuentra Tic = +4291b <

y sustituyendo este valor en la ecuacién (2) se obtiene Fp, = +19.66 Ib <

Al dibujar el diagrama de cuerpo libre se supuso que habia un sentido para
cada fuerza desconocida. El signo positivo en la respuesta sefiala que el sen-
tido supuesto era el correcto. Puede dibujarse el poligono de fuerzas com-
pleto y asi comprobar los resultados.
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RESOLUCION DE PROBLEMAS

EN FORMA INDEPENDIENTE

Cuando una particula estd en equilibrio, la resultante de todas las fuerzas que actian sobre
la particula debe ser igual a cero. En el caso de una particula sobre la que actian fuerzas
coplanares, expresar este hecho proporcionard dos relaciones entre las fuerzas involucradas.
Como se vio en los problemas resueltos recién presentados, estas relaciones pueden uti-
lizarse para determinar dos incégnitas —como la magnitud y la direccién de una fuerza o
las magnitudes de dos fuerzas—.

Trazar un diagrama de cuerpo libre es el primer paso a seguir en la solucién de
un problema que involucre el equilibrio de una particula. En este diagrama se muestran la
particula y todas las fuerzas que actian sobre ella. En el diagrama de cuerpo libre debe in-
dicarse la magnitud de las fuerzas conocidas, asi como cualquier dngulo o dimensién que
defina la direccién de una fuerza. Cualquier magnitud o dngulo desconocido deben desig-
narse por medio de un simbolo adecuado. No tiene que incluirse ninguna otra informacién
adicional en el diagrama de cuerpo libre.

Es indispensable trazar un diagrama de cuerpo libre claro y preciso para poder resolver
cualquier problema de equilibrio. La omisién de este paso puede ahorrarnos ldpiz y papel,
pero es muy probable que nos lleve a una solucién incorrecta.

Caso 1. Si sdlo estdn involucradas tres fuerzas en el diagrama de cuerpo libre, el resto
de la solucién se lleva a cabo més ficilmente uniendo en un dibujo la parte terminal de una
fuerza con la parte inicial de otra (punta), para formar un tridngulo de fuerzas. Este tridn-
gulo puede resolverse grificamente o por trigonometrfa para un maximo de dos incégnitas
[problemas resueltos 2.4 y 2.5].

Caso 2. Si estdn involucradas mds de tres fuerzas, lo méds conveniente es emplear una
solucién analitica. Los ejes x y y se seleccionan y cada una de las fuerzas mostradas en el
diagrama de cuerpo libre se descompone en sus componentes x y y. Al expresar que tanto
la suma de las componentes en x como la suma de las componentes en y de las fuerzas son
iguales a cero, se obtienen dos ecuaciones que pueden resolverse para no més de dos in-
cégnitas [problema resuelto 2.6].

Se recomienda firmemente que al emplear una solucién analitica se escriban las ecuaciones
de equilibrio en la misma forma que las ecuaciones (2) y (3) del problema resuelto 2.6. La
practica adoptada por algunos estudiantes de colocar al inicio las incégnitas del lado izquierdo
de la ecuacién y las cantidades conocidas del lado derecho puede llevar a una confusién al
momento de asignar el signo correcto a cada uno de los términos.

Se ha sefalado que, independientemente del método empleado para resolver un problema
de equilibrio bidimensional, s6lo puede determinarse un méximo de dos incdgnitas. Si un
problema bidimensional involucra mas de dos incégnitas, deben obtenerse una o mds rela-
ciones adicionales a partir de la informacién contenida en el enunciado del problema.
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Problemas

2.43 En C se amarran dos cables y se cargan como se muestra en la

figura. Si se sabe que o = 20°, determine la tensién a) en el cable AC y A

40°
b) en el cable BC.
2.44 En C se amarran dos cables y se cargan como se muestra en la c
figura. Determine la tensién a) en el cable AC y b) en el cable BC.
200 kg
A Figura P2.43
50° 500 N
C
30°
B
Figura P2.44

2.45 En C se amarran dos cables y se cargan como se muestra en la
figura. Si se sabe que P = 500 Ny @ = 60°, determine la tensién @) en el ca-  Figura P2.45
ble AC y b) en el cable BC.

2.46 En C se amarran dos cables y se cargan como se muestra en la
figura. Determine la tensién a) en el cable AC y b) en el cable BC.

200 kg

Figura P2.46
www.geocienciasvirtual.blogspot.com.co

41



42 Estética de particulas 2.47 Si se sabe que o = 20°, determine la tensién a) en el cable AC,
b) en la cuerda BC.

Figura P2.47

2.48 Si se sabe que a = 55° y que el aguilén AC ejerce sobre la ar-
ticulacién C una fuerza dirigida a lo largo de la linea AC, determine a) la
magnitud de la fuerza y b) la tension en el cable BC.

2.49 Las fuerzas P y Q se aplican al componente de una pieza de
ensamble de avién como se muestra en la figura. Si se sabe que P = 500 1b y
Q =650 1by que la pieza de ensamble se encuentra en equilibrio, determine
las magnitudes de las fuerzas ejercidas sobre las varillas A y B.

300 1b

Figura P2.48

Figura P2.49 y P2.50

2.50 Las fuerzas Py Q se aplican al componente de una pieza de en-
samble de avién como se muestra en la figura. Si se sabe que la pieza de en-
samble se encuentra en equilibrio y que las magnitudes de las fuerzas ejer-
cidas sobre las barras A 'y B son F4 = 750 Ib y F = 400 b, determine las
magnitudes de Py Q.

2.51 Una conexién soldada estd en equilibrio bajo la accién de las cu-
atro fuerzas que se muestran en la figura. Si se sabe que F5 = 8 kN y que
Fg = 16 kN, determine las magnitudes de las dos fuerzas restantes.

2.52  Una conexién soldada estd en equilibrio bajo la accién de las cu-
atro fuerzas que se muestran en la figura. Si se sabe que F5 = 5 kN y que
Figura P2.51 y P2.52 Fp = 6 kN, determine las magnitudes de las dos fuerzas restantes.
www.geocienciasvirtual.blogspot.com.co



2.53 En C se amarran dos cables y se cargan como se muestra en la
figura. Si se sabe que Q = 60 Ib determine la tensién a) en el cable AC y
b) en el cable BC.

2.54 En C se amarran dos cables y se cargan como se muestra en la
figura. Determine el rango de valores de Q para los cuales la tensién no serd
mayor que 60 Ib en cualquiera de los cables.

2.55 Un pescador es rescatado con una silla de contramaestre que se
encuentra suspendida de una polea que puede rodar libremente sobre el ca-
ble de apoyo ACB y es jalada a una velocidad constante mediante el cable
CD. Si se sabe que & = 30° y B = 10°, y que el peso combinado de la silla y
el pescador es de 900 N, determine la tensién a) en el cable de soporte ACB,
b) en el cable de arrastre CD.

Figura P2.55 y P2.56

2.56  Un pescador es rescatado con una silla de contramaestre que se
encuentra suspendida de una polea que puede rodar libremente sobre el ca-
ble de apoyo ACB vy es jalada a una velocidad constante mediante el cable
CD. Si se sabe que a = 25°y B = 15°, y que la tensién en el cable CD es de
80 N, determine a) el peso combinado de la silla y el pescador, D) la tensién
en el cable de soporte ACB.

2.57 Para los cables del problema 2.45, se sabe que la tensién permi-
sible méxima es de 600 N en el cable AC y 750 N en el cable BC. Deter-
mine a) la maxima fuerza P que puede aplicarse en C, b) el valor corres-
pondiente de o.

2.58 Para la situacion descrita en la figura P2.47, determine a) el va-
lor de o para el cual la tensién en el cable BC es la minima posible y b) el
valor correspondiente de la tensién.

2.59 Para la estructura y la carga del problema 2.48, determine a) el
valor de o para el que la tensién en el cable BC es minima, b) el valor co-
rrespondiente de la tension.

2.60 Si se sabe que las porciones AC y BC del cable ACB deben ser
iguales, determine la longitud minima que debe tener el cable para soportar
la carga mostrada, si la tensién en éste no debe ser mayor que 870 N.

Figura P2.53 y P2.54

Problemas

I«—Z.lm ‘>I<— 2.1m *»I

Figura P2.60
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44 Estitica de particulas 2.61 En C se amarran dos cables y se cargan como se muestra en la
figura. Si se sabe que la tensién médxima permisible en cada cable es de 800
N, determine a) la magnitud de la fuerza P maxima que puede aplicarse en
C, D) el valor correspondiente de o.

2.62 En C se amarran dos cables y se cargan como se muestra en la
figura. Si se sabe que la tensién méxima permisible en el cable AC es de
1200 N y que en el cable BC es de 600 N, determine @) la magnitud de la
fuerza P maxima que puede aplicarse en C, b) el valor correspondiente de o,

2.63 El collarin A puede deslizarse sin friccién sobre una barra hori-
zontal y estd conectado a una carga de 50 Ib, como se muestra en la figura.
Determine la magnitud de la fuerza P requerida para mantener al collarin
en equilibrio cuando @) x = 4.5 in., b) x = 15 in.

2.64 El collarin A puede deslizarse sin friccién sobre una barra hori-
zontal y estd conectado a una carga de 50 Ib, como se muestra en la figura.
Determine la distancia x para la cual el collarin se conserva en equilibrio
— 1 cuando P = 48 b.

2.65 Una carga de 160 kg estd sostenida por el arreglo de cuerdas y
o0in. Poleas que se muestra en la figura. Si se sabe que f = 20°, determine la mag-
nitud y la direccién de la fuerza P que debe aplicarse en el extremo libre de
la cuerda para mantener al sistema en equilibrio. (Sugerencia: La tensién es
la misma en ambos lados de una cuerda que pasa por una polea simple. Esto
puede comprobarse mediante los métodos del capitulo 4.)

Figura P2.63 y P2.64

Figura P2.65 y P2.66

2.66 Una carga de 160 kg estd sostenida por el arreglo de cuerdas y
poleas que se muestra en la figura. Si se sabe que a = 40°, determine a) el
dngulo By b) la magnitud de la fuerza P que debe aplicarse en el extremo
libre de la cuerda para mantener al sistema en equilibrio. (Vea la sugerencia

del problema 2.65.)
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2.67 Una caja de madera de 600 Ib estd sostenida por varios arreglos
de poleas y cuerdas, como se muestra en la figura. Determine la tensién en
la cuerda para cada arreglo. (Vea la sugerencia del problema 2.65.)

a) b) c) d) e)
Figura P2.67

2.68 Retome los incisos b) y d) del problema 2.67, y ahora suponga
que el extremo libre de la cuerda estd unido a la caja de madera.

2.69 La carga Q se aplica a la polea C, la cual puede rodar sobre el
cable ACB. La polea se sostiene en la posicién mostrada en la figura medi-
ante un segundo cable CAD, el cual pasa a través de la polea A y sostiene
una carga P. Si se sabe que P = 750 N, determine a) la tensién en el cable
ACB, b) la magnitud de la carga Q.

Figura P2.69 y P2.70

2.70 Una carga Q de 1800 N se aplica alapolea C, la cual puede rodar
sobre el cable ACB. La polea se sostiene en la posicién mostrada en la figura
mediante un segundo cable CAD, el cual pasa a través de la polea A y sostiene
una carga P. Determine a) la tensién en el cable ACB, b) la magnitud de la
carga P.

FUERZAS EN EL ESPACIO

2.12. COMPONENTES RECTANGULARES
DE UNA FUERZA EN EL ESPACIO

Los problemas considerados en la primera parte de este capitulo in-
volucraron tinicamente dos dimensiones y pudieron formularse y re-
solverse en un solo plano. En esta seccién y en las secciones siguientes
del capitulo se analizardn problemas que comprenden las tres dimen-
siones del espacio.

Considere una fuerza F que actiia en el origen O del sistema de
coordenadas rectangulares x, y, z. Para definir la direccién de F, se
traza el plano vertical OBAC que contiene a F y que se muestra en la
figura 2.30a. Este plano pasa a través del eje vertical y; su orientacién
estd definida por el dngulo ¢ que forma con el plano xy, mientras que

2.12. Componentes rectangulares de una
fuerza en el espacio
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46 Estatica de particulas

Figura 2.30

la direccién de F dentro del plano estd definida por el dngulo 6, que
forma F con el eje y. La fuerza F puede descomponerse en una com-
ponente vertical Fy y una componente horizontal ¥;,; esta operacién,
mostrada en la figura 2.30D, se realiza en el plano OBAC de acuerdo
con las reglas desarrolladas en la primera parte del capitulo. Las com-
ponentes escalares correspondientes son

F, = F cos 0, Fj, = Fsen 0, (2.16)
La Fj, puede descomponerse en sus dos componentes rectangulares F,
yF_alolargo de los ejesx y z, respectivamente. Esta operacion, mostrada
en la figura 2.30c, se realiza en el plano xz. De esta manera se obtienen

las expresiones siguientes para las componentes escalares correspon-
dientes:

F. = F}, cos ¢ = F sen 6, cos ¢
F. = Fj, sen ¢ = F sen 0, sen ¢
La fuerza F se ha descompuesto en tres componentes vectoriales rec-
tangulares F,, F, y F_, dirigidas a lo largo de los tres ejes coordenados.
Si se aplica el teorema de Pitdgoras a los tridngulos OAB y OCD
de la figura 2.30, se escribe
F?> = (OA)* = (OB)* + (BA = F; + Fh
F; = (OC)*> = (OD)* + (DC)? F2 + F?
Si se eliminan F7, de estas dos ecuaciones y se resuelve para F se ob-
tiene la siguiente relacion entre la magnitud de F y sus componentes
rectangulares escalares:

(2.17)

= VF; + F, + F2 (2.18)

La relacién que existe entre la fuerza F y sus tres componentes F,,
F, y F. se presenta mds facil si se traza “una caja” que tiene por aris-
tas F,, F, y F., como se muestra en la figura 2.31. La fuerza F estd
representada por la diagonal OA de esta caja. La figura 2.31b muestra
el tridngulo rectingulo OAB empleado para deducir la primera de las
formulas (2.16): F,, = F cos 6,. En las figuras 2.31a ycse han trazado
otros dos trlangulos rectangulos el OAD y OAE. Estos ocupan posi-
ciones semejantes a la del tridngulo OAB. Si representamos por 6,y 6.
los dngulos que forma F con los ejes x y z, respectivamente, se pueden
escribir dos formulas semejantes a F,, = F cos 6,. Entonces se escribe

F.=F cos 0, liiy, = I @35 0 F.=Fcos 6. (2.19)

Los tres dngulos 6., 0, y 6. definen la direccién de la fuerza F; y son
mds usados que los dngulos 6, y ¢ introducidos al comienzo de esta
seccion. Los cosenos de 6,, 0, y 6. se conocen como los cosenos di-
rectores de la fuerza F. \

Con el uso de los vectores unitarios i, j y k, dirigidos a lo largo de
los ejes x, y y z, respectivamente (figura 2.32), se puede expresar F en
la forma

F = Fi + F,j + F.k (2.20)

donde las componentes escalares F,
ciones (2.19).

F, y F. estan definidas por las rela-

Ejemplo 1. Una fuerza de 500 N forma dngulos de 60°, 45° y 120° con
los ejes X, y y z, respectivamente. Encuentre las componentes F,, F,yF. de

la fuer
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Sustituyendo F = 500 N, 6, = 60°, 0, = 45°y 6. = 120° en las férmu- 2.12. Componentes rectangulares de una
las (2.19), se escribe fuerza en el espacio
F. = (500 N) cos 60° = +250 N
Fy = (500 N) cos 45° = +354 N
F. = (500 N) cos 120° = —250 N
Usando en la ecuacion (2.20) los valores obtenidos para las componentes es-

calares de F, se tiene

F = (250 N)i + (354 N)j — (250 N)k
Como en el caso de los problemas en dos dimensiones, el signo positivo in-
dica que la componente tiene el mismo sentido que el eje correspondiente A
y el signo negativo tiene el sentido opuesto. M .

El dngulo que una fuerza F forma con un eje debe medirse desde F
el lado positivo del eje y estard siempre comprendido entre 0 y 180°.
Un dngulo 6, menor que 90° (agudo) indica que F (que se supone uni- F.
da al origen O) estd del mismo lado del plano yz que el eje x positivo,
y cos 0, y F, serdn positivos. Un dngulo 6, mayor que 90° (obtuso) in- / E ¢
dicard que F estd al otro lado del plano yz; entonces, cos 6, y F, serdn )
negativos. En el ejemplo 1 los dngulos 6, y 6, son agudos, mientras que y
6., es obtuso; en consecuencia, F, y F,, son positivos, mientras que F es
negativo.

Si se sustituye en la ecuacién (2.20) las expresiones obtenidas para
F., F,y F_ en (2.19), se escribe

F = F(cos 6,i + cos 0,j + cos 6.k) (2.21)
que muestra que la fuerza F puede expresarse como el producto del
escalar F y del vector

A = cos 0,i + cos 0,j + cos 0.k (2.22) /E c

El vector N es evidentemente un vector de magnitud 1 y de la misma b)
direccion que F (figura 2.33). El vector unitario N se refiere al largo
de la linea de accién de F. De (2.22) se deduce que las componentes
del vector unitario N son, respectivamente, iguales a los cosenos di- B

rectores de la linea de accién de F:
A, = cos 0, A, = cos 6, A, = cos 0, (2.23) ! A

Se debe observar que los valores de los tres angulos 6., 6, y 6 no 0 %

son independientes. Expresando que la suma de los cuadrados de las F. F, D
componentes de N es igual al cuadrado de su magnitud, se escribe

NN FN=1 /B C
o sustituyendo para A, N, y \; de (2.23), z
Figura 2.31

\/

0

Yy

cos> 6, + cos® 6, + cos> 6. =1 (2.24)

En el ejemplo 1 se muestra que una vez que se han seleccionado los
valores 0, = 60° y 6, = 45° el valor de 6. debe ser igual a 60 o 120°
para satisfacer la identidad (2.24).

Cuando las componentes F,, F, y F. de una fuerza F estin dadas,
la magnitud F de la fuerza se obtiene de (2.18)." Entonces las rela- TJ
ciones (2.19) pueden resolverse para los cosenos directores, _

S
'Con una calculadora programada para convertir coordenadas rectangulares en coorde-

nadas polares, se vera que el siguiente procedimiento resulta mds expedito para calcular F: /

primero se determina Fj, a partir de sus dos componentes rectangulares F, y F. (figura

2.30c), después se determina F a partir de sus dos componentes rectangulares F, y F,, =
(figura 2.30b). El orden en el que se introducen Fy, F, y F_ resulta intrascendente. Figura 2.32
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cos 0, j

Estatica de particulas

cos 0.k —

F k

/

Figura 2.33

_E _ K
7 cos 0, = 7 cos 0. = 7 (2.25)

cos 0, =

y obtener los dngulos 0., 6, y 0. que caracterizan a la direccién de F.

Ejemplo 2. Una fuerza F tiene las componentes F, = 20 Ib, F,, = —30
Ib y F. = 60 Ib. Determine la magnitud de Iy los angulos 6,, 6, y 6. que
forma con los ejes coordenados.

A partir de la férmula (2.18) se obtiene'

=Vﬁ+@+ﬁ
= V(20 1b)% + (=30 Ib)
=V49001b="701b

Si se sustituyen los valores de las componentes y la magnitud de F en las
ecuaciones (2.25), se escribe

eg — B _ 200 o~ By _ o
ST T2 T FR T o %7 F

+ (60 Ib)*

—30 1b F.

60 Ib
T 701b

Calculando sucesivamente cada cociente y su arco coseno, se obtiene

0, =T73.4° 6, = 115.4° 0. = 31.0°

Estos cdlculos pueden realizarse facilmente con una calculadora. ®

2.13. FUERZA DEFINIDA EN TI?RMINOS DE SU MAGNITUD
Y DOS PUNTOS SOBRE SU LINEA DE ACCION

En muchas aplicaciones la direccién de una fuerza F esta definida por
las coordenadas de dos puntos M(xy, y1, 21) y N(xg, ys, 29), localizadas
sobre su linea de accién (figura 2.34). Considere el vector MN que une
a My Ny tiene el mismo sentido que F. Si se representan sus com-
ponentes escalares por d,, d, y d., respectivamente, se escribe

MN = di +d,j + d.Xk (2.26)

El vector unitario X a lo largo de la linea de accién de F (es decir a lo
largo de la linea MN) puede obtenerse al dividir el vector MN entre su
magnitud MN. Se sustituye para MN de (2.26) y se observa que MN
es igual a la distancia d de M a N, se escribe

_MN 1
A= MN d(dxl-i-dy‘]-i-dzk)

(2.27)

z Figura 2.34
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Es importante recordar que F es igual al producto de F y N, por lo que
se tiene

F
F=F\= ] —(dd +d,j+ dk) (2.28)
de la cual se sigue que las componentes de F son, respectivamente,
R, _Fh, R .
Fo= = Fy=— F.= = (2.29)

Las relaciones (2.29) simplifican en forma considerable la deter-
minacién de las componentes de las fuerzas F de magnitud F cuando
la linea de accién de F estd definida por dos puntos M y N. Restando
las coordenadas de M de las de N se determinan primero las compo-
nentes del vector MN y la distancia d de M a N:

d. =xs — 11 d, =ys — 1y d.=2zs — 21
=Vd:+d, +d?

Sustituyendo los valores para F y para d., d,, d. y d en las relaciones
(2.29), se obtienen las componentes F,, F, y F. de la fuerza.

Los angulos 6., 6, y 6. que forman F con los ejes coordenados
pueden obtenerse de las ecuaciones (2.25). Comparando las ecuaciones
(2.22) y (2.27) también se puede escribir

_ e _dy _ 4
cos 6, = g <o 0, = g cos 0. = p (2.30)

y determinar los dngulos 6., 6, y 6 directamente de las componentes y
la magnitud del vector MN.

2.14. ADICION DE FUERZAS CONCURRENTES EN EL ESPACIO

La resultante R de dos o mds fuerzas en el espacio se calcula sumando
sus componentes rectangulares. Los métodos graficos o trigonométri-
cos no son muy précticos en el caso de fuerzas en el espacio.

El método seguido aqui es semejante al empleado en la seccién
2.8 con fuerzas coplanares. Se establece que

R =ZF
se descompone cada fuerza en sus componentes rectangulares y se es-
cribe
R+ R,j + Rk = S(Fd + F,j + F.K)
= (ZF)i + (2F,))j + (SF)k
de la cual se desprende que

R,=3F, R,=3F, R.=3F, (2.31)

La magnitud de la resultante y los dngulos 0., 0, y 6. que ésta forma
con el eje de coordenadas se obtienen por el método de la seccién 2.12.
Se escribe

R=VRI+R;, +R: (2.32)

z

R, R, R.
cos 0, = R cos 0, = R cos 0., = R (2.33)
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- PROBLEMA RESUELTO 2.7

El alambre de una torre estd anclado en A por medio de un perno. La ten-
sién en el alambre es de 2 500 N. Determine a) las componentes F,, F,, y F.
de la fuerza que actta sobre el perno y b) los dngulos 0y, 0, y 6. que definen

=

N

la direccién de la fuerza.

Vs

SN

iz

SOLUCION

a) Componentes de la fuerza. La linea de accién de la fuerza que
acttia sobre el perno pasa por A y B y la fuerza estd dirigida de A hacia B. Las
componentes del vector AB, que tienen la misma direccién que la fuerza, son

d.= +30m

— B
d, = —40 m d, = +80m

=

La distancia total de A a B es

AB=d=Vd} +d, +d?=943m

F
S—40m
Al representar por i, j y k los vectores unitarios a lo largo de los ejes coor-

i
ik / ) A denados, se tiene
,17“ 30m AB = —(40 m)i + (80 m)j + (30 m)k

, . =4, -
Introduciendo el vector unitario N = E/AB, se escribe

k
/ AB 2500 N—
z F=IN=F 5 = i3m P

Si se sustituye la expresién encontrada para AB, se obtiene

N2 =
N

80

_ 2500N [—(40 m)i + (80 m)j + (30 m)k]

94.3 m
F = —(1060 N)i + (2120 N)j + (795 N)k

Por consiguiente, las componentes de F son

F,=-1060N F,=+2120N F.=+795N <

Con las ecuaciones (2.25), se escribe

=

b) Direcciéon de la fuerza.

A

1

A

=

S/ Qy

o - y _ E _ ~LOGON o _ Py _ 212X

o & ST T os0N % T R T 900N
F.  +795N

©0s 0= =1 = 3500 N

Si se calcula sucesivamente cada cociente y su arco coseno, se obtiene
6, =1151°  6,=320° 6.=715 <

0

(Nota: El resultado también pudo haberse determinado con las componentes
y la magnitud del vector AB en lugar de la fuerza F.)
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/"c/{ PROBLEMA RESUELTO 2.8

27 ft 3

-

Una seccién de una pared de concreto precolado se sostiene temporalmente
/L por los cables mostrados. Se sabe que la tensién es de 840 Ib en el cable AB

y 1200 1Ib en el cable AC, determine la magnitud y la direccién de la resul-
T tante de las fuerzas ejercidas por los cables AB y AC sobre la estaca A.

SOLUCION

Componentes de las fuerzas. La fuerza ejercida por cada cable so-
bre la estaca A se descompondrd en sus componentes x, y y z. Primero
se determinardn las componentes y la magnitud de los vectores AB y AC,
midiéndolos desde A hacia la seccién de la pared. Si se representa por i, j y
k a los vectores unitarios a lo largo de los ejes coordenados, se escribe

AB = —(16 fo)i + (8 ft)j + (11 fok AB =21 ft
AC = —(16 )i + (8 ft)j — (16 fk AC = 24 ft

Al representar por Aap al vector unitario a lo largo de la linea AB, se tiene

AB  8401b—
AB

Tap = Taphap = Tap

AB 2l ft
C —
l Al sustituir la expresién encontrada para AB, se obtiene
Tae =(12001b) Aye 840 11
Tap = 2 [—(16 ft)i + (8 f)j + (11 fOk]

21 ft
Taz = —(640 Ib)i + (320 1b)j + (440 Ib)k

16t i ge representa con Asc al vector unitario a lo largo de AC, se obtiene en

}/ forma semejante

11 ft

AC  12001b—

TAC - TACAAC TAC AC - 24 ft

Tac = —(800 Ih)i + (400 Ib)j — (800 Ib)k
Resultante de las fuerzas. La resultante R de las fuerzas ejercidas
por los dos cables es
R =Tas + Tac = —(1 440 Ib)i + (720 b)j — (360 Ib)k
La magnitud y direccién de la resultante se determinan por:
R="VR2+R2+ R2="V(—1440)> + (720)* + (—360)>
R=16501b <

De las ecuaciones (2.33) se obtiene

cos b, = Be = 1440 o Ry _ +7201b
* R 1650 1b S Yy R 1650 1b

os 0, = Bz — =3601b

TR 1650 Ib

Calculando en forma sucesiva cada cociente y su arco coseno, se obtiene

0, = 150.8° 6, = 64.1° 0.=1026° <«
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RESOLUCION DE PROBLEMAS

EN FORMA INDEPENDIENTE

En esta leccion se vio que las fuerzas en el espacio pueden ser definidas por su mag-
nitud y su direccién o por las tres componentes rectangulares F,, F, y F-.

A. Cuando una fuerza se define por su magnitud y su direccién, sus com-
ponentes rectangulares F,, F, y F. se pueden determinar de la siguiente manera:

Caso 1. Siladireccién de la fuerza F estd definida por los dngulos 6, y ¢ mostra-
dos en la figura 2.30, las proyecciones de F a través de estos dngulos o sus com-
plementos proporcionardn las componentes de F [ecuaciones (2.17)]. Obsérvese
que las componentes x y z de F se obtienen proyectando primero a F sobre el plano
horizontal; entonces, la proyeccién F, obtenida de esta forma se descompone en
las componentes F, y F, (figura 2.30c).

Caso 2. Sila direccién de la fuerza F estd definida por los angulos 6., 6, y 6. que
F forma con los ejes coordenados, cada componente se puede obtener multiplicando
la magnitud F de la fuerza por el coseno del dngulo que le corresponde [ejemplo 1]:

F,. = F cos 0, F,=F cos 0, F. =F cos 0.

Caso 3. Sila direccién de la fuerza F estd definida por dos puntos M y N ubica-
dos a lo largo de su linea de accién (figura 2.34), primero se expresa al vector MN
dibujado desde M hasta N, en términos de sus componentes d,, d,, y d y de los
vectores unitarios i, j y k:

MN = d,i + d,j + d.k

Después se determina el vector unitario A a lo largo de la linea de accién de F di-
vidiendo al vector MN entre su magnitud MN. Si se multiplica a N por la magni-
tud de F, se obtiene la expresién deseada para F en términos de sus componentes
rectangulares [problema resuelto 2.7]:

F=F\=

SHILS

(dii + d,j + d.k)

Cuando se determinan las componentes rectangulares de una fuerza, es conveniente
emplear un sistema de notacién consistente y con significado. El método utilizado
en este texto se ilustra en el problema resuelto 2.8 donde, por ejemplo, la fuerza
T,z actda desde la estaca A hacia el punto B. Obsérvese que los subindices han
sido ordenados para coincidir con la direccién de la fuerza. Se recomienda adoptar
la misma notacién ya que le ayudard a identificar al punto 1 (el primer subindice)
y al punto 2 (el segundo subindice).

Cuando el vector que define la linea de accién de una fuerza se forma, puede pen-

sarse en sus componentes escalares como el niimero de pasos que debe efectuar,
en cada direccién coordenada, para ir desde el punto 1 hasta el punto 2. Es esen-
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cial que siempre se recuerde asignarle el signo correcto a cada una de las compo-
nentes.

B. Cuando una fuerza estd definida por sus componentes rectangulares F,,
F, y F., y se puede obtener su magnitud F asf

F=VF, +F, +F:

Los cosenos directores de la linea de accién de F se pueden determinar dividiendo
las componentes de la fuerza entre F:

_Fx _F?/ —_ 1z
cos 0, = 7 cos 6, = 7 cos 0. = 7

A partir de los cosenos directores se pueden obtener los dngulos 6y, 0, y 6. que F
forma con los ejes coordenados [ejemplo 2].

C. Para determinar la resultante R de dos o mds fuerzas en el espacio tridi-
mensional, primero se determinan las componentes rectangulares de cada una de
las fuerzas utilizando alguno de los procedimientos que se acaban de describir. Con
la suma de esas componentes se obtendran las componentes R,, R, y R- de la re-
sultante. Entonces, la magnitud y la direccién de la resultante se puede obtener

como se sefialé en los incisos anteriores para el caso de una fuerza F [problema re-
suelto 2.8].
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900 N

z

Figura P2.71 y P2.72

Yy

z

Figura P2.77 y P2.78

Problemas

2.71 Determine a) las componentes x, y y z de la fuerza de 750 N y
b) los dngulos 6,, 6, y 0. que forma la fuerza con los ejes coordenados.

2.72 Determine a) las componentes x, y y z de la fuerza de 900 N y
b) los dngulos 6,, 6, y 6. que forma la fuerza con los ejes coordenados.

2.73 Una placa circular horizontal se sostiene mediante tres alambres
que forman dngulos de 30° respecto de la vertical y se encuentran unidos a
un soporte en D. Si se sabe que la componente x de la fuerza ejercida por
el alambre AD sobre la placa es de 110.3 N, determine a) la tensién en el
alambre AD, b) los dngulos 6., 6, y 6. que forma la fuerza ejercida en A con
los ejes coordenados.

2.74  Una placa circular horizontal se sostiene mediante tres alambres
que forman dngulos de 30° respecto de la vertical y se encuentran unidos a
un soporte en D. Si se sabe que la componente z de la fuerza ejercida por
el alambre BD sobre la placa es de —32.14 N, determine ) la tension en el
alambre BD, b) los dngulos 6., 6, y 6. que forma la fuerza ejercida en B con
los ejes coordenados.

2.75 Una placa circular horizontal se sostiene mediante tres alambres
que forman dngulos de 30° respecto de la vertical y se encuentran unidos a
un soporte en D. Si se sabe que la tensién en el alambre CD es de 60 Ib, de-
termine a) las componentes de la fuerza ejercida por este alambre sobre la
placa, b) los dngulos 6,, 6, y 6. que forma la fuerza con los ejes coordena-

dos.

2.76  Una placa circular horizontal se sostiene mediante tres alambres
que forman dngulos de 30° respecto de la vertical y se encuentran unidos a
un soporte en D. Si se sabe que la componente x de la fuerza ejercida por
el alambre CD sobre la placa es de —20 Ib, determine a) la tensi6n en el alam-
bre CD, b) los dngulos 6,, 6,y 6. que forma la fuerza ejercida en C con los
ejes coordenados.

2.77 El extremo del cable coaxial AE se une al poste AB, el cual estd
sostenido por los tirantes de alambre AC y AD. Si se sabe que la tensién en
el alambre AC es de 120 Ib, determine a) las componentes de la fuerza ejer-
cida por este alambre sobre el poste, b) los dngulos 6,, 0,y 0. que forma la
fuerza con los ejes coordenados.

2.78 El extremo del cable coaxial AE se une al poste AB, el cual estd
sostenido por los tirantes de alambre AC y AD. Si se sabe que la tensién en
el alambre AD es de 85 Ib, determine a) las componentes de la fuerza ejer-
cida por este alambre sobre el poste, b) los angulos 6,, 0,y 0. que forma la
fuerza con los ejes coordenados.

2.79 Determine la magnitud y direccién de la fuerza F = (320 N)i +
(400 N)j — (250 N)k.
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2.80 Determine la magnitud y direccién de la fuerza F = (240 N)i —
(270 N)j + (680 N)k.

2.81 Una fuerza acttia en el origen de un sistema coordenado en la di-
reccién definida por los dngulos 6, = 70.9°y 6, = 144.9°. Si se sabe que la
componente z de la fuerza es de —52 1b, determine @) el dngulo 6., b) las
componentes restantes y la magnitud de la fuerza.

2.82  Una fuerza acttia en el origen de un sistema coordenado en la di-
reccién definida por los dngulos 6, = 55°y 6. = 45°. Si se sabe que la com-
ponente x de la fuerza es de =500 Ib, determine a) el angulo 6., b) las com-
ponentes restantes y la magnitud de la fuerza.

2.83 Una fuerza F de magnitud 210 N actia en el origen de un sis-
tema coordenado. Si se sabe que F, = 80 N, 6. = 151.2° y F,, < 0, determine
a) las componentes F, y F., b) los dngulos 6, y 6,.

2.84 Una fuerza F de magnitud 230 N actiia en el origen de un sis-
tema coordenado. Si se sabe que 6, = 32.5°, F, = =60 N y F. > 0, deter-
mine @) las componentes F, y F., b) los dngulos 6, y 6..

2.85 Una torre de transmision se sostiene mediante tres alambres, los
cuales estdn anclados por medio de pernos en B, C y D. Si la tensién en el
alambre AB es de 525 b, determine las componentes de la fuerza ejercida
por el alambre sobre el perno en B.

2.86 Una torre de transmisién se sostiene mediante tres alambres, los
cuales estdn anclados por medio de pernos en B, C y D. Si la tensién en el
alambre AD es de 315 Ib, determine las componentes de la fuerza ejercida
por el alambre sobre el perno en D.

2.87 Un marco ABC esti sostenido en parte por el cable DBE, el cual
pasa a través de un anillo sin friccién en B. Si se sabe que la tensién en el
cable es de 385 N, determine las componentes de la fuerza ejercida por
el cable sobre el soporte en D.

280 mm
/ %10 mm

510 mm \ 400 mm
ya
; N

J/ A ¢ \
x

z

R0mm  |B 600 mm
Figura P2.87

Problemas 55

Nz

=S -

100 ft

TN/ N

=T

=T

Figura P2.85 y P2.86
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BE Estatica de particulas 2.88 Para el marco y el cable del problema 2.87, determine las com-
ponentes de la fuerza ejercida por el cable sobre el soporte en E.

2.89 Si se sabe que la tensién en el cable AB es de 1425 N, deter-
mine las componentes de la fuerza ejercida sobre la placa en B.

Yy
360 mm>/
920 mm
B 3
600 mm D
y AO mm\/c
0 Figura P2.89 y P2.90
P \50"
20°
30° X
150 2.90 Si se sabe que la tension en el cable AC es de 2 130 N, deter-
mine las componentes de la fuerza ejercida sobre la placa en C.
2.91 Determine la magnitud y la direccién de la resultante de las dos
Figura P2.91 y P2.92 fuerzas mostradas en la figura, si se sabe que P = 300 Ny Q = 400 N.

2.92 Determine la magnitud y la direccién de la resultante de las dos

\A I\ \yl\ fuerzas mostradas en la figura, si se sabe que P = 400 Ny Q = 300 N.
' 40in.

2.93 Si se sabe que las tensiones en los cables AB y AC son de 425 1b
y de 510 Ib respectivamente, determine la magnitud y la direccién de la re-
sultante de las fuerzas ejercidas en A por los dos cables.

2.94  Si se sabe que las tensiones en los cables AB y AC son de 510 Ib
y de 425 b respectivamente, determine la magnitud y la direccién de la re-
sultante de las fuerzas ejercidas en A por los dos cables.

2.95 Para el marco del problema 2.87, determine la magnitud y la di-
reccion de la resultante de las fuerzas ejercidas por el cable en B si la ten-
sién en el cable es de 385 N.

2.96 Si se sabe que, para los cables del problema 2.89, la tensién en
el cable AB es de 1425 N y la tension en el cable AC es de 2 130 N, deter-
mine la magnitud y direccién de la resultante de las fuerzas ejercidas en A
Figura P2.93y P2.94 por los dos cables.
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2.97 El extremo del cable coaxial AE se une al poste AB, el cual estd
sostenido por los tirantes de alambre AC y AD. Si se sabe que la tensién en
el alambre AC es de 150 Ib y que la resultante de las fuerzas ejercidas en A
por los alambres AC y AD debe estar contenida en el plano xy, determine
a) la tension en AD, b) la magnitud y la direccién de la resultante de las dos
fuerzas.

2.98 El extremo del cable coaxial AE se une al poste AB, el cual estd
sostenido por los tirantes de alambre AC y AD. Si se sabe que la tensién en
el alambre AD es de 125 Ib y que la resultante de las fuerzas ejercidas en A
por los alambres AC y AD debe estar contenida en el plano xy, determine
a) la tensién en AC, b) la magnitud y la direccién de la resultante de las dos
fuerzas.

48°

Figura P2.97 y P2.98

2.15. EQUILIBRIO DE UNA PARTICULA EN EL ESPACIO

De acuerdo con la definicién dada en la seccién 2.9, una particula A
estd en equilibrio si la resultante de todas las fuerzas que actian sobre
A es cero. Las componentes R,, R, y R de la resultante estdn dadas
por las relaciones (2.31); al expresar que las componentes de la resul-
tante son cero, se escribe

SF,=0 3F,=0 SF, =0 (2.34)

Las ecuaciones (2.34) representan las condiciones necesarias y sufi-
cientes para lograr el equilibrio de una particula en el espacio. Estas
ecuaciones pueden usarse para resolver problemas que tratan con el
equilibrio de una particula y en los que intervienen no més de tres in-
cognitas.

Para resolver tales problemas, se traza un diagrama de cuerpo li-
bre donde se muestre a la particula en equilibrio y todas las fuerzas
que actdan sobre ella. Deben escribirse las ecuaciones de equilibrio
(2.34) y despejar las tres incégnitas. En los tipos de problemas més co-
munes, esas incégnitas representan 1) las tres componentes de una sola
fuerza o 2) la magnitud de tres fuerzas, cada una con direccién cono-
cida.

2.15. Equilibrio de una particula en el espacio 57

Fotografia 2.2 Como la tensién presente en los
cuatro cables que sostienen al automovil de
carga no se puede encontrar mediante las tres
ecuaciones (2.34), es posible obtener una
relacion entre las tensiones considerando el
equilibrio del gancho.
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PROBLEMA RESUELTO 2.9

Un cilindro de 200 kg se sostiene por medio de dos cables AB y AC que se
amarran en la parte mds alta de una pared vertical. Una fuerza horizontal P
perpendicular a la pared lo sostiene en la posicién mostrada. Determine la
magnitud de Py la tensién en cada cable.

SOLUCION

Diagrama de cuerpo libre. Se escoge el punto A como cuerpo li-
bre, este punto estd sujeto a cuatro fuerzas, tres de las cuales son de magni-
tud desconocida.

Con la introduccién de los vectores unitarios i, j y k, se descompone
cada fuerza en sus componentes rectangulares.

P=ri

1
W = —mgj = —(200 kg)(9.81 m/s?)j = —(1 962 N)j )

En el caso de Tap y Tac, es necesario determinar primero las componentes

y las magnitudes de los vectores AB y AC. Representando con A,p el vector
unitario a lo largo de AB, se escribe

AB = —(12m)i+ (10 m)j+ (Smk  AB=12.862m
AB

Mg = ——o—

AP 12.862m

TAB = TABAAB = _OOQSSOTABi + O7775TABj + 06220TABk (2)

= —0.09330i + 0.7775j + 0.6220k

Al representar con Asc el vector unitario a lo largo de AC, se escribe en
forma semejante

—

AC = —(1.2m)i + (10 m)j — (10 m)k AC = 14.193 m
Aac = S —0.08455i + 0.7046j — 0.7046k
14.193 m

TAC = TACAAC = _008455TAci + 07046TA(*j - 07046TACk (3)

Condicion de equilibrio.  Puesto que A estd en equilibrio se debe tener
EFZO' TAB+TAC+P+W:O
o con la sustitucién de (1), (2) y (3) para las fuerzas y factorizando i, j y k,

(—0.09330T x5 — 0.08455T s + P)i
+ (0.7775T s + 0.7046T ¢ — 1 962 N)j
+ (0.6220T s — 0.7046T 1)k = 0

Al hacer los coeficientes de i, j y k iguales a cero, se escriben las tres ecua-
ciones escalares que expresan que la suma de las componentes x, y y z de las
fuerzas son, respectivamente, iguales a cero.

SF, = 0: —0.09330T 5 — 0.08455Txc: + P = 0
SF, = 0: +0.7775T 45 + 0.7046Tc — 1962 N = 0
SF. = 0: +0.6220T 45 — 0.7046T ¢ = 0

Con la solucién de estas ecuaciones se obtiene

=235N Tap=1402N T,c=1238N <«
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RESOLUCION DE PROBLEMAS

EN FORMA INDEPENDIENTE

Anteriormente se vio que cuando una particula estd en equilibrio, la resultante de las fuerzas
que actdan sobre la misma debe ser igual a cero. En el caso del equilibrio de una particula
en el espacio tridimensional, expresar este hecho proporcionard tres relaciones entre las
fuerzas que actian sobre la particula. Estas relaciones se pueden utilizar para determinar
tres incognitas, que usualmente son las magnitudes de tres fuerzas.

La solucién constard de los siguientes pasos:

1. Dibujar un diagrama de cuerpo libre de la particula. Este diagrama muestra la
particula y a todas las fuerzas que actdan sobre la misma. En el diagrama se deben indicar
tanto las magnitudes de las fuerzas conocidas, como cualquier dngulo o dimensién que de-
fina la direccién de una fuerza. Cualquier magnitud o dngulo desconocido debe ser deno-
tado por un simbolo apropiado. En el diagrama de cuerpo libre no se debe incluir infor-
macién adicional.

2. Descomponer cada una de las fuerzas en sus componentes rectangulares. Con el
método utilizado en la seccién anterior, para cada fuerza F se determina el vector unitario
\, que define la direccién de dicha fuerza y F se expresa como el producto de su magnitud
F'y el vector unitario N. Asf se obtiene una expresién con la siguiente forma

F

F=F\= p

(dd + dyj + d-k)

donde d, d., d,, y d. son dimensiones obtenidas a partir del diagrama de cuerpo libre de la
particula. También mostramos la direccién de F, que puede definirse en términos de los dn-
gulos 6, y ¢. Si se conoce tanto la magnitud como la direccién de una fuerza, entonces F
es conocida y la expresion obtenida para F estd totalmente definida; de otra forma, F es una
de las tres incognitas a determinar.

3. Hacer igual a cero a la resultante o suma de las fuerzas que actiian sobre la
particula. Se obtendrd una ecuacién vectorial que consta de términos que contienen los
vectores unitarios i, j o k. Los términos que contienen el mismo vector unitario se agru-
pardn y dicho vector se factorizard. Para que la ecuacion vectorial sea correcta, se deben
igualar a cero los coeficientes de cada uno de los vectores unitarios. Lo anterior generard
tres ecuaciones escalares que pueden resolverse para no mds de tres incégnitas [Problema
resuelto 2.9].
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Problemas

2.99 Se usan tres cables para amarrar el globo que se muestra en la
figura. Determine la fuerza vertical P que ejerce el globo en A, si se sabe
que la tensién en el cable AB es de 259 N.

2.100 Se usan tres cables para amarrar el globo que se muestra en la
figura. Determine la fuerza vertical P que ejerce el globo en A, si se sabe
que la tensién en el cable AC es de 444 N.

2.101  Se usan tres cables para amarrar el globo que se muestra en la
figura. Determine la fuerza vertical P que ejerce el globo en A, si se sabe
que la tensién en el cable AD es de 481 N.

2.102 Se usan tres cables para amarrar el globo que se muestra en la
figura. Si se sabe que el globo ejerce una fuerza vertical de 800 N en A, de-
termine la tensién en cada cable.

2.103 Tres cables sostienen una caja como se muestra en la figura.
Determine el peso de la caja, si se sabe que la tensién en el cable AB es de

750 1b.

2.104 Tres cables sostienen una caja como se muestra en la figura.
Determine el peso de la caja, si se sabe que la tensién en el cable AD es de
616 1b.

2.40 m

z X

Figura P2.99, P2.100, P2.101 y P2.102

Figura P2.103, P2.104, P2.105 y P2.106

2.105 Tres cables sostienen una caja como se muestra en la figura.
Determine el peso de la caja, si se sabe que la tensién en el cable AC es de

544 1b.

2.106 Tres cables sostienen una caja de 1 600 1b como se muestra en
la figura. Determine la tensién en cada cable.
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2.107 Tres cables estin conectados en A, donde se aplican las fuerzas
Py Q, como se muestra en la figura. Si se sabe que Q = 0, encuentre el valor
de P para el cual la tensién en el cable AD es de 305 N.

2.108 Tres cables estin conectados en A, donde se aplican las fuerzas
Py Q, como se muestra en la figura. Si se sabe que P = 1 200 N, encuentre
los valores de Q para los cuales el cable AD estd tenso.

2.109 Una torre de transmisién se sostiene por medio de tres alam-
bres que estin unidos a una articulacién en A y se anclan mediante pernos
en B, CyD. Sila tensién en el alambre AB es de 630 lb, determine la fuerza
vertical P ejercida por la torre sobre la articulacién en A.

Figura P2.109 y P2.110

2.110 Una torre de transmisién se sostiene por medio de tres alam-
bres que estin unidos a una articulacién en A y se anclan mediante pernos
en B, CyD. Sila tension en el alambre AC es de 920 Ib, determine la fuerza
vertical P ejercida por la torre sobre la articulacién en A.

2.111  Una placa rectangular estd sostenida por tres cables como se
muestra en la figura. Si se sabe que la tensién en el cable AC es de 60 N,
determine el peso de la placa.

Dimensiones en mm

Figura P2.111 y P2.112

2.112 Tres cables sostienen una placa rectangular, como se muestra
en la figura. Si se sabe que la tensién en el cable AD es de 520 N, determine
el peso de la placa.

320 mm

380 my

>

S

Problemas

220 mm

960 mm

960 mm

Figura P2.107 y P2.108
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62 Estatica de particulas

Figura P2.114

Figura P2.119

2.113 Parala torre de transmisién de los problemas 2.109 y 2.110, de-
termine la tensién en cada alambre si se sabe que la torre ejerce una fuerza
vertical ascendente de 2 100 Ib sobre la articulacién en A.

2.114  Una placa circular horizontal que pesa 60 Ib estd suspendida de
tres alambres que forman dngulos de 30° respecto de la vertical y se en-
cuentran unidos a un soporte en D. Determine la tensién en cada alambre.

2.115 Para la placa rectangular de los problemas 2.111 y 2.112, deter-
mine la tensién en cada uno de los tres cables si se sabe que el peso de la
placa es de 792 N.

2.116 Para el sistema de cables de los problemas 2.107 y 2.108, de-
termine la tension en cada cable si se sabe que P = 2880 Ny Q = 0.

2.117 Para el sistema de cables de los problemas 2.107 y 2.108, de-
termine la tensién en cada cable si se sabe que P = 2 880 Ny Q = 576 N.

2.118 Para el sistema de cables de los problemas 2.107 y 2.108, de-
termine la tensién en cada cable si se sabe que P =2 880 Ny Q = =576 N
(Q tiene una direccién descendente).

2.119 Dos trabajadores descargan de un camién un contrapeso de 200
Ib de hierro fundido usando dos cuerdas y una rampa con rodillos. Si se sabe
que en el instante mostrado el contrapeso estd inmévil, determine la tensién
en cada cuerda si las coordenadas de posicién de los puntos son A(0, —20
in., 40 in.), B(—40 in., 50 in., 0) y C(45 in., 40 in., 0), respectivamente.
Suponga que no hay friccién entre la rampa y el contrapeso. (Sugerencia:
Puesto que no hay friccién, la fuerza ejercida por la rampa sobre el con-
trapeso debe ser perpendicular a éste.)

2.120 Retome el problema 2.119, ahora suponga que un tercer traba-
jador ejerce una fuerza P = —(40 Ib)i sobre el contrapeso.

2.121  Un contenedor de peso W estd suspendido del aro A. El cable
BAC pasa a través del aro y se une a los soportes fijos en By C. Dos fuerzas
P = Piy Q = Qk se aplican en el aro para mantener al recipiente en la posi-
ciéon mostrada. Determine P y Q,si W =376 N. (Sugerencia: La tension es
la misma en ambos tramos del cable BAC.)

150 mm

Figura P2.121
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2.122 Para el sistema de problema 2.121, determine W'y Q si se sabe
que P = 164 N.

2.123  Un contenedor de peso W estd suspendido del aro A, al cual se
unen los cables AC y AE. Una fuerza P se aplica al extremo F de un tercer
cable que pasa sobre una polea en B y a través del anillo A y que estd unido
al soporte en D. Si se sabe que W = 1 000 N, determine la magnitud de P.
(Sugerencia: La tensién es la misma en todos los tramos del cable FBAD.)

y
0.86 m/>\ 0.40 m
/
N
1.20m>& 4 T
@ B E
1.30 m
]
~
N 040m *
1.60 m

Figura P2.123

2.124  Sila tension en el cable AC del sistema descrito en el problema
2.123 es de 150 N, determine @) la magnitud de la fuerza P, b) el peso W
del contenedor.

2.125 Los collarines A y B estdn unidos por medio de un alambre de
25 in. de largo y pueden deslizarse libremente sin friccién sobre las varillas.
Si una fuerza Q de 60 Ib se aplica al collarin B como se muestra en la figura,
determine a) la tensién en el alambre cuando x = 9 in. y b) la magnitud cor-
respondiente de la fuerza P requerida para mantener el equilibrio del sis-
tema.

e

X Figura P2.125 y P2.126

2.126 Los collarines A y B estdn unidos por medio de un alambre de
25 in. de largo y pueden deslizarse libremente sin friccién sobre las varillas.
Determine las distancias x y z para las cuales se mantiene el equilibrio del
sistema cuando P = 120 by Q = 60 Ib.
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Resultante de dos fuerzas

Figura 2.35

Componentes de una fuerza

Figura 2.36 ™~

Componentes rectangulares.
Vectores unitarios

Figura 2.37

Resultantes de varias fuerzas
coplanares

REPASO Y RESUMEN

DEL CAPITULO 2

En este capitulo se estudi6 el efecto de fuerzas sobre particulas,
es decir, sobre cuerpos de forma y tamatio tales que todas las fuer-
zas que actian sobre ellos se puede suponer que se aplican en el
mismo punto.

Las fuerzas son cantidades vectoriales que se caracterizan por un
punto de aplicacion, una magnitud y una direccion, y se suman de
acuerdo con laley del paralelogramo (figura 2.35). La magnitud y di-
reccién de la resultante R de dos fuerzas Py Q se pueden determi-
nar ya sea graficamente o por trigonometria, utilizando sucesivamen-
te la ley de los cosenos y la ley de los senos (problema resuelto 2.1).

Cualquier fuerza dada que actide sobre una particula puede des-
componerse en dos o més componentes, es decir, se puede reempla-
zar por dos o més fuerzas que tengan el mismo efecto sobre la par-
ticula. Se puede descomponer una fuerza F en dos componentes P
y Q al dibujar un paralelogramo que tenga a F por su diagonal; en-
tonces, las componentes P y Q son representadas por los dos lados
adyacentes del paralelogramo (figura 2.36) y se pueden determinar
ya sea en graficas o por trigonometria (seccion 2.6).

Se dice que una fuerza F se ha dividido en dos componentes
rectangulares si sus componentes F, y F, son perpendiculares en-
tre si y se dirigen a lo largo de los ejes coordenados (figura 2.37).
Al introducir los vectores unitarios iy j a lo largo de los ejes x y y,
respectivamente, se escribe (seccién 2.7)

F,=Fi F,=Fj (2.6)

y
F = Fd + F,j (2.7)

donde F, y F, son las componentes escalares de F. Estas compo-

nentes, que pueden ser positivas o negativas, se definen por las rela-
ciones

F.=F cos 0 F,=TF sen 6 (2.8)

Cuando se dan las componentes rectangulares F, y F,, de una
fuerza F, el dngulo 6 que define la direccién de la fuerza se pue-
de obtener al escribir

Ey

tan 6 = F.

(2.9)

La magnitud F de la fuerza se puede obtener al resolver una de
las ecuaciones (2.8) o al aplicar el teorema de Pitdgoras y escribir

F=VF;+F, (2.10)

Cuando tres o mds fuerzas coplanares actian sobre una parti-
cula, las componentes rectangulares de su resultante R se pueden
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obtener al sumar en forma algebraica las componentes correspon-
dientes de las fuerzas dadas (seccion 2.8). Se tiene

R,=3F, R,=3F, (2.13)

La magnitud y direccién de R se pueden determinar entonces por
relaciones similares a las ecuaciones (2.9) y (2.10) (problema re-
suelto 2.3).

Una fuerza F en un espacio tridimensional se puede descom-
poner en componentes rectangulares F,, F, y F_ (seccién 2.12). Al
simbolizar por medio de 0., 6, y 6., respectivamente, los dngulos
que F forma con los ejes x, y y z (figura 2.38), se tiene

F,. =F cos 0, F,=TFcos 0, F.=Fcosf., (219

Repaso y resumen del capitulo 2

Fuerzas en el espacio

z

Figura 2.38 a) b)

Los cosenos de 6, 6, y 6. se conocen como los cosenos directores
(direccionales) de la fuerza F. Con la introduccion de los vectores
unitarios i, j y k a lo largo de los ejes coordenados, se escribe

F =Fi+ F,j+ Fk (2.20)

F = F(cos 6,i + cos 0,j + cos 0_k) (2.21)

lo que demuestra (figura 2.39) que F es el producto de su magni-
tud F y del vector unitario

A = cos 0,i + cos 0,j + cos 0.k
Puesto que la magnitud de N es igual a la unidad, se tiene que
cos® 6, + cos> 0, + cos> 6. =1 (2.24)

Cuando las componentes rectangulares Fy, F,, y F. de una fuerza
F se proporcionan, la magnitud F de la fuerza se encuentra al escribir

F=VF+F, +F: (2.18)

y los cosenos directores de F se obtienen a partir de las ecuaciones
(2.19). Se tiene

z

_ Fx _ Y = =&
cos 0, = F cos 0, = 7 cos 0., = F (2.25)

Cuando una fuerza F se define en un espacio tridimensional
por medio de su magnitud F y de dos puntos M y N sobre su linea

Yy

65

Cosenos directores

cos 0!/_|

W

A (magnitud =1)

cos 0.k —

F.k

7&&'

-

cos 6,i

s

/

Figura 2.39
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66 Estatica de particulas

N(«‘Cg, Y, Zz)

M(xy, y1. 1) d,=xy—x;

>

Figura 2.40

Resultante de fuerzas en el espacio

Equilibrio de una particula

Diagrama de cuerpo libre

Equilibrio en el espacio

de accién (seccién 2.13), sus componentes rectangulares se pue-
den obtener de la siguiente manera: primero se expresa el vector
MN que une los puntos M y N en términos de sus componentes
d,, d, y d. (figura 2.40); se escribe

MN =di+d,j+dk (2.26)

Despues se determina el vector unitario X a lo largo de la linea de
accion de F al dividir MN entre su magnitud MN = d:

MN (
MN d

Recordando que F es igual al producto de F y N, se tiene

A= d.i + d,j + d k) (2.27)

F=Frn=L(di+ dyj + dk) (2.28)

d
de lo cual se desprende (problemas resueltos 2.7 y 2.8) que las
componentes escalares de F son, respectivamente,
Fd Fd Fd.
- F y = . F z = =
d : d d

Cuando dos 0 mds fuerzas actiian sobre una particula en el es-
pacio tridimensional, las componentes rectangulares de su resul-
tante R se pueden obtener al sumar en forma algebraica las com-
ponentes correspondientes de las fuerzas (seccién 2.14). Se tiene

R,=SF, R,=3F, R.=3F.  (231)
La magnitud y direccién de R se pueden determinar entonces a

partir de relaciones similares a las ecuaciones (2.18) y (2.25) (véase
problema resuelto 2.8).

15, = (2.29)

Se dice que una particula estd en equilibrio cuando la resultan-
te de todas las fuerzas que acttian sobre ella es cero (seccién 2.9). La
particula entonces permanecerd en reposo (si originalmente se en-
cuentra en reposo) o se moverd con velocidad constante en una linea
recta (si se encontraba originalmente en movimiento) (seccién 2.10).

Para resolver un problema que se refiera a una particula en equi-
librio, primero se deberd dibujar un diagrama de cuerpo libre de la
particula que muestre todas las fuerzas que actian sobre ella (sec-
cién 2.11). Si sélo actiian tres fuerzas coplanares sobre la particula,
se puede dibujar un tridngulo de fuerzas para expresar que la par-
ticula se encuentra en equilibrio. Este tridangulo se puede resolver
graficamente o por trigonometria para no més de dos incognitas
(véase problema resuelto 2.4). Si se incluyen mds de tres fuerzas co-
planares, se deberan utilizar y resolver las ecuaciones de equilibrio

SF,=0 3F,=0 (2.15)
Estas ecuaciones pueden ser usadas para no mas de dos inc6gni-
tas (problema resuelto 2.6).

Cuando una particula estd en equilibrio en el espacio tridimen-
sional (seccién 2.15), deberédn usarse y resolverse las tres ecuacio-
nes de equilibrio

2F. =0 EFy =0 2F. =0 (2.34)

Estas ecuaciones se pueden resolver para no mas de tres inc6gni-
tas (véase problema resuelto 2.9).
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Problemas de repaso

2.127 La direccién de las fuerzas de 75 Ib puede variar, pero el dn-
gulo entre las fuerzas siempre es de 50°. Determine el valor de o para el
cual la resultante de las fuerzas que actian en A tiene una direccién hori-
zontal hacia la izquierda.

2.128 Se pretende sacar una estaca del suelo por medio de dos cuer-
das, como se muestra en la figura. Si se conoce la magnitud y la direccién
de la fuerza ejercida sobre una cuerda, determine la magnitud y direc-
ci6n de la fuerza P que debe ejercerse en la otra cuerda si la resultante de
las dos fuerzas debe ser una fuerza vertical de 40 lb.

301b

Figura P2.128

2.129 El elemento BD ejerce sobre el elemento ABC una fuerza P di-
rigida a lo largo de la linea BD. Si se sabe que P debe tener una componente
vertical de 240 1b, determine @) la magnitud de la fuerza P y b) su compo-
nente horizontal.

2.130 Dos cables se amarran en C y se cargan como se muestra en la
figura. Determine la tensién @) en el cable AC y b) en el cable BC.

A B
85 ft T Tc 9 ft
5 ft

} V3961

e or 750

Figura P2.130

2.131 Dos cables se amarran en C y se cargan como se muestra en la
figura. Si se sabe que P = 360 N, determine la tension a) en el cable AC,
b) en el cable BC.

2.132 Dos cables se amarran en C y se cargan como se muestra en la
figura. Determine el rango de valores de P para los cuales ambos cables per-
maneceran tensos.

Figura P2.127

©

¢
)1 \40°
@ (O 9
A B c
Figura P2.129
i 600 mm i
A B
250 mm
1 P
C 4
\
Q=480 N

Figura P2.131y P2.132
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68 Estatica de particuéas

56 ft

Figura P2.134

T T NS

=T

2.133 Una fuerza actia en el origen de un sistema coordenado en la
direccién definida por los dngulos 6, = 69.3° y 6, = 57.9°. Si se sabe que la
componente y de la fuerza es de —174 1b, determine a) el dngulo 6,, b) las
componentes restantes y la magnitud de la fuerza.

2.134 El cable AB tiene 65 ft de largo y una tensién de 3 900 Ib. De-
termine @) las componentes x, y y z de la fuerza ejercida por el cable sobre
el ancla B, b) los dngulos 6,, 6, y 6. que definen la direccién de esa fuerza.

2.135 A fin de mover un camién volcado, se atan dos cables en A y se
jalan mediante las grias B y C como se muestra en la figura. Si se sabe que
la tension en el cable AB es de 10 kN y en el cable AC es de 7.5 kN, deter-
mine la magnitud y direccién de la resultante de las fuerzas ejercidas en A
por los dos cables.

Figura P2.135

2.136  Un contenedor de peso W = 1 165 N se sostiene por medio de
tres cables como se muestra en la figura. Determine la tensién en cada ca-

ble.

450 mm

Figura P2.136
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2.137 Los collarines A y B se conectan por medio de un alambre de Problemas de repaso 9
525 mm de largo y pueden deslizarse libremente sin friccién sobre las vari-
llas. Si una fuerza P = (341 N)j se aplica al collarin A, determine a) la ten-
si6n en el alambre cuando y = 155 mm y b) la magnitud de la fuerza Q re-
querida para mantener el equilibrio del sistema.

2

Figura P2.137

2.138 Retome el problema 2.137, ahora suponga que y = 275 mm.
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Figura P2.C2

Figura P2.C3

Problemas de computadora

2.C1 Con el empleo de software, determine la magnitud y la direc-
cién de la resultante de n fuerzas coplanares aplicadas en el punto A. Util-
ice este software para resolver los problemas 2.32, 2.33, 2.35 y 2.38.

Figura P2.C1

2.C2 Una carga P estd sostenida por dos cables como se muestra en
la figura. Determine, empleando software, la tensién en cada cable para
cualquiera de los valores de Py 0 que se encuentran desde 6, =  — 90°
hasta 6, = 90° — ¢, con incrementos dados AB. Con el software determine
para los siguientes tres conjuntos de nimeros @) la tensién en cada cable para
valores de 6 que van de 6; a 6, b) el valor de 6 para el cual la tensién en
los dos cables es la minima posible, ¢) el valor correspondiente de la tension.

(1) a =35° B =75 P=4001b, AO=5°
(2) a=50° B =30°%P=0600Ib, AO=5°
(3) a =40° B =060° P=25001b, AO = 5°

2.C3  Un acrébata camina sobre una cuerda tensa de longitud L = 20.1
m que estd unida a los soportes A y B, separados por una distancia de 20 m.
El peso combinado del acrébata y su garrocha de balance es de 800 N y la
friccién entre sus zapatos y la cuerda es lo suficientemente grande para pre-
venir el deslizamiento. Si se desprecia el peso y cualquier tipo de deforma-
cién eldstica de la cuerda, use un software para calcular la deflexién y y la
tensién en las porciones AC y BC de la cuerda para los valores de x com-
prendidos entre 0.5 m y 10.0 m con incrementos de 0.5 m. De los resulta-
dos obtenidos, determine «) la deflexién méxima de la cuerda, b) la tension
méxima en la cuerda, ¢) los valores minimos de la tensién en las porciones
AC y BC de la cuerda.

A G B

vl M

X ————

20.0 m
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2.C4  Utilice software para determinar la magnitud y la direccién de la
resultante de n fuerzas F;, donde i = 1, 2, ..., n, que se aplican en el punto
Ap con coordenadas xo, o ¥ Zo, si se sabe que la linea de accién de F; pasa
a través del punto A; con coordenadas x;, y; y z;. Use este software para re-
solver los problemas 2.93, 2.94, 2.95 y 2.135.

Aylxy, gy, 71)

A,y )

Figura P2.C4

2.C5 Tres cables se unen en los puntos Ay, As y As, respectivamente,
y estdn conectados en el punto Ay, al cual se le aplica una carga P como se
muestra en la figura. Utilice software para determinar la tensién en cada uno
de los cables. Use este software para resolver los problemas 2.102, 2.106,
2107 y 2.115.

Ajlxs, ys, z3)
Aylxy,yp,21)

l.)
\AI’<xl’> Yps zp)

z

Figura P2.C5
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Sistemas equivalentes de fuerzas
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Otras reducciones de un sistema
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Reduccion de un sistema de
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o torsor

3.1. INTRODUCCION

En el capitulo anterior se supuso que cada uno de los cuerpos conside-
rados podia ser tratado como si fuera una sola particula. Sin embargo,
esto no siempre es posible y, en general, un cuerpo debe tratarse como
la combinacion de varias particulas. Tendrd que tomarse en considera-
cién el tamaiio del cuerpo y también el hecho de que las fuerzas actian
sobre distintas particulas y, por tanto, tienen distintos puntos de aplica-
cion.

Al definir que un cuerpo rigido es aquel que no se deforma, se supo-
ne que la mayoria de los cuerpos considerados en la mecénica elemental
son rigidos. Sin embargo, las estructuras y maquinas reales nunca son ab-
solutamente rigidas y se deforman bajo la accion de las cargas que actian
sobre ellas. A pesar de ello, por lo general esas deformaciones son peque-
fias y no afectan las condiciones de equilibrio o de movimiento de la es-
tructura en consideracién. No obstante, tales deformaciones son impor-
tantes en lo concerniente a la resistencia a la falla de las estructuras y es-
tin consideradas en el estudio de la mecdnica de materiales.

En este capitulo se estudiard el efecto de las fuerzas ejercidas sobre
un cuerpo rigido y se aprenderd c6mo reemplazar un sistema de fuerzas
dado por un sistema equivalente mds simple. Este andlisis estard basa-
do en la suposicién fundamental de que el efecto de una fuerza dada so-
bre un cuerpo rigido permanece inalterado si dicha fuerza se mueve a
lo largo de su linea de accién (principio de transmisibilidad). Por tanto,
las fuerzas que acttian sobre un cuerpo rigido pueden representarse por
vectores deslizantes, como se mencion6 en la seccion 2.3.

Dos conceptos fundamentales asociados con el efecto de una fuer-
za sobre un cuerpo rigido son el momento de una fuerza con respecto a
un punto (seccién 3.6) y el momento de una fuerza con respecto a un eje
(seccién 3.11). Como la determinacién de estas cantidades involucra el
célculo de productos escalares y vectoriales de dos vectores, en este ca-
pitulo se presentardn los aspectos fundamentales del dlgebra vectorial
aplicados a la solucién de problemas que involucran fuerzas que actian
sobre cuerpos rigidos.

Otro concepto que se presentard en este capitulo es el de un par,
esto es, la combinacion de dos fuerzas que tienen la misma magnitud,
lineas de accién paralelas y sentidos opuestos (seccion 3.12). Como se
verd, cualquier sistema de fuerzas que actia sobre un cuerpo rigido
puede ser reemplazado por un sistema equivalente que consta de una
fuerza, que actida en cierto punto, y un par. Este sistema bdsico recibe
el nombre de sistema fuerza-par. En el caso de fuerzas concurrentes,
coplanares o paralelas, el sistema equivalente fuerza-par se puede re-
ducir a una sola fuerza, denominada la resultante del sistema, o a un so-
lo par, llamado el par resultante del sistema.

3.2. FUERZAS EXTERNAS E INTERNAS

Las fuerzas que actian sobre los cuerpos rigidos se pueden dividir en
dos grupos: 1) fuerzas externas y 2) fuerzas internas.

1. Las fuerzas externas representan la accién que ejercen otros
cuerpos sobre el cuerpo rigido en consideracién. Ellas son las
responsables del comportamiento externo del cuerpo rigido.
Las fuerzas externas causan que el cuerpo se mueva o aseguran
que éste permanezca en reposo. En el presente capitulo y en
los capitulos 4 y 5 se considerardn sélo las fuerzas externas.
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2. Las fuerzas internas son aquellas que mantienen unidas las par-
ticulas que conforman al cuerpo rigido. Si éste esta constituido
en su estructura por varias partes, las fuerzas que mantienen
unidas a dichas partes también se definen como fuerzas inter-
nas. Este grupo de fuerzas se estudiard en los capitulos 6 y 7.

Como ejemplo de fuerzas externas, considérense las fuerzas que ac-
tian sobre un camién descompuesto que es arrastrado hacia delante por
varios hombres mediante cuerdas unidas a la defensa delantera (figura
3.1). Las fuerzas externas que actdan sobre el camién se muestran en un
diagrama de cuerpo libre (figura 3.2). En primer lugar, se debe conside-
rar el peso del camién. A pesar de que el peso representa el efecto de la
atraccién de la Tierra sobre cada una de las particulas que constituyen
al camion, éste se puede representar por medio de una sola fuerza W.
El punto de aplicacion de esta fuerza, esto es, el punto en el que actia
la fuerza, se define como el centro de gravedad del camién. En el capi-
tulo 5 se verd como se pueden determinar los centros de gravedad. El
peso W hace que el camién se mueva hacia abajo. De hecho, si no fue-
ra por la presencia del piso, el peso podria ocasionar que el camion se
moviera hacia abajo, esto es, que cayera. El piso se opone a la caida del
camién por medio de las reacciones R; y Rs. Estas fuerzas se ejecen por
el piso sobre el camién y, por tanto, deben ser incluidas entre las fuer-
zas externas que acttian sobre el camién.

Los hombres ejercen la fuerza F al tirar de la cuerda. El punto de
aplicacion de F estd en la defensa delantera. La fuerza F tiende a hacer
que el cami6n se mueva hacia delante en linea recta y, en realidad, logra
moverlo puesto que no existe una fuerza externa que se oponga a dicho
movimiento. (Para simplificar, en este caso se ha despreciado la resisten-
cia a la rodadura.) Este movimiento del camién hacia delante, donde ca-
da linea recta mantiene su orientacién original (el piso del camién per-
manece horizontal y sus lados se mantienen verticales), se conoce como
traslacion. Otras fuerzas podrian ocasionar que el camién se moviera en
forma diferente. Por ejemplo, la fuerza ejercida por un gato colocado de-
bajo del eje delantero podria ocasionar que el camién rotara alrededor
de su eje trasero. Este movimiento es una rotacién. Por tanto, se puede
concluir que cada una de las fuerzas externas que actian sobre un cuer-
po rigido puede ocasionar un movimiento de traslacién, rotacién o am-
bos, siempre y cuando dichas fuerzas no encuentren alguna oposicion.

3.3. PRINCIPIO DE TRANSMISIBILIDAD. FUERZAS
EQUIVALENTES

El principio de transmisibilidad establece que las condiciones de equi-
librio o de movimiento de un cuerpo rigido permaneceréan inalteradas si
una fuerza F que actiia en un punto dado de ese cuerpo se reemplaza
por una fuerza F' que tiene la misma magnitud y direccién, pero que ac-
tda en un punto distinto, siempre y cuando las dos fuerzas tengan la mis-
ma linea de accion (figura 3.3). Las dos fuerzas, F y F’, tienen el mismo
efecto sobre el cuerpo rigido y se dice que son equivalentes. Este prin-
cipio establece que la accién de una fuerza puede ser transmitida a lo
largo de su linea de accién, lo cual estd basado en la evidencia experi-
mental; no puede ser derivado a partir de las propiedades establecidas
hasta ahora en este libro y, por tanto, debe ser aceptado como una ley
experimental. Sin embargo, como se verd en la seccién 16.5, el princi-
pio de transmisibilidad puede ser derivado a partir del estudio de la di-
namica de los cuerpos rigidos, pero dicho estudio requiere la introduc-

3.3. Principio de transmisibilidad.

Fuerzas equivalentes

75

Figura 3.2

/
/
/
/
/

Figura 3.3
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76 Cuerpos rigidos: sistemas equivalentes

de fuerza

Figura 3.4

Figura 3.5

cién de la segunda y tercera leyes de Newton y también algunos otros
conceptos. Por consiguiente, el estudio de la estdtica de los cuerpos ri-
gidos estard basado en los tres principios que se han presentado hasta
ahora, que son la ley del paralelogramo para la adicién de vectores, la
primera ley de Newton y el principio de transmisibilidad.

En el capitulo 2 se mencion6 que las fuerzas que actiian en una par-
ticula pueden ser representadas por vectores, los cuales tienen un pun-
to de aplicacion bien definido, la particula mismay, por consiguiente, se-
rén vectores fijos o adheridos. Sin embargo, en el caso de fuerzas que
actan sobre un cuerpo rigido el punto de aplicacién de una fuerza no
es importante, siempre y cuando su linea de accién permanezca inalte-
rada. Por tanto, las fuerzas que actiian sobre un cuerpo rigido deben ser
representadas por una clase de vector diferente, el vector deslizante,
puesto que permite que las fuerzas se deslicen a lo largo de su linea de
accion. Es importante sefialar que todas las propiedades que serdn de-
rivadas en las siguientes secciones para las fuerzas que actdan sobre un
cuerpo rigido serdn, en general, vilidas para cualquier sistema de vec-
tores deslizantes. Sin embargo, para mantener la presentacion mds in-
tuitiva, ésta se llevard a cabo en términos de fuerzas fisicas en lugar de
las entidades matematicas conocidas como vectores deslizantes.

En el ejemplo del camion, en primer lugar se observa que la linea
de accion de la fuerza F es una linea horizontal que pasa a través de
las defensas delantera y trasera del camién (figura 3.4). Por tanto, em-
pleando el principio de transmisibilidad se puede reemplazar F por una
fuerza equivalente F'que actia sobre la defensa trasera. En otras pa-
labras, las condiciones de movimiento y todas las demds fuerzas exter-
nas que actdan sobre el camion (W, R; y Ry) permanecen inalteradas
si los hombres empujan la defensa trasera en lugar de tirar de la de-
fensa delantera.

El principio de transmisibilidad y el concepto de fuerzas equivalentes
tienen limitaciones. Por ejemplo, considere una barra corta AB sobre la
cual actian dos fuerzas axiales iguales y opuestas Py y Py como se muestra
en la figura 3.5a. De acuerdo con el principio de transmisibilidad, la fuerza
P, se puede reemplazar por una fuerza P3 que tiene la misma magnitud,
misma direccién y misma linea de accién pero que acttia en A en lugar de
en B (figura 3.5b). Las fuerzas P, y P; que actian sobre la misma particula
pueden sumarse de acuerdo a las reglas del capitulo 2 y, como dichas

A B A B A B

- = i) =
a) b) c)

A B A B A B

= @B -
d) e) D

www.geocienciasvirtual.blogspot.com.co



fuerzas son iguales y opuestas, su suma es igual a cero. Por tanto, en
términos del comportamiento externo de la barra el sistema de fuerzas
original mostrado en la figura 3.5a es equivalente a que no existiera fuerza
alguna que actide sobre la barra (figura 3.5¢).

Considere ahora las dos fuerzas iguales y opuestas P, y P5 que ac-
tian sobre la barra AB, como se muestra en la figura 3.5d. La fuerza P,
puede ser reemplazada por una fuerza Pj que tiene la misma magnitud,
misma direccién y misma linea de accién pero que actiia en B en lugar
de en A (figura 3.5¢). Entonces, las fuerzas Py y P5 pueden sumarse vy,
nuevamente, su suma es igual a cero (figura 3.5f). De esta manera, des-
de el punto de vista de la mecénica de los cuerpos rigidos, los sistemas
mostrados en la figura 3.5a y d son equivalentes. Sin embargo, resulta
obvio que las fuerzas internas y las deformaciones producidas por los dos
sistemas son diferentes. La barra de la figura 3.5a estéd en tensidon y, sino
es en su totalidad rigida, se incrementard ligeramente su longitud; la ba-
rra de la figura 3.5d estd en compresion vy, si no es rigida, disminuird en
poco su longitud. De esta forma, aunque el principio de transmisibili-
dad se puede usar en forma libre para determinar las condiciones de mo-
vimiento o de equilibrio de los cuerpos rigidos y para calcular las fuer-
zas externas que actian sobre los mismos, debe evitarse, o por lo menos,
emplearse con cuidado, al momento de determinar fuerzas internas y
deformaciones.

3.4. PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VECTORES

Para entender mejor el efecto de una fuerza sobre un cuerpo rigido, a
continuacién se introducird un nuevo concepto: el momento de una fuer-
za con respecto a un punto. Este concepto se podrd entender mas fécil-
mente y podré aplicarse en una forma més efectiva si primero se agrega
a las herramientas matematicas que se tienen disponibles, el producto
vectorial de dos vectores.

El producto vectorial de los vectores Py Q se define como el vec-
tor V que satisface las siguientes condiciones.

1. Lalinea de accién de V es perpendicular al plano que contie-
ne a Py Q (figura 3.6a).

2. La magnitud de V es el producto de las magnitudes de Py Q
por el seno del dngulo 6 formado por Py Q (cuya medida siem-
pre deberd ser menor o igual a 180°); por tanto, se tiene

V =PQsen 0 (3.1)

3. Ladireccién de V se obtiene a partir de la regla de la mano de-
recha. Cierre su mano derecha y manténgala de manera que sus
dedos estén doblados en el primer sentido que la rotacion a tra-
vés del dngulo 6 que harfa al vector P colineal con el vector
Q; entonces, su dedo pulgar indicard la direccién del vector V
(figura 3.6b). Obsérvese que si Py Q no tienen un punto de
aplicacion comin, estos primeros se deben volver a dibujar
a partir del mismo punto. Se dice que los tres vectores P, Q
y V —tomados en ese orden— forman una triada a mano de-
recha.!

'Se debe sefialar que los ejes x, y y z utilizados en el capitulo 2 forman un sistema de
ejes ortogonales a mano derecha y que los vectores unitarios i, j y k definidos en la seccién
2.12 forman una triada ortogonal a mano derecha.

3.4. Producto vectorial de dos vectores

Figura 3.6
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78 Cuerpos rigidos: sistemas equivalentes

de fuerza Como se mencioné anteriormente, el vector V que satisface estas

tres condiciones (las cuales lo definen en forma tinica) se conoce co-
mo el producto vectorial de Py Q y se representa por la expresién ma-
tematica

V=PXxQ (3.2)

En virtud de la notacién utilizada, el producto vectorial de dos vecto-
res Py Q también se conoce como el producto cruz de Py Q.
A partir de la ecuacion (3.1) se concluye que cuando dos vectores
Py Q tienen la misma direccién, o direcciones opuestas, su producto
vectorial es igual a cero. En el caso general, cuando el dngulo 6 forma-
do por los dos vectores no es 0° ni 180°, a la ecuacién (3.1) se le pue-
Q de dar una interpretacién geométrica simple: la magnitud V del pro-
Q' ducto vectorial de Py Q es igual al drea del paralelogramo que tiene
- como lados a Py Q (figura 3.7). Por tanto, el producto vectorial P X Q
e permanece inalterado si Q se reemplaza por un vector Q' que sea co-
p planar a Py Q y tal que la linea que une a las partes terminales de Q
y Q' sea paralelo a P. Asi, se escribe

V=PxXxQ=PxQ’ (3.3)

A partir de la tercera condicién empleada para definir al producto
vectorial V de Py Q, esto es, la condicién que establece que P, Qy V
deben formar una triada a mano derecha, se concluye que los produc-
tos vectoriales no son comunitarios, es decir, Q X Pno esigual aP X Q.
De hecho, se puede verificar facilmente que Q X P estd representado
por el vector —V, que es igual y opuesto a V, entonces se escribe

QxP=—-(PxQ) (3.4)

Figura 3.7

Ejemplo. Calcilese el producto vectorial V.= P X Q cuando el vec-
y tor P tiene una magnitud de 6 y se encuentra en el plano zx que forma un
dngulo de 30° con el eje x y el vector Q tiene una magnitud de 4 y se en-
cuentra a lo largo del eje x (figura 3.8).
A partir de la definicién del producto vectorial se concluye que el vec-
0 tor V debe estar a lo largo del eje ¢, tener la magnitud

/360 x V = PQ sen 6 = (6)(4) sen 30° = 12

60° y que debe estar dirigido hacia arriba.

z Se vio que la propiedad conmutativa no es aplicable en el caso de
Figura 3.8 productos vectoriales. Ahora se puede preguntar si la propiedad distri-
butiva se cumple, esto es, si la relacién

PX(Q +Qy)=PXQ +PXQ, (3.5)

es vdlida. La respuesta es si. Probablemente muchos lectores estén dis-
puestos a aceptar sin demostracién formal una respuesta que de ma-
nera intuitiva puede parecer correcta. Sin embargo, dado que la es-
tructura del dlgebra vectorial y de la estdtica depende de la relacién
(3.5), se debe tomar el tiempo necesario para su deduccion.

Sin perder la generalidad se puede suponer que P estd dirigida a
lo largo del eje y (figura 3.9a). Representando con Q la suma de Q; y
Q.. se trazan perpendiculares a partir de los extremos terminales de
Q. Q; y Q; hacia el plano zx, quedando definidos de esta forma los
vectores Q’, Qj, Qs. Se hard referencia a estos vectores, respectiva-
mente, como las proyecciones de la ecuacién (3.3), se observa que el
término del lado izquierdo de la ecuacién (3.5) puede ser reemplaza-
do por P X Q' y que, en forma similar, los productos vectoriales P X
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Q; y P X Qy del lado derecho pueden ser reemplazados, respectiva-
mente, por P X Q] y P X Q5. De esta forma, la relacién que debe ser
demostrada puede escribirse de la siguiente manera

PXQ =PxQ]+PxQj (3.5")

Ahora se observa que P X Q' se puede obtener a partir de Q" mul-
tiplicando a este vector por el escalar P y rotdndolo 90° en el plano zx en
el sentido contrario al del movimiento de las manecillas del reloj (figu-
ra 3.9b); los otros dos productos vectoriales en (3.5") se pueden obtener

Figura 3.9 a)

en forma similar a partir de Q} y Q5, respectivamante. Ahora, en virtud
de que la proyeccién de un paralelogramo sobre cualquier plano arbi-
trario es otro paralelogramo, la proyeccion Q" de la suma Q de Q y Qs
debe ser la suma de las proyecciones y Q1 y Q3 de Q; y Qg sobre el mis-
mo plano (figura 3.9a). Esta relacion entre los tres vectores Q, Q' y Q5
seguird siendo vilida después de que los tres vectores hayan sido multi-
plicados por el escalar P y hayan sido rotados a través de un dngulo de
90° (figura 3.9D). Por tanto, se ha demostrado la relacién (3.5") y se pue-
de tener la certeza de que la propiedad distributiva es vélida para los pro-
ductos vectoriales.

Una tercera propiedad es la asociativa, la cual no es vilida para los
productos vectoriales; en general, se tiene que

PxXQ)XxS+#Px(QxS) (3.6)

3.5. PRODUCTOS VECTORIALES EXPRESADOS EN
TERMINOS DE COMPONENTES RECTANGULARES

A continuacién se procederd a determinar el producto vectorial de cual-
quier par de los vectores unitarios i, j y k, que fueron definidos en el
capitulo 2. Considérese primero el producto i X j (figura 3.10a). Co-
mo ambos vectores tienen una magnitud igual a 1 y dado que éstos for-
man dngulos rectos entre si, su producto vectorial también deberd ser
un vector unitario. Dicho vector unitario debe ser k, puesto que los
vectores i, j y k son mutuamente perpendiculares y forman una triada
a mano derecha. Por otra parte, a partir de la regla de la mano dere-
cha presentada en el punto 3 de la seccién 3.4, se concluye que el pro-
ducto j X i debe ser igual a —k (figura 3.10b). Por tltimo, se debe ob-

3.5. Productos vectoriales expresados en 9
términos de componentes rectangulares

Figura 3.10
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80  Cuerpos rigidos: sistemas equivalentes servar que el producto vectorial de un vector consigo mismo, como
i X i, es igual a cero debido a que ambos vectores tienen la misma di-
reccién. Los productos vectoriales para los diversos pares posibles de
vectores unitarios son

ixi=0 jxi=—-k kxi=j
ixj=k jxj=0 kxj=—-i (3.7)
ixk=-j jxk=i kxk=0

Si se ordena las tres letras que representan a los vectores unitarios en un
circulo en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj (fi-
gura 3.11) se puede facilitar la determinacién del signo del producto vec-
torial de dos vectores unitarios: el producto de dos vectores unitarios se-
rd positivo si éstos se siguen uno a otro en un orden contrario al movi-
miento de las manecillas del reloj y serd negativo si éstos se siguen uno
al otro en un orden en el sentido de las manecillas del reloj.

Ahora se puede expresar ficilmente el producto vectorial V de dos
vectores dados P y Q en términos de las componentes rectangulares
de dichos vectores. Al descomponer a P 'y Q en sus componentes rec-
tangulares, primero se escribe

Figura 3.11

V=PxQ=(Pi+Pj+ Pk X (Qd+ Q,j+ Q:k)

Con el uso de la propiedad distributiva, V se expresa como la suma de
productos vectoriales, como P,i X Q,j. Se observa que cada una de las
expresiones obtenidas es igual al producto vectorial de dos vectores
unitarios, como i X j, multiplicados por el producto de dos escalares,
como P.Q,, y recordando las identidades (3.7) después de factorizar a
i, j y k, se obtiene

V= (P,Q: — P.Q,)i + (P.Q, = P.Q.)j + (P.Q, — POk  (3.8)

Por tanto, las componentes rectangulares del producto vectorial V es-
tan dadas por

V, = P,Q. — P.Q,
V, = P.Q, — P.Q. (3.9)
V. =P,Q, — P,Q,

De regreso a la ecuacién (3.8), se observa que el término del lado de-
recho representa el desarrollo de un determinante. Por tanto, el pro-
ducto vectorial V puede expresarse de la siguiente forma, que es mds
sencilla de memorizar:'

I (3.10)

*Cualquier determinante que conste de tres renglones y tres columnas se puede evaluar
repitiendo la primera y la segunda columnas, y formando productos a lo largo de cada linea
diagonal. Entonces, la suma de los productos obtenidos a lo largo de la linea roja se resta
de la suma de los productos obtenidos a lo largo de las lineas negras.
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3.6. MOMENTO DE UNA FUERZA CON RESPECTO A UN PUNTO

Considere una fuerza F que actiia sobre un cuerpo rigido (figura 3.12a).
Como se sabe, la fuerza F estd representada por un vector que define la
magnitud y su direccién. Sin embargo, el efecto de la fuerza sobre el cuer-
po rigido también depende de su punto de aplicacién A. La posicién de
A puede definirse de manera conveniente por medio del vector r que une
al punto de referencia fijo O con A; a este vector se le conoce como el
vector de posicion de A." El vector de posicién r y la fuerza F definen el
plano mostrado en la figura 3.12a.

El momento de F con respecto a O se define como el producto vec-
torial de r y F:

My=rxF (3.11)

De acuerdo con la definicién del producto vectorial dada en la sec-
cién 3.4, el momento My, debe ser perpendicular al plano que contie-
ne el punto O y a la fuerza F. El sentido de My, estd definido por el
sentido de la rotacién que harfa al vector r colineal con el vector F; un
observador localizado en el extremo de My, ve a esta rotacién como
una rotacién en sentido contrario al movimiento de las manecillas del
reloj. Otra forma de definir el sentido de My, se logra por medio de la
regla de la mano derecha: cierre su mano derecha y manténgala de
manera que sus dedos estén doblados en el mismo sentido de la rotacién
que F le impartirfa al cuerpo rigido alrededor de un eje fijo dirigido a
lo largo de la linea de accién de Mo; su dedo pulgar indicard el sen-
tido del momento My, (figura 3.12b).

Por tltimo, representado con 6 el dngulo entre las lineas de accién
del vector de posicién r y la fuerza F, se encuentra que la magnitud
del momento de F con respecto a O estd dada por

Mo = rF sen 6 = Fd (3.12)

donde d representa la distancia perpendicular desde O hasta la linea de
accién de F. En virtud de que la tendencia de la fuerza F a hacer girar al
cuerpo rigido alrededor de un eje fijo perpendicular a la fuerza depende
tanto de la distancia de F a dicho eje como de la magnitud de F, se ob-
serva que la magnitud de Mo mide la tendencia de la fuerza F a hacer ro-
tar al cuerpo rigido alrededor de un eje fijo dirigido a lo largo de M.

En el sistema de unidades del SI, donde la fuerza se expresa en
newtons (N) y la distancia se expresa en metros (m), el momento de
una fuerza estard expresado en newtons-metro (N - m). En el sistema
de unidades de uso comtin en Estados Unidos, donde la fuerza se ex-
presa en libras y la distancia en pies o en pulgadas, el momento de una
fuerza se expresa en lb - ft o en Ib - in.

Se puede observar que a pesar de que el momento My de una
fuerza con respecto a un punto depende de la magnitud, la linea de
accion y el sentido de la fuerza, dicho momento no depende de la po-
sicién que tiene el punto de aplicacién de la fuerza a lo largo de su li-
nea de accién. En consecuencia, el momento My, de una fuerza F no
caracteriza a la posicién del punto de aplicacién de F.

'Se puede comprobar que los vectores de posicién obedecen la ley de la adicién de vec-
tores y, por tanto, realmente son vectores. Considérese, por ejemplo, los vectores de posi-
cion ry r’ de A con respecto a dos puntos de referencia O y O" y al vector de posicion s
de O con respecto a O (figura 3.40a, seccién. 3.16). Se comprueba que el vector de posi-
cién r' = O'A puede obtenerse a partir de los vectores de posicion s = 0’0 y r = OA apli-
cando la regla del tridngulo para la suma de vectores.

3.6. Momento de una fuerza con respecto
a un punto

Figura 3.12
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de fuerza

\\

/ Mo

\/

a)My=+Fd
Figura 3.13

,/'

Sin embargo, como se verd a continuacién, el momento Mg de una
fuerza F de magnitud y direccién conocida define completamente a la li-
nea de accion de F. Ademds la linea de accion de F debe estar en un pla-
no que pasa por el punto O y es perpendicular al momento M. La dis-
tancia d medida desde O hasta la linea de accién de la fuerza debe ser
igual al cociente de las magnitudes de Mo, y F, esto es, debe ser igual a
My/F. El sentido de M, determina si la linea de accion debe trazarse
del lado de F del lado del punto O.

Recuérdese la seccion 3.3, donde se sefiala que el principio de trans-
misibilidad establece que dos fuerzas F y F' son equivalentes (esto es, tie-
nen el mismo efecto sobre el cuerpo rigido) si tienen la misma magnitud,
direccion y linea de accién. Este principio se puede expresar ahora de la
siguiente forma: dos fuerzas F y ¥’ son equivalentes si, y solo si, son igua-
les (es decir, tienen la misma magnitud y la misma direccion) y, ademds,
tienen momentos iguales con respecto a un punto O. Las condiciones
necesarias y suficientes para que dos fuerzas F y F’ sean equivalentes son

F=F y Mo = Mp (3.13)

Debe sefialarse que el enunciado anterior implica que si las relaciones
(3.13) se cumplen para cierto punto O, también se cumplirdn para cual-
quier otro punto.

Problemas en dos dimensiones. Muchas aplicaciones tratan
con estructuras bidimensionales, es decir, estructuras cuyo espesor es
despreciable en comparacién con su longitud y su anchura, las cuales es-
tdn sujetas a fuerzas contenidas en su mismo plano. Dichas estructuras
bidimensionales y las fuerzas que actian sobre ellas pueden represen-
tarse facilmente sobre una hoja de papel o sobre una pizarra. Por tanto,
su andlisis es mds simple que el correspondiente al caso de las estructu-
ras y fuerzas tridimensionales.

'a\

M()/

\\ /

b) My =—Fd

Considere, por ejemplo, una placa rigida sobre la que actiia una fuer-
za F (figura 3.13). El momento de F con respecto a un punto O seleccio-
nado en el plano de la figura esta representado por el vector M, de mag-
nitud Fd, que es perpendicular a dicho plano. En la figura 3.13a el vector
M, apunta haciaafuera del plano de papel, mientras que enla figura 3.13b
éste apunta hacia adentro del plano de papel. Como se observa en la figu-
ra, en el primer caso, la fuerza de la figura 3.13a tiende a hacer rotar la
placa en un sentido contrario al del movimiento de las manecillas del re-
loj mientras que, en el segundo caso, la fuerza de la figura 3.13b tiende a
hacer rotar la placa en el sentido del movimiento de las manecillas del re-
loj. Por consiguiente, es natural referirse al sentido del momento F con
respecto a O en la figura 3.13a como opuesto al del movimiento de las ma-
necillas del reloj (antihorario) Y, y en la figura 3.13b como siguiendo la di-
reccién del movimiento de las manecillas del reloj (horario) ).

Puesto que el momento de la fuerza F que actda en el plano de la
figura debe ser perpendicular a dicho plano, sélo se necesita especifi-
car la magnitud y el sentido del momento F con respecto a O. Esto se
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puede hacer asignandole a la magnitud Mo del momento un signo posi-
tivo o negativo, segiin el vector M apunte hacia afuera o hacia adentro

del plano de papel.

3.7.TEOREMA DE VARIGNON

La propiedad distributiva de los productos vectoriales se puede em-
plear para determinar el momento de la resultante de varias fuerzas
concurrentes. Si las fuerzas Fy, Fs, . .. se aplican en el mismo punto A
(figura 3.14) y si se representa por r al vector de posicién A, a partir
de la ecuacién (3.5) de la seccién 3.4, se puede concluir que

Esto es, el momento con respecto a un punto dado O de la resultante de
varias fuerzas concurrentes es igual a la suma de los momentos de las dis-
tintas fuerzas con respecto al mismo punto O. Esta propiedad la descu-
bri6 el matematico francés Pierre Varignon (1654-1722) mucho antes de
inventarse el dlgebra vectorial, por lo que se le conoce como el teorema
de Varignon.

La relacion (3.14) permite reemplazar el cdlculo directo del mo-
mento de una fuerza F por el cdlculo de los momentos de dos o més
fuerzas componentes. Como se verd en la siguiente seccién, por lo ge-
neral la fuerza F serd separada en sus componentes paralelas a los ejes
coordenados. Sin embargo, serd mucho mads rédpido en algunos casos
descomponer a F en componentes no paralelas a los ejes coordenados
(véase el problema resuelto 3.3).

3.8. COMPONENTES RECTANGULARES DEL MOMENTO
DE UNA FUERZA

En general, la determinacién del momento de una fuerza en el espacio
se simplifica en forma considerable si el vector de fuerza y el vector de
posicién a partir de su punto de aplicacién se descomponen en sus com-
ponentes rectangulares x, y y z. Por ejemplo, considere el momento Mo,
con respecto a O de una fuerza F con componentes F,, F, y F. que es-
td aplicada en el punto A de coordenadas x, y y z (figura 3.15). Se obser-
va que las componentes del vector de posicion r son iguales, respectiva-
mente, a las coordenadas x, y y z del punto A, se escribe

r=xi+ yj+zk (3.15)
F=Fi+Fj+Fk (3.16)

Al sustituir a r y a F a partir de (3.15) y (3.16) en
Myo=rXxF (3.11)

y recordar los resultados obtenidos en la seccién 3.5, se puede escribir
el momento My, de F con respecto a O de la siguiente forma

Mo = M + M,j + M.k (3.17)

donde las componentes escalares M, M, y M estin definidas por las
relaciones

M, =yF, —zF,
M, = zF, — xF, (3.18)
M, = «F, — yF,

3.8. Componentes rectangulares del momento 83
de una fuerza

Figura 3.14

/

Figura 3.15
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de fuerza
Y : F,/j
(ya—1yp)j F
Ya—Yysl) A
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TA/B A '
B &-\‘A —ap)i
i F.k
(z4 —zp)k -
O
X
z
Figura 3.16
Y Fi', F

yj

Figura 3.17

Figura 3.18

(s = yp)]

Como se verd en la seccién 3.11, las componentes escalares M,, M,y
M. del momento My miden la tendencia de la fuerza F a impartirle a
un cuerpo rigido un movimiento de rotacion alrededor de los ejes x, y
y z, respectivamente. Sustituyendo (3.18) en (3.17), también puede es-
cribirse a My, en forma de determinante

o

no

(3.19)

T Q@ e

<

F

X

!
v

MO: X

Para calcular el momento My de una fuerza F aplicada en A con
respecto a un punto arbitrario B (figura 3.16), se debe reemplazar el
vector de posicion r en la ecuacién (3.11) por un vector trazado desde
B hasta A. Este vector es el de posicion de A relativo a By se repre-
senta por ry /5. Se observa que r,,5 se puede obtener si se resta ry de
r,; por tanto, se escribe

MB = Ta/B X F = <I'A - I'B> X F (320)
o bien, en forma determinante
ik
Mg = [xa/B Ya/B 2a/B (3.21)
F, F, F.

donde x4, ya/5 Y 24,5 representan las componentes del vector ry /5

XA/B = XA — XB Ya/B = Ya — YB ZA/B = %A T ZB

En el caso de problemas en dos dimensiones, se puede suponer
que la fuerza F estd contenida en el plano xy (figura 3.17). Al hacer
z =0y F,=0en la ecuacién (3.19), se obtiene

My = («F, — yF )k
Con esto se verifica que el momento de F con respecto a O es perpen-

dicular al plano de la figura y estd completamente definido por el esca-
lar

Mo = M. = xF, — yF, (3.22)
Como se menciond antes, un valor positivo de My, indica que el vec-
tor My, apunta hacia afuera del plano del papel (la fuerza F tiende a
hacer rotar al cuerpo con respecto a O en un sentido contrario al mo-
vimiento de las manecillas del reloj) y un valor negativo indica que el
vector Mg apunta hacia adentro del plano del papel (la fuerza F tien-
de a hacer rotar el cuerpo con respecto a O en el sentido de las ma-
necillas del reloj).

Para calcular el momento con respecto a un punto B de coordena-
das B(xp, y) de una fuerza contenida en el plano xy, aplicada en el pun-
to A(xa, ya) (figura 3.18), se hace z4/5 = 0y F. = 0 en las relaciones
(3.21) y se comprueba que el vector My es perpendicular al plano xy y
estd definido en magnitud y sentido por su componente escalar

Mg = (x4

- xB)Fg - (yA - yB)Fx (3.23)
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PROBLEMA RESUELTO 3.1

Una fuerza vertical de 100 1b se aplica en el extremo de una palanca que es-
td unida a una flecha en el punto O. Determine: a) el momento de la fuer-
za de 100 Ib con respecto a O; b) la fuerza horizontal aplicada en A que ori-
gina el mismo momento con respecto a O; ¢) la fuerza minima aplicada en
A que origina el mismo momento con respecto a O; d) qué tan lejos de la
flecha debe actuar una fuerza vertical de 240 1b para originar el mismo mo-
mento con respecto a O, y e) si alguna de las fuerzas obtenidas en los inci-
sos b), ¢) y d) es equivalente a la fuerza original.

SOLUCION

a) Momento con respecto a O. La distancia perpendicular desde O
hasta la linea de accién de la fuerza de 100 1b es

d = (24 1in.) cos 60° = 12 in.
La magnitud del momento de la fuerza de 100 Ib con respecto a O es igual a
Mo = Fd = (100 1b)(12 in.) = 1 200 1b - in.

Como la fuerza tiende a hacer rotar la palanca alrededor de O en el sentido
de las manecillas del reloj, el momento serd representado por un vector Mg
perpendicular al plano de la figura y que apunta hacia adentro del plano del
papel. Este hecho se expresa escribiendo

My, =12001b-in.) <«
b) Fuerza horizontal. En este caso se tiene que

d = (24 in.) sen 60° = 20.8 in.

Como el momento con respecto a O debe ser igual a 1 200 1b - in., se escribe

Mo = Fd
12001b - in. = F(20.8 in.)
F=5771b F=577lb— <

¢) Fuerza minima. Como My = Fd, el minimo valor de F se obtie-
ne cuando d es maximo. Se selecciona la fuerza perpendicular a OA y se ob-
serva que d = 24 in.; entonces

M() = Fd
12001b - in. = F(24 in.)
F=501b F=501b<%30° <«

d) Fuerza vertical de 240 Ib. En este caso, Mo = Fd proporciona
la siguiente relacién

12001b - in. = (240 Ib)d d =5in.
pero OB cos 60° = d OB=10in. d

e) Ninguna de las fuerzas consideradas en los incisos b), ¢) y d) es equi-
valente a la fuerza original de 100 lb. A pesar de que estas fuerzas tienen el
mismo momento con respecto a O, sus componentes en x y y son diferen-
tes. En otras palabras, a pesar de que cada una de las fuerzas hace rotar la
flecha de la misma forma, cada una ocasiona que la palanca jale a la flecha
en una forma distinta.
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PROBLEMA RESUELTO 3.2

Una fuerza de 800 N actiia sobre la ménsula, como se muestra en la figura.
Determine el momento de la fuerza con respecto a B.

SOLUCION

El momento My de la fuerza F con respecto a B se obtiene a través del pro-
ducto vectorial

MB:l'A/BXF

desde r, /5 es el vector trazado desde B hasta A. Al descomponer a ryzy a
F en sus componentes rectangulares, se tiene que

rap = —(0.2m)i+ (0.16 m)j
F = (800 N) cos 60°i + (800 N) sen 60°j
= (400 N)i + (693 N)j

Recordando las relaciones (3.7) para los productos vectoriales de los vecto-
res unitarios (seccién 3.5), se obtiene

Mg =1y X F=[—(02m)i + (0.16 m)j] X [(400 N)i + (693 N)j]
—(138.6 N - m)k — (64.0 N - m)k
—(202.6 N - m)k M; =203N-m) <

El momento Mj es un vector perpendicular al plano de la figura y apunta

hacia adentro del plano del papel.

PROBLEMA RESUELTO 3.3

Una fuerza de 30 1b actiia sobre el extremo de una palanca de 3 ft, como se
muestra en la figura. Determine el momento de la fuerza con respecto a O.

SOLUCION

La fuerza se reemplaza por dos componentes, una componente P en la di-
reccion de OA y otra componente Q perpendicular a OA. Como O se en-
cuentra en la linea de accién de P, el momento de P con respecto a O es
igual a cero y el momento de la fuerza de 30 Ib se reduce al momento de Q,
que tiene el sentido de las manecillas del reloj y, por consiguiente, se repre-
senta por un escalar negativo.

Q = (301b) sen 20° = 10.26 Ib
Mo = —Q(@3ft) = —(10.26 1b)(3 ft) = —30.8 Ib - ft

Como el valor obtenido para el escalar M, es negativo, el momento Mg apun-
ta hacia adentro del plano del papel. Asi, se escribe

M, =3081b-ft) <
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D

240 mm

(288 N+m) j

—(7.68 Nem)i

(288 N+m) k

F=(200 N)A

soomm PROBLEMA RESUELTO 3.4

Una placa rectangular estd apoyada por ménsulas en A y B y por un alambre
CD. Se sabe que la tensién en el alambre es de 200 N, determine el momento
con respecto a A de la fuerza ejercida por el alambre en el punto C.

SOLUCION

El momento My de la fuerza F ejercida por el alambre en el punto C con
respecto a A, se obtiene a partir del producto vectorial

MA = rc/A X F (1)
donde rc,4 es el vector trazado desde A hasta C,
re/a = AC = (0.3 m)i + (0.08 mk (2)

y F es la fuerza de 200 N dirigida a lo largo de CD. Al introducir el vector
\unitario N = CD /CD, se escribe

x cD
F=F\=(200N) op (3)

Al descomponer al vector CD en sus componentes rectangulares, se tiene
@) = —(0.3m)i + (0.24 m)j — (0.32 mk CD =050m

Si se sustituye este resultado en (3) se obtiene

200 N ) _
F= (=g [~(03m)i+ (024 m)j — (0.32 m)k]
= —(120 N)i + (96 N)j — (128 N)k (4)

Sustituyendo rc4 y F en la ecuacion (1), a partir de las ecuaciones (2)
y (4) y recordando las relaciones (3.7) de la seccién 3.5, se obtiene

M, =rc/a X F =(0.3i + 0.08k) X (—120i + 96j — 128k)
= (0.3)(96)k + (0.3)(—128)(—j) + (0.08)(—120)j + (0.08)(96)(—
M, =—(7T68N-m)i+ (28.8 N - m)j + (28.8 N - m)k

.

1

)
<

Solucién alternativa. Como se mencioné en la seccién 3.8, el mo-
mento M, puede ser expresado en forma de determinante:

i j k i j k
My =|xc—xa Yyc—Yya zc—zal=]03 0 008
F, F, F. -120 96 —128

M, =—(768N-m)i + (288N -m)j + (288N -mk <
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RESOLUCION DE PROBLEMAS

EN FORMA INDEPENDIENTE

En esta leccion se present6 el producto vectorial o producto cruz de dos vectores. En los
problemas que se presentan a continuacién se puede utilizar el producto vectorial para cal-
cular el momento de una fuerza con respecto a un punto y también, se puede utilizar dicho
producto para determinar la distancia perpendicular desde un punto hasta una linea.

El momento de una fuerza F con respecto al punto O de un cuerpo rigido se definié como
My=rxF (3.11)

donde r es el vector de posicién que va desde O hasta cualquier punto sobre la linea de ac-
cién de F. Como el producto vectorial no es conmutativo, cuando se calcula un producto
de este tipo es absolutamente necesario colocar a los vectores en el orden apropiado y que
cada uno de dichos vectores tenga el sentido correcto. El momento M, es importante pues-
to que su magnitud es una medida de la tendencia de la fuerza F para hacer que el cuerpo
rigido rote alrededor de un eje dirigido a lo largo de Mo.

1. Cdlculo del momento Mg de una fuerza en dos dimensiones. Se puede emplear
uno de los siguientes procedimientos:

a) Usar la ecuacién (3.12), Mo = Fd, la cual expresa la magnitud del momento como
el producto de la magnitud de F vy la distancia perpendicular d desde O hasta la linea de
accién de F [problema resuelto 3.1].

b) Expresar ary F en términos de sus componentes y evaluar formalmente el pro-
ducto vectorial My = r X F [problema resuelto 3.2].

¢) Descomponer a F en sus componentes paralela y perpendicular al vector de posi-
cién r, respectivamente. S6lo la componente perpendicular contribuye al momento de F
[problema resuelto 3.3].

d) Usar la ecuacién (3.22), Mo = M. = xF, — yF,. Cuando se aplica este método, el
enfoque mds simple consiste en tratar a las componentes escalares de r y F como si fueran
positivas y, después, asignar por inspeccién el signo apropiado al momento producido por
cada componente de la fuerza. Por ejemplo, al aplicar este método para resolver el proble-
ma resuelto 3.2, se observa que ambas componentes de la fuerza tienden a ocasionar una
rotacién en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj alrededor del punto B. Por
tanto, el momento de cada fuerza con respecto a B debe ser representado por un escalar
negativo. Entonces, se tiene que el momento total estd dado por

Mg = —(0.16 m)(400 N) — (0.20 m)(693 N) = —202.6 N - m

2. Cdlculo del momento Mo de una fuerza F en tres dimensiones. Con el método del
problema resuelto 3.4, el primer paso del proceso consiste en seleccionar al vector de posicion
r que sea el méds conveniente (el més simple). Después, se debe expresar a F en términos de
sus componentes rectangulares. El tiltimo paso consiste en evaluar el producto vectorial r X F
para determinar el momento. En la mayorfa de los problemas tridimensionales se encontrard
que es mds ficil calcular el producto vectorial con el uso de la forma de determinante.

3. Determinacion de la distancia perpendicular d desde un punto A hasta una linea
dada. Primero se supone que la fuerza F de magnitud conocida F se encuentra a lo largo
de la linea dada. Después se determina su momento con respecto a A formando el producto
vectorial My = r X F, y calculdndolo como se indicé anteriormente. Entonces, se calcula
su magnitud M. Por tltimo, se sustituyen los valores de F 'y M4 en la ecuacién My = Fd y
se resuelve para d.
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Problemas

3.1 El pedal para un sistema neumatico se articula en B. Si se sabe que
o = 28°, determine el momento de la fuerza de 16 N alrededor del punto B
descomponiendo la fuerza en sus componentes horizontal y vertical.

3.2 El pedal para un sistema neumatico se articula en B. Si se sabe
que o = 28°, determine el momento de la fuerza de 16 N alrededor del
punto B descomponiendo la fuerza en sus componentes a lo largo de ABC
y en la direccién perpendicular a ABC.

3.3 Una fuerza de 300 N se aplica en A como se muestra en la figura.

Determine a) el momento de la fuerza de 300 N alrededor de Dy b) la fuerza
minima aplicada en B que produce el mismo momento alrededor de D.

<100 mva— 200 mm ——|

Y
Yp

125 mm

200 mm

L

C

25° A B

300 N

Figura P3.3y P3.4

3.4 Una fuerza de 300 N se aplica en A como se muestra en la figura.
Determine @) el momento de la fuerza de 300 N alrededor de D, b) la mag-
nitud y el sentido de la fuerza horizontal en C que produce el mismo mo-
mento alrededor de D y ¢) la fuerza minima aplicada en C que produce el
mismo momento alrededor de D.

3.5 Una fuerza P de 8 1b se aplica a una palanca de cambios. Deter-
mine el momento de P alrededor de B cuando o es igual a 25°.

3.6 Para la palanca de cambios que se muestra en la figura, determine
la magnitud y la direccién de la fuerza minima P, que tiene un momento de
210 Ib - in en el sentido de las manecillas del reloj alrededor de B.

3.7 Una fuerza P de 11 Ib se aplica a una palanca de cambios. Deter-
mine el valor de « si se sabe que el momento de P alrededor de B es en el
sentido de las manecillas del reloj y que tiene una magnitud de 250 Ib - in.

3.8 Se sabe que es necesaria una fuerza vertical de 200 1b para remo-
ver, de la tabla mostrada, el clavo que estd en C. Un instante antes de que
el clavo comience a moverse, determine @) el momento alrededor de B de
la fuerza ejercida sobre el clavo, b) la magnitud de la fuerza P que genera el
mismo momento alrededor de B si o = 10° y ¢) la fuerza P minima que ge-
nera el mismo momento respecto de B.

Figura P3.1y P3.2

I‘—Sin.—>

Figura P3.5, P3.6y P3.7

18 in.

Figura P3.8
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Figura P3.12

Figura P3.13

3.9 Un malacate AB se usa para tensar cables a un poste. Si se sabe
que la tensién en el cable BC es de 1 040 N y que la longitud d es de 1.90
m, determine el momento respecto de D de la fuerza ejercida por el cable
C. Para ello descomponga en sus componentes horizontal y vertical la fuerza
aplicada en a) el punto C y b) el punto E.

3.10  Se sabe que es necesario aplicar una fuerza que produzca un mo-
mento de 960 N - m alrededor de D para tensar el cable al poste CD. Si d
= 2.80 m, determine la tensién que debe desarrollarse en el cable del ma-
lacate AB para crear el momento requerido alrededor de D.

0.875 m

Figura P3.9, P3.10 y P3.11

3.11  Se sabe que es necesario aplicar una fuerza que produzca un mo-
mento de 960 N - m alrededor de D para tensar el cable al poste CD. Si la
capacidad del malacate AB es de 2 400 N, determine el valor minimo de la
distancia d para generar el momento especificado respecto de D.

3.12y 3.13 Laventanilla trasera de un automovil se sostiene mediante
el amortiguador BC que se muestra en la figura. Si para levantar la ventani-
lla se ejerce una fuerza de 125 Ib cuya linea de accién pasa por el soporte de
rétula en B, determine el momento de la fuerza alrededor de A.

3.14  Un mecédnico automotriz usa un tramo de tubo AB como palanca
para tensar la banda de la polea de un alternador. Cuando el técnico pre-
siona hacia abajo en A, se ejerce una fuerza de 485 N sobre el alternador en
B. Determine el momento de la fuerza respecto del perno C si su linea de
accién debe pasar por O.

90 mm

72 mm

Figura P3.14
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3.15 Obtenga los productos vectoriales B X Cy B’ X C, donde B =
B’y use los resultados obtenidos para comprobar la identidad

sen a cos 3 =ésen (a+ B) + %sen (a — B).

3.16  Una linea pasa a través de los puntos (20 m, 16 m) y (=1 m,
—4 m). Determine la distancia perpendicular d medida desde la linea hasta
el origen O del sistema coordenado.

3.17 Los vectores Py Q son dos lados adyacentes de un paralelogramo.
Determine el drea del paralelogramo sia) P = -7i + 3j — 3k y Q = 2i + 2j
+ 5k, b) P =6i — 5§ — 2kyQ = —2i + 5§ — k.

3.18 Los vectores A y B estin contenidos en el mismo plano. Deter-
mine el vector unitario normal al plano si A y B son iguales, respectivamente,
aa)i+2j —5kydi— 7j-5k b)3i — 3j + 2ky —2i + 6 — 4k.

3.19  Determine el momento alrededor del origen O de la fuerza F =
4i + 5j — 3k que actda en el punto A. Suponga que el vector de posicién
de Aesa)r =2i — 3j + 4k, b) r = 2i + 2.5 — 1.5k, ¢) r = 2i + 5j + 6k.

3.20 Determine el momento alrededor del origen O de la fuerza F =
—2i + 3j + 5k que actia en el punto A. Suponga que el vector de posicién
deAesa)r=i+j+kb)r=2i+ 3j-5k ¢)r=—4i + 6j + 10k

3.21  Se aplica una fuerza de 200 N sobre la ménsula ABC, como se
muestra en la figura. Determine el momento de la fuerza alrededor de A.

3.22 Los cables AB y BC se sujetan al tronco de un drbol muy grande
para evitar que se caiga. Si se sabe que las tensiones en los cables AB y BC
son de 555 N y 660 N, respectivamente, determine el momento respecto de
O de la fuerza resultante ejercida por los cables sobre el drbol en B.

4.25m

Figura P3.22

3.23 El aguilén AB de 6 m que se muestra en la figura tiene un ex-
tremo fijo A. Un cable de acero se estira desde el extremo libre B del agui-
16 hasta el punto C ubicado en la pared vertical. Si la tensién en el cable es
de 2.5 kN, determine el momento alrededor de A de la fuerza ejercida por
el cable en B.

Problemas 91

y C
o B
\B
1B x
B’
Figura P3.15
Yy

Figura P3.21

Figura P3.23
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92 guirpos rigidos: sistemas equivalentes 3.24 El puntal de madera AB se emplea temporalmente para sostener
e tuerza

el techo en voladizo que se muestra en la figura. Si el puntal ejerce en A una
fuerza de 57 b dirigida a lo largo de BA, determine el momento de esta
fuerza alrededor de C.

3.25 La rampa ABCD se sostiene en las esquinas mediante cables en
C y D. Si la tension que se ejerce en cada uno de los cables es de 810 N, de-
termine el momento alrededor de A de la fuerza ejercida por @) el cable en
D, b) el cable en C.

Yy

D -
N D
0.6 m
2.7m
\/ \/ {/3 m
\//<B 0.6 m /<
5in.
Figura P3.24 Figura P3.25

3.26  Una lancha pequefia cuelga de dos grias, una de las cuales se
muestra en la figura. La tensién en la linea ABAD es de 82 Ib. Determine el
momento alrededor de C de la fuerza resultante R, ejercida sobre la gria
en A.

3 ft

Figura P3.26

3.27 En el problema 3.22 determine la distancia perpendicular desde
el punto O hasta el cable AB.
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3.28 En el problema 3.22 determine la distancia perpendicular desde
el punto O hasta el cable BC.

3.29 En el problema 3.24 determine la distancia perpendicular desde
el punto D hasta una linea que pasa por los puntos A y B.

3.30 En el problema 3.24 determine la distancia perpendicular desde
el punto C hasta una linea que pasa por los puntos A y B.

3.31 En el problema 3.25 determine la distancia perpendicular desde
el punto A hasta la porcién DE del cable DEF.

3.32  En el problema 3.25 determine la distancia perpendicular desde
el punto A hasta una linea que pasa por los puntos C y G.

3.33 En el problema 3.26 determine la distancia perpendicular desde
el punto C hasta la porcién AD de la linea ABAD.

3.34 Determine el valor de @ que minimiza la distancia perpendicular
desde el punto C hasta la seccién de tuberia que pasa por los puntos A y B.

Figura P3.34

3.9. PRODUCTO ESCALAR DE DOS VECTORES

El producto escalar de dos vectores Py Q se define como el producto
de las magnitudes de Py Q y el coseno del dngulo 6 formado por P
y Q (figura 3.19). El producto escalar de P y Q se denota mediante
P - Q. Entonces, se escribe

P-Q=PQcost (3.24)

Advierta que la expresién recién definida no es un vector sino un es-
calar, lo cual explica el nombre de producto escalar; en virtud de la
notacién utilizada, P - Q también se conoce como el producto punto
de los vectores Py Q.

A partir de su propia definicién, se concluye que el producto es-
calar de dos vectores es conmutativo, esto es, que

P-Q=Q-P (3.25)

Para demostrar que el producto escalar también es distributivo, se debe
probar la relacién

P-(Q +Qy)=P-Q, +P-Q, (3.26)

3.9. Producto escalar de dos vectores

6

P
Figura 3.19
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z

Figura 3.20

Sin perder la generalidad, se puede suponer que P estd dirigido a lo
largo del eje y (figura 3.20). Al denotar por Q la suma de Q; y Qs y
por 0, el dngulo que forma Q con el eje , el término del lado izquierdo
de (3.26) se expresa de la siguiente forma:

P-(Q,+Qy)=P-Q=PQcosb, =PQ, (3.27)

donde Q, es la componente y de Q. De manera similar, el término del
lado derecho de (3.26) se puede expresar como

P-Qi +P-Qy=PQ1), + PQ2), (3.28)

Debido a que Q es la suma de Q; y Qs, su componente y debe ser
igual a la suma de las componentes en y de Q; y Q. Por tanto, las ex-
presiones obtenidas en (3.27) y (3.28) son iguales, con lo que queda
demostrada la relacién (3.26).

En lo concerniente a la tercera propiedad —la propiedad asocia-
tiva— se debe sefialar que no es aplicable a los productos escalares.
De hecho (P - Q) + S no tiene ningtin significado puesto que P - Q no
es un vector sino un escalar.

El producto escalar de dos vectores P y Q puede expresarse en
términos de las componentes rectangulares de dichos vectores. Des-
componiendo a Py a Q en sus componentes se escribe primero

P-Q=(Pi+Pj+ Pk - (Qi+ Q4+ QK

Con el uso de la propiedad distributiva, P + Q se expresa como la suma
de productos escalares, como P,i * Qi y P, + Q,j. Sin embargo, a par-
tir de la definicién del producto escalar se concluye que los productos
escalares de los vectores unitarios son iguales a cero o a uno.

ivi=1 j-j=1 k-k=1

i-j=0 j-k=0 k-i=0 (3.29)
Por tanto, la expresién obtenida para P - Q se reduce a
P-Q=P0Q, +P,Q,+ PQ. (3.30)
En el caso particular, cuando Py Q son iguales
P-P=P+P +P>=P (3.31)

Aplicaciones

1. Angulo formado por dos vectores dados. Considérese que
los dos vectores estdn dados en términos de sus componentes:

P=Pi+Pj+Pk
Q=0Qi+Q,j+Qk

Para determinar el dngulo formado por estos dos vectores, se
igualan las expresiones obtenidas para el producto escalar en
(3.24) y (3.30) y se escribe

PQcos 0 =P.Q, + P,Q, + P.Q.
Despejando cos 6, se tiene

P.Q. + P,Q, + P.Q-
cos 0 = PO

(3.32)
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2. Proyeccion de un vector sobre un eje dado. Considérese 3.10. Producto triple mixto de tres vectores
un vector P que forma un dngulo 6 con un eje, o linea di-
rigida, OL (figura 3.21). La proyeccion de P sobre el eje OL
se define como el escalar

Po;, = P cos 0 (3.33)

Se observa que la proyeccién Py, es igual en valor absoluto al
valor de la longitud del segmento OA; ésta serd positiva si OA
tiene el mismo sentido que el eje OL, esto es, si 6 es agudo,
y negativa en caso contrario. Si Py OL forman un dngulo rec-
to, la proyeccién de P sobre OL es cero.

Considere ahora un vector Q dirigido a lo largo de OL con
el mismo sentido que OL (figura 3.22). El producto escalar de
Py Q puede expresarse como

P-Q=PQcos0 =Py Q (3.34)

por lo que se concluye que

P'Q P‘ch—i_PyQy—‘erQ:
Por = 0 = 0 (3.35)

En el caso particular, cuando el vector seleccionado a lo largo
de OL es el vector unitario N (figura 3.23), se escribe

POL =P-A (336)

Al descomponer Py N en sus componentes rectangulares y re-
cordar, de la seccion 2.12, que las componentes de N a lo lar-
go de los ejes coordenados son iguales, respectivamente, a los
cosenos directores de OL, la proyeccién de P sobre OL se ex-
presa como

Por, = Py cos 6, + P, cos 6, + P cos 0. (3.37)

donde 6., 0, y 0. representan los dngulos que el eje OL forma
con los ejes coordenados.

Figura 3.23

3.10. PRODUCTO TRIPLE MIXTO DE TRES VECTORES

Se define al producto triple escalar o producto triple mixto de tres vec-
tores S, Py Q como la expresién escalar

S-(PxQ) (3.39)
la cual se obtiene formando el producto escalar de S con el producto

vectorial de Py Q.

"En el capitulo 15 se presentard otro tipo de producto triple vectorial: el producto triple
vectorial S X (P X Q).
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Figura 3.24
S
P
Figura 3.25
P
Q S
Figura 3.26

Al producto triple escalar de S, Py Q se le puede dar una inter-
pretacién geométrica simple (figura 3.24). En primer lugar, recuerde
de la seccién 3.4 que el vector P X Q es perpendicular al plano que
contiene a Py a Q y que su magnitud es igual al drea del paralelogra-
mo que tiene por lados a Py a Q. Por otro lado, la ecuacién (3.34) in-
dica que el producto escalar de S y P X Q se puede obtener multipli-
cando la magnitud de P X Q (esto es, el drea del paralelogramo definido
por Py Q) por la proyeccién de S sobre el vector P X Q (esto es, por
la proyeccién de S sobre la normal al plano que contiene al paralelo-
gramo). Por tanto, el producto triple escalar es igual en valor absoluto
al volumen del paralelepipedo que tiene por lados a los vectores S, P
y Q (figura 3.25). Se debe senalar que el signo del producto triple es-
calar serd positivo si S, P y Q forman una triada a mano derecha, y se-
rd negativo si éstos forman una triada a mano izquierda [esto es, S -
(P X Q) serd negativo si se observa desde el extremo terminal de S,
que la rotacién que hace a P colineal con Q va en el sentido de las ma-
necillas del reloj]. E1 producto triple escalar serd igual a cero si S, P
y Q son coplanares.

Como el paralelepipedo definido en el parrafo anterior es inde-
pendiente del orden en que se tomen los tres vectores, todos los seis
productos triples escalares que se pueden formar con S, Py Q tendran
el mismo valor absoluto, pero no el mismo signo. Se puede demostrar
facilmente que

S-PxQ)=P-(QxX85)=Q-(SxP)
=-S5 (QxP)=-P-(§XQ)=-Q-(PXS)

Ordenando las letras que representan a los tres vectores en un circulo y
en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj (figura
3.26), se observa que el signo del producto triple escalar permanece inal-
terado si se permutan los vectores en forma tal que éstos todavia se pue-
dan leer en sentido contrario al de las manecillas del reloj. Se dice que
una permutacién de este tipo es una permutacion circular. También, a
partir de la ecuacion (3.39) y de la propiedad conmutativa de los pro-
ductos escalares, se concluye que el producto triple escalar de S, Py Q
se puede definir tan bien con S - (P X Q) como con (S X P) - Q.

El producto triple escalar de los vectores S, P y Q puede ser
expresado en términos de las componentes rectangulares de estos vec-
tores. Denotando a P X Q con V y con la férmula (3.30) para expre-
sar el producto escalar de S y V, se escribe

S-(PXQ)=S-V=S5V,+S,V,+S.V,

Si se sustituyen las componentes de V a partir de las relaciones (3.9),
se obtiene

S- (P X Q) = S\(Psz - P:Qy) + Sy(P:Qx - P\Q:)
TSP, — PO, (3.40)

Esta expresion se puede escribir en forma mds compacta si se observa
que representa la expansién de un determinante:

S. S, S

S-(PxQ)=|P, P, P. (3.41)
Qr Oy ©-

Aplicando las reglas que gobiernan a la permutaciéon de renglones en
un determinante, pueden verificarse ficilmente las relaciones (3.39)
que fueron derivadas a partir de consideraciones geométricas.

(3.39)
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3.11. MOMENTO DE UNA FUERZA CON RESPECTO
A UN EJE DADO

Ahora que se ha incrementado el conocimiento del dlgebra vectorial, se
puede introducir un nuevo concepto: momento de una fuerza con res-
pecto a un eje. Considérese nuevamente la fuerza F que actda sobre un
cuerpo rigido y el momento My, de dicha fuerza con respecto a O (figu-
ra 3.27). Sea OL un eje a través de O; el momento Moy, de F con respec-
to a OL se define como la proyeccion OC del momento Mg sobre el eje
OL. Representando al vector unitario a lo largo de OL como N\ y recor-
dando, de las secciones 3.9y 3.6, respectivamente, las expresiones (3.36)
y (3.11) obtenidas para la proyeccién de un vector sobre un eje dado y
para el momento My, de una fuerza F, se escribe

MOL:A‘MO:A'(I‘XF) (342)

lo cual demuestra que el momento Mo;, de F con respecto al eje OL
es el escalar que se obtiene formando el producto triple escalar de A,
ry F. Expresando a Moy, en forma de determinante, se escribe

A A, AL
Mo, =|x y =z (3.43)
1, 18, I,

donde A, A,, A. = cosenos directores del eje OL
X, y, z = coordenadas del punto de aplicacién de F

F., F,, F. = componentes de la fuerza F

El significado fisico del momento My, de una fuerza F con res-
pecto al eje fijo OL se vuelve mds evidente si se descompone a F en
dos componentes rectangulares F y Fy con F; paralela a OL y Fy, con-
tenida en un plano P perpendicular a OL (figura 3.28). En forma simi-
lar, descomponiendo a r en dos componentes r; y ry y sustituyendo a
F yaren (3.42), se escribe

Mop = N+ [(r; + 1) X (Fy + Fy)]
ZA’<I'1XF1>+A'<P1XF2>+A'<I'2XF1)+A’<I'2XF2>

Con excepcién del tltimo término del lado derecho, todos los produc-
tos triples escalares son iguales a cero, puesto que involucran a vecto-
res que son coplanares cuando se trazan a partir de un origen comin
(seccion 3.10), se tiene

Mor, = N+ (rg X Fy) (3.44)

El producto vectorial ry X F5 es perpendicular al plano P y represen-
ta el momento de la componente Fy de F con respecto al punto Q
donde OL interseca a P. Por tanto, el escalar Mo, el cual serd positi-
vo si ry X Fy y OL tienen el mismo sentido y negativo en caso con-
trario, mide la tendencia de Fy a hacer rotar el cuerpo rigido alrede-
dor de OL. Como la otra componente F; de F no tiende a hacer rotar
el cuerpo alrededor de OL, se concluye que el momento Moy, de F con
respecto a OL mide la tendencia de la fuerza F de impartirle al cuer-
po rigido un movimiento de rotacion alrededor del eje fijo OL.

3.11. Momento de una fuerza con respecto 97
a un eje dado

Figura 3.27

Figura 3.28
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z
Figura 3.29

A partir de la definicion del momento de una fuerza con respecto a
un eje, se concluye que el momento de F con respecto a un eje coorde-
nado es igual a la componente de M, alo largo de dicho eje. Al sustituir
A de manera sucesiva en la ecuacién (3.42) por cada uno de los vectores
unitarios i, j y k, se observa que las expresiones asi obtenidas para los
momentos de F con respecto a los ejes coordenados son iguales, respec-
tivamente, a las expresiones obtenidas en la seccion 3.8 para las compo-
nentes del momento M, de F con respecto a O:

M, = yF, — zF,

y
M, = zF, — «F, (3.18)
M. = xFy —yF,

Se aprecia que de la misma forma que las componentes F,, F, y F. de
una fuerza F que actda sobre un cuerpo rigido miden, respectivamen-
te, la tendencia de F a mover el cuerpo rigido en las direcciones de x,
y y z, los momentos M,, M, y M. de F con respecto a los ejes coorde-
nados miden, respectivamente, la tendencia de F a impartirle al cuer-
po rigido un movimiento de rotacién alrededor de los ejes x, y y z.

En general, el momento de una fuerza F aplicada en A con res-
pecto a un eje que no pasa a través del origen, se obtiene seleccionan-
do un punto arbitrario B sobre dicho eje (figura 3.29) y determinando
la proyeccién sobre el eje BL del momento My de F con respecto a
B. Entonces, se escribe

MBL:A'MB:A'<I'A/B XF) (345)

donde r4,3 = ry — rp representa al vector trazado desde B hasta A.
Expresando a Mg;, en forma de determinante, se tiene

VD VR
Mg, = |Xa/B Ya/B %a/B (3.46)

Y

donde N\, \,, N, = cosenos directores del eje BL

e
XA/B = XA — XB Ya/B = Ya — YB RA/B = %A T ZB
F,, F,, F. = componentes de la fuerza F

Se debe observar que el resultado obtenido es independiente del pun-
to B seleccionado sobre el eje dado. De hecho, denotando con M¢y, el
resultado obtenido con un punto C diferente, se tiene

Mcr, = N+ [(ry —rg) X F]
=N-[(ry —rg) XF[+ N-[(rp —rc) X F]

Pero como los vectores Ny rg — r¢ son colineales, el volumen del pa-
ralelepipedo que tiene por lados a los vectores N, rg — r¢ y F es igual
a cero, al igual que el producto triple escalar de dichos vectores (sec-
cién 3.10). Entonces, la expresion obtenida para M¢y, se reduce a su
primer término, el cual es la expresién empleada anteriormente para
definir a Mp;. De manera adicional, a partir de la seccién 3.6 se con-
cluye que cuando se calcula el momento de F con respecto a un eje da-
do, A puede ser cualquier punto a lo largo de la linea de accién de F.
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D C PROBLEMA RESUELTO 3.5

N B / ' Sobre el cubo de lado @ actia una fuerza P, como se muestra en la figura.
a

Determine el momento de P: a) con respecto a A, b) con respecto a la arista
AB y ¢) con respecto a la diagonal AG del cubo; d) con el resultado del in-
ciso ¢), determine la distancia perpendicular entre AG y FC.

y SOLUCION

a) Momento con respecto a A. Al seleccionar lo_s)ejes X, Y y 2 como
D c se muestra en la figura, la fuerza P y el vector rp/4 = AF, trazado desde A
hasta el punto de aplicacién F de P, se descomponen en sus componentes
rectangulares.

rF/A = Lli - Clj = [l(i _j)
= (P/V2)j — (P/V2)k = (P/V2)(j — k)

El momento de P con respecto a A es igual a

E J
F M,y =rpp X P=ali—j) x P/\/_J—
/Lﬂﬂ M, = ( aP/\f i+j+k <

b) Momento con respecto a AB. Proyectando a M, sobre AB, se
escribe

My =i-My=i-(aP/V2)i+j+k

Maz =aP/V2 <4

Se verifica que, como AB es paralela al eje x, M,p también es la compo-
nente del momento M.

¢) Momento con respecto a la diagonal AG. EIl momento de P

| con respecto a AG se obtiene proyectando a M, sobre AG. Denotando con

A ! B \ el vector unitario a lc lo largo de AG, se tiene

|

P AG M=(l/\/§)(i—j—k)

x 1 — — —
T~/ e LY 3
e x Myc=N-My=1/V3)Gi—j—k) - @P/V2)i+j+k)
E Mac = (@P/V6)1—1—-1) M.,.= —aP/N6 4

N\

Método alternativo. El momento de P con respecto a AG también
3 se puede expresar en forma de determinante:

Ao N, A 1/V3 —1/V3 —-1/V3
Muc = |Xr/a  Yr/a Zr/Al = | a —a 0 = —aP/V6
Fx Fy Fz O P/\/E _P/\/E

d) Distancia perpendicular entre AG y FC. Primero se observa
B que P es perpendicular a la diagonal AG. Esto se puede comprobar con el
producto escalar P - N\ y verificar que dicho producto es igual a cero:

i
|
i af" P-A=(P/NV2)(j—k-1/V3)i—j—k=FPVEO-1+1)=0

Entonces, el momento M,¢ puede ser expresado como —Pd, donde d es la
, distancia perpendicular desde AG hasta FC. (El signo negativo se usa puesto
E I3 que para un observador ubicado en G, la rotacién impartida al cubo por P
tiene el sentido del movimiento de las manecillas del reloj.) Recordando el
valor encontrado para M, en el inciso ¢), se tiene

¢=—Pd=—aP/V6 d=a/V6 4
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RESOLUCION DE PROBLEMAS

EN FORMA INDEPENDIENTE

En los problemas correspondientes a esta seccion, se aplicard el producto escalar
o producto punto de dos vectores para determinar el dngulo formado por dos vec-
tores dados y para determinar la proyeccion de una fuerza sobre un eje dado. Tam-
bién se utilizara el producto triple escalar de tres vectores para encontrar el mo-
mento de una fuerza con respecto a un eje dado y para determinar la distancia
perpendicular entre dos lineas.

1. Cdlculo del dngulo formado por dos vectores dados. Primero se expresa
cada uno de los vectores en términos de sus componentes y se determinan las mag-
nitudes de los dos vectores. Después, se obtiene el coseno del dngulo buscado con
la division del producto escalar de los dos vectores entre el producto de sus respec-
tivas magnitudes [ecuacién (3.32)].

2. Cdlculo de la proyeccion de un vector P sobre un eje dado OL. En ge-
neral, se comienza con la expresion en términos de sus componentes de Py del
vector unitario N que define la direccién del eje. Se debe tener cuidado de que A
tenga el sentido correcto (esto es, de que N esté dirigido desde O hasta L). Enton-
ces, la proyeccién buscada es igual al producto escalar P + N. Sin embargo, si se co-
noce el dngulo 6 que forman Py X, la proyeccién también se puede calcular como
P cos 6.

3. Determinacion del momento Moy, de una fuerza con respecto a un eje
dado OL. Se defini6é a My, como

Mor. =X -Mo=A-(r XF) (3.42)

donde N es el vector unitario a lo largo de OL y r es el vector de posicion desde cual-
quier punto sobre la linea OL hasta cualquier punto sobre la linea de accién de F.
Como fue el caso para el momento de una fuerza con respecto a un punto, elegir el
vector de posicién més conveniente simplificard los cdlculos. Ademads, también se de-
be recordar la advertencia de la leccién anterior: los vectores r y F deben tener el
sentido correcto y ser colocados en la férmula en el orden apropiado. El procedi-
miento que se debe seguir cuando se calcula el momento de una fuerza con respec-
to a un eje se ilustra en el inciso ¢) del problema resuelto 3.5. Los dos pasos esencia-
les en este procedimiento son: expresar primero a A, ry F en términos de sus com-
ponentes rectangulares para después evaluar el producto triple escalar N - (r X F)
con el fin de determinar el momento con respecto al eje. En la mayoria de los pro-
blemas tridimensionales, la forma mds conveniente para calcular el producto triple
escalar es emplear un determinante.

Como se mencion6 anteriormente, cuando A estd dirigido a lo largo de uno de los
ejes coordenados, Moy, es igual al componente escalar de My, a lo largo de ese eje.
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4. Determinacion de la distancia perpendicular entre dos lineas. Se debe
recordar que la componente perpendicular F5 de la fuerza F es la que tiende a ha-
cer que el cuerpo rigido gire alrededor de un eje dado OL (figura 3.28). Entonces se
concluye que

MOL =F 2d

donde Moy, es el momento de F alrededor del eje OL y d es la distancia perpen-
dicular entre OL y la linea de accién de F. Esta tltima ecuacién proporciona una téc-
nica simple para determinar d. Primero, supéngase que la fuerza F de magnitud cono-
cida F se encuentra a lo largo de una de las lineas dadas y que el vector unitario \ se
ubica a lo largo de la otra linea. Después, calcule el momento Moy, de la fuerza F con
respecto a la segunda linea con el método que se present6 en los parrafos anteriores.
La magnitud de la componente paralela de F, Fy, se obtiene utilizando el producto es-
calar:

Fi=F-\
El valor de F; se determina a partir de
Fy = VF> - F}

Por dltimo, se sustituyen los valores de Mo, y Fs en la ecuacion Moy, = Fad y se re-
suelve para d.

Ahora se puede comprender que el cdlculo de la distancia perpendicular en el inci-
so d) del problema resuelto 3.5 se simplificé debido a que P era perpendicular a la
diagonal AG. Como, en general, las dos lineas dadas no serdn perpendiculares, la téc-
nica recién descrita se debe emplear cuando se desee determinar la distancia per-
pendicular entre ellas.
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Problemas

B 3.35 Dados los vectores P = 3i —j + 2k, Q = 4i + 5j — 3ky S =
—2i + 3j — k, calcule los productos escalares P - Q, P - Sy Q - S.

Figura P3.36

3.36 Obtenga los productos escalares B - Cy B’ - C, donde B = B’,
y utilice los resultados obtenidos para demostrar la identidad

cosacosB=%cos(a+B)+écos(a—B).

3.37 Laseccién AB de una tuberia se encuentra en el plano yz y forma
un dngulo de 37° con el eje z. Las lineas ramales CD y EF se unen a AB

como se muestra en la figura. Determine el angulo que forman los tubos AB
y CD.

3.38 Laseccion AB de una tuberfa se encuentra en el plano yz y forma
un dngulo de 37° con el eje z. Las lineas ramales CD y EF se unen a AB
como se muestra en la figura. Determine el dngulo que forman los tubos AB
y EF.

3.39 Determine el dngulo formado por los tirantes AB y AC de la red
de voleibol que se muestra en la figura.

Figura P3.37 y P3.38

Figura P3.39 y P3.40

3.40 Determine el dngulo formado por los tirantes AC y AD de la red
de voleibol que se muestra en la figura.

3.41  Si se sabe que la tensién en el cable AC es de 1 260 N, deter-
mine a) el dngulo entre el cable AC y el aguilén AB, b) la proyeccién sobre
AB de la fuerza ejercida por el cable AC en el punto A.

z \¥| 3.42  Si se sabe que la tension en el cable AD es de 405 N, determine

Figura P3.41y P3.42 a) el angulo entre el cable AD vy el aguilén AB, b) la proyeccién sobre AB de
la fuerza ejercida por el cable AD en el punto A.
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3.43 Elcollarin P se puede mover alo largo de la barra OA. Una cuerda
eldstica PC estd unida al collarin y al elemento vertical BC. Si se sabe que la
distancia del punto O al punto P es de 6 in. y que la tensién en la cuerda es
de 3 Ib, determine @) el dngulo entre la cuerda eldstica y la barra OA y D) la
proyeccion sobre OA de la fuerza ejercida por la cuerda PC en el punto P.

3.44 Elcollarin P se puede mover alo largo de la barra OA. Una cuerda
eldstica PC estd unida al collarin y al elemento vertical BC. Determine la dis-
tancia de O a P para la cual la cuerda PC y la barra OA son mutuamente per-
pendiculares.

3.45 Determine el volumen del paralelepipedo de la figura 3.25 si a)
P=4i 3j+2kQ=-2-5+kyS=7i+j-kbP=>5—j+
6k, Q =2 +3j + kyS = —3i — 2j + 4k.

3.46 Dados los vectores P = 4i — 2j + 3k, Q = 2i + 4j -5k, y S =
S —j + 2k, determine el valor de S, para el cual los tres vectores son co-
planares.

3.47 La tapa ABCD de un badl de 0.61 X 1.00 m tiene bisagras a lo
largo de AB y se mantiene abierta mediante una cuerda DEC que pasa so-
bre un gancho en E sin friccién. Si la tension de la cuerda es de 66 N, de-
termine el momento de la fuerza ejercida por la cuerda en D respecto de
cada uno de los ejes coordenados.

0.11m

0

Figura P3.47 y P3.48

3.48 La tapa ABCD de un badl de 0.61 X 1.00 m tiene bisagras a lo
largo de AB y se mantiene abierta mediante una cuerda DEC que pasa so-
bre un gancho en E sin friccién. Si la tension de la cuerda es de 66 N, de-
termine el momento de la fuerza ejercida por la cuerda en C respecto de
cada uno de los ejes coordenados.

9in.
V4

Figura P3.43 y P3.44
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Figura P3.51

0.925 m

Figura P3.55

3.49 Para levantar una caja pesada, un hombre usa un bloque y un
polipasto y los sujeta a la parte inferior de la viga T mediante el gancho B. Si
se sabe que los momentos, de los ejes y y z, de la fuerza ejercida en B por
el tramo AB de la cuerda son, respectivamente, de 120 N - m y —460 N - m,
determine la distancia a.

3.50 Para levantar una caja pesada, un hombre usa un bloque y un
polipasto y los sujeta a la parte inferior de la viga T mediante el gancho B. Si
se sabe que el hombre aplica una fuerza de 195 N al extremo A de la cuerda
y que el momento de esa fuerza alrededor del eje y es de 132 N - m, de-
termine la distancia a.

3.51 Una lancha pequefia cuelga de dos grias, una de las cuales se
muestra en la figura. Se sabe que el momento alrededor del eje z de la fuerza
resultante R, ejercida sobre la gria en A no debe exceder 279 1b - ft en va-
lor absoluto. Determine la méxima tensién permisible en la linea ABAD
cuando x = 6 ft.

3.52 Para la grda del problema 3.51, determine la méxima distancia
permisible x cuando la tensién en la linea ABAD es de 60 Ib.

3.53 Para aflojar una vilvula congelada, se aplica una fuerza F sobre
la manivela con una magnitud de 70 Ib. Si se sabe que 6 = 25°, M, = —61
Ib-ftyM, = —431b - ft, determine ¢y d.

z
Figura P3.53 y P3.54

3.54 Cuando se aplica una fuerza F sobre la manivela de la valvula
mostrada en la figura, sus momentos alrededor de los ejes x y z son M, =
—771b - fty M, = =81 1b - ft, respectivamente. Si d = 27 in., determine el
momento M, de F alrededor del eje .

3.55 El marco ACD estd articulado en A y D y se sostiene por medio
de un cable, el cual pasa a través de un anillo en B y estd unido a los gan-
chos en G y H. Si se sabe que la tensién en el cable es de 450 N, determine
el momento respecto de la diagonal AD de la fuerza ejercida sobre el marco
por el tramo BH del cable.
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3.56 En el problema 3.55 determine el momento respecto de la dia-
gonal AD de la fuerza ejercida sobre el marco por el tramo BG del cable.

3.57 La placa triangular ABC se sostiene mediante soportes de rétula
en By Dy se mantiene en la posicion mostrada mediante los cables AE y
CF. Si la fuerza ejercida por el cable AE en A es de 55 N, determine el mo-
mento de esa fuerza respecto de la linea que une los puntos D y B.

Figura P3.57 y P3.58

3.58 La placa triangular ABC se sostiene mediante soportes de rétula
en B y D y se mantiene en la posicién mostrada mediante los cables AE y
CF. Si la fuerza ejercida por el cable CF en C es de 33 N, determine el mo-
mento de esa fuerza respecto de la linea que une los puntos D y B.

3.59  Un tetraedro regular tiene seis lados de longitud a. Si una fuerza
P se aplica a lo largo del borde BC como se muestra en la figura. Determine
el momento de la fuerza P alrededor del borde OA.

B P
Figura P3.59 y P3.60

3.60 Un tetraedro regular tiene seis lados de longitud a. @) Demues-
tre que dos bordes opuestos, como OA y BC, son perpendiculares entre si.
b) Use esta propiedad y el resultado obtenido en el problema 3.59 para de-
terminar la distancia perpendicular entre los bordes OA y BC.
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106 Cuerpos rigidos: sistemas equivalentes 3.61 Un letrero erigido sobre suelo irregular se sostiene mediante los
cables atirantados EF y EG. Si la fuerza ejercida por el cable EF en E es de
46 1b, determine el momento de esa fuerza alrededor de la linea que une los
puntos Ay D.

de fuerza

Figura P3.61y P3.62

3.62  Un letrero erigido sobre suelo irregular se sostiene mediante los
cables atirantados EF y EG. Si la fuerza ejercida por el cable EG en E es de
54 1b, determine el momento de esa fuerza alrededor de la linea que une los
puntos Ay D.

3.63 Dos fuerzas F; y F; en el espacio tienen la misma magnitud F.
Demuestre que el momento de F; alrededor de la linea de accién de Fy es
igual al momento de Fy alrededor de la linea de accién de F;.

*3.64 En el problema 3.55 determine la distancia perpendicular entre
el tramo BH del cable y la diagonal AD.

*3.65 En el problema 3.56 determine la distancia perpendicular entre
el tramo BG del cable y la diagonal AD.

*3.66 En el problema 3.57 determine la distancia perpendicular entre
el cable AE y la linea que une los puntos D y B.

*3.67 En el problema 3.58 determine la distancia perpendicular entre
el cable CF y la linea que une los puntos D y B.

*3.68 En el problema 3.61 determine la distancia perpendicular entre
el cable EF y la linea que une los puntos A y D.

*3.69 En el problema 3.62 determine la distancia perpendicular entre
el cable EG y la linea que une los puntos A y D.
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3.12. MOMENTO DE UN PAR 3.12. Momento de un par {7

Se dice que dos fuerzas F y —F que tienen la misma magnitud, lineas
de accion paralelas y sentidos opuestos forman un par (figura 3.30).
Obviamente, la suma de las componentes de las dos fuerzas en cual-
quier direccién es igual a cero. Sin embargo, la suma de los momen- /
tos de las dos fuerzas con respecto a un punto dado no es cero. Aun-
que las dos fuerzas no originardn una traslacién del cuerpo sobre /
el que estdn actuando, éstas si tenderdn a hacerlo rotar.

Al representar con r, y rp, respectivamente, a los vectores de po- Figura 3.30
sicién de los puntos de aplicacién de F y —F (figura 3.31), se encuen-
tra que la suma de los momentos de las dos fuerzas con respecto a O es y

rAaXF+rg X (=F)=(ry —1r3) XF

Si se define ry — rz = r, donde r es el vector que une los puntos de
aplicacién de las dos fuerzas, se concluye que la suma de los momen-
tos de F y —F, con respecto a O, estd representado por el vector

M=rXxF (3.47)

El vector M se conoce como el momento del par; se trata de un vec-
tor perpendicular al plano que contiene las dos fuerzas y su magnitud
estd dada por

Figura 3.31
M =rFsen 0 = Fd (3.48)

donde d es la distancia perpendicular entre las lineas de acciéon de F
y —F. El sentido de M estd definido por la regla de la mano derecha.

Como el vector r en (3.47) es independiente de la eleccion del ori-
gen O de los ejes coordenados, se observa que se obtendrfa el mismo
resultado si los momentos de F y —F se hubieran calculado con res-
pecto a un punto O'. Por tanto, el momento M de un par es un vec-
tor libre (seccién 2.3) que puede ser aplicado en cualquier punto (fi-
gura 3.32).

A partir de la definicién del momento de un par también se con-
cluye que dos pares, uno constituido por las fuerzas F, y —F, y el otro
constituido por las fuerzas Fy y —F, (figura 3.33) tendrdn momentos
iguales si

Figura 3.32

F1d1 = F2d2 (349)

y si los dos pares se encuentran en planos paralelos (o en el mismo pla-
no) y tienen el mismo sentido.

| J
LA
Fotografia 3.1 Las fuerzas paralelas de
igual magnitud ejercidas hacia arriba y
hacia abajo sobre los brazos de la cruceta,
Figura 3.33 son ejemplo de un par.
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20 1b

Figura 3.34

3.13. PARES EQUIVALENTES

La figura 3.34 muestra tres pares que actian de manera sucesiva sobre
la misma caja rectangular. Como se vio en la seccién anterior, el tinico
movimiento que un par le puede impartir a un cuerpo rfgido €s una ro-
tacion. Como cada uno de los tres pares mostrados tiene el mismo mo-
mento M (la misma direccién y la misma magnitud M = 1201b - in.), se
puede esperar que los tres pares tengan el mismo efecto sobre la caja.

Y y
M

30 1b

b) c)

Por mds razonable que parezca esta conclusién, no debe aceptarse
de inmediato. Aunque la intuicién es de gran ayuda en el estudio de la
mecénica, no debe ser aceptada como un sustituto del razonamiento 16-
gico. Antes de establecer que dos sistemas (o grupos) de fuerzas tienen
el mismo efecto sobre un cuerpo rigido, esto debe demostrarse con ba-
se en la evidencia experimental que se ha presentado hasta este momen-
to. Esta evidencia consiste en la ley del paralelogramo para la suma de
dos fuerzas (seccion 2.2) y en el principio de transmisibilidad (seccion
3.3). Por tanto, se establecerd que dos sistemas de fuerzas equivalentes
(esto es, que dichos sistemas tienen el mismo efecto sobre un cuerpo ri-
gido) si pueden transformar a uno de ellos en el otro por medio de una
o varias de las siguientes operaciones: 1) reemplazar dos fuerzas que ac-
tian sobre la misma particula por su resultante, 2) descomponer a una
fuerza en dos componentes, 3) cancelar dos fuerzas iguales y opuestas
que acttan sobre la misma particula, 4) unir a la misma particula dos
fuerzas iguales y opuestas y 5) mover una fuerza a lo largo de su linea de
accion. Cada una de estas operaciones se justifica facilmente con base
en la ley del paralelogramo o en el principio de transmisibilidad.

Ahora se procede a demostrar que dos pares que tienen el mismo
momento M son equivalentes. Primero se consideran dos pares conte-
nidos en el mismo plano y se supone que dicho plano coincide con el
plano de la figura (figura 3.35). El primer par estd constituido por las
fuerzas F, y —F; de magnitud Fy, las cuales estdn localizadas a una
distancia d; entre si (figura 3.35a), y el segundo par estd constituido
por las fuerzas Fo y —F5 de magnitud Fs, localizadas a una distancia
ds entre si (figura 3.35d). Como los dos pares tienen el mismo momen-
to M, que es perpendicular al plano de la figura, ambos pares deben
tener el mismo sentido (el cual se ha supuesto contrario al movimien-
to de las manecillas del reloj) y la relacién

Fldl = F2d2 <349)
debe ser satisfecha. Para comprobar que los dos pares son equivalentes,

se debe demostrar que el primer par puede ser transformado en el se-
gundo por medio de las operaciones enumeradas con anterioridad.
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a) b) c)
Figura 3.35

Al representar con A, B, C y D los puntos de interseccién de las li-
neas de accién de los dos pares, se deslizan primero las fuerzas F; y
—F, hasta que estén unidas, respectivamente, a A y B, como se mues-
tra en la figura 3.35b. Entonces, la fuerza F; se descompone en una
componente P a lo largo de la linea AB y una componente Q a lo lar-
go de AC (figura 3.35¢); similarmente, la fuerza —F; se descompone
en —P alo largo de AB y en —Q alo largo de BD. Las fuerzas Py —P
tienen la misma magnitud, la misma linea de acci6n y sentidos opues-
tos; tales fuerzas pueden moverse a lo largo de su linea de accién co-
min hasta aparecer aplicadas en el mismo punto para que, entonces,
puedan ser canceladas. Por tanto, el par formado por Fy y —F; se re-
duce al par constituido por Q y —Q.

A continuacién se comprueba que las fuerzas Q y —Q son iguales,
respectivamente, a las fuerzas —F5 y Fy. El momento del par formado
por Q y —Q puede obtenerse calculando el momento de Q con respec-
to a B; en forma similar, el momento del par formado por F; y —F; es
el momento de F; con respecto a B. Pero, por el teoroma de Varignon,
el momento de F; es igual a la suma de los momentos de sus compo-
nentes Py Q. Como el momento de P con respecto a B es igual a ce-
ro, el momento del par formado por Q y —Q debe ser igual al momen-
to del par formado por F; y —F;. Recordando (3.49), se escribe

Por tanto, las fuerzas Q y —Q son iguales, respectivamente, a las fuer-
zas —F5 y Fy, y el par de la figura 3.35a es equivalente al par de la fi-
gura 3.35d.

Considere ahora dos pares contenidos en planos paralelos P y Py; a
continuacién se demostrard que dichos pares son equivalentes si tienen
el mismo momento. En virtud de lo que se ha presentado hasta ahora, se
puede suponer que ambos pares estin constituidos por fuerzas que tie-
nen la misma magnitud F y que acttian a lo largo de lineas paralelas (fi-
gura 3.36a y d). Se pretende demostrar que el par contenido en el plano
P, puede ser transformado en el par contenido en el plano P, por medio
de las operaciones estindar que ya se mencionaron.

Considere dos planos definidos, respectivamente, por las lineas de
accion de F, y —F, y por las lineas de accién de —F, y F, (figura 3.36D).
En un punto sobre la linea de interseccién de los dos planos se unen
dos fuerzas F5 y —F;, que son iguales, respectivamente, a F; y —F;.
El par formado por F; y —F;5 puede ser reemplazado por un par cons-
tituido por F5 y —Fj (figura 3.36¢) puesto que, obviamente, ambos pa-
res tienen el mismo momento y estin contenidos en el mismo plano.
En forma andloga, el par formado por —F; y F5 puede ser reemplaza-
do por un par constituido por—F5 y F5. Cancelando las dos fuerzas igua-

Figura 3.36
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11(Q Cuerpos rigidos: sistemas equivalentes les y opuestas F3 y —F3, se obtiene el par deseado en el plano P, (fi-
de fuerza

gura 3.36d). En este sentido, se concluye que dos pares que tienen el
mismo momento M son equivalentes si estdn contenidos en el mismo
plano o en planos paralelos.

La propiedad que se acaba de establecer es muy importante para
entender correctamente la mecanica de los cuerpos rigidos. Esta pro-
piedad indica que cuando un par actia sobre un cuerpo rigido, es irre-
levante dénde actiian las dos fuerzas que forman al par o cudles son la
magnitud y la direccién que esas fuerzas tienen. Lo tinico que importa
es el momento del par (su magnitud y direccion). Los pares con el mis-
mo momento tendrdn el mismo efecto sobre el cuerpo rigido.

3.14. ADICION O SUMA DE PARES

Considere dos planos P, y P5 que se intersecan y dos pares que actdan,
respectivamente, en Py y Ps. Se puede suponer, sin perder la genera-
lidad, que el par en Py consta de dos fuerzas F, y —F; perpendicula-
res a la linea de interseccion de los dos planos y que actian, respecti-
vamente, en A y B (figura 3.37a). En forma similar, se supone que el
par en P, consta de dos fuerzas Fy y —F; perpendiculares a AB y que
actdan, respectivamente, en A y B. Es obvio que la resultante R de F,
y Fy y la resultante —R de —F; y —F, forman un par. Si se represen-
ta con r el vector que une a B con A y si recordamos la definicién de
par (seccién 3.12), el momento M del par resultante queda expresado
como sigue:

M=rXxR=rX F, +F,)
y, por el teorema de Varignon,
M=rX Fl +rX F2

Pero el primer término en la expresién obtenida representa al momento
M, del par en P; y el segundo término representa al momento M del
par en Py. Asi se tiene

b) M =M, +M, (3.50)
y se concluye que la suma de dos pares cuyos momentos son iguales a

M; y M; es un par de momento M igual a la suma vectorial de M; y
M, (figura 3.37D).

Figura 3.37

3.15. LOS PARES PUEDEN REPRESENTARSE
POR MEDIO DE VECTORES

Como se vio en la seccién 3.13, los pares que tienen el mismo momen-
to, sin importar si actian en el mismo plano o en planos paralelos, son
equivalentes. Por tanto, no hay necesidad de dibujar las fuerzas que en
realidad forman un par dado con el propésito de definir el efecto que
dicho par tiene sobre un cuerpo rigido (figura 3.38a). Es suficiente di-
bujar una flecha igual en magnitud y direcciéon al momento M del par
(figura 3.38b). Por otra parte, en la seccién 3.14 quedé expresado que
la suma de dos pares es otro par y que el momento M del par resul-
tante puede obtenerse mediante la suma vectorial los momentos M; y
M., de los pares dados. Por consiguiente, los pares obedecen la ley pa-
ra la adicién de vectores y la flecha usada en la figura 3.38b para re-
presentar al par definido en la figura 3.38a puede considerarse como
un vector verdadero.
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El vector que representa un par recibe el nombre de vector de par. 316 Descomposieion de una fuerza dada 419
Obsérvese que en la figura 3.38 se us6 una flecha roja para distinguir al rene
vector de par, la cual representa al par mismo, del momento del par, que
se representd con una flecha verde en figuras anteriores. Nétese tam-
bién que se ha agregado el simbolo Y a esta flecha roja con el fin de evi-
tar cualquier confusién con los vectores que representan fuerzas. El vec-
tor de par, como el momento de un par, es un vector libre. Por tanto, su
punto de aplicacién puede ser elegido en el origen del sistema de coor-
denadas si asi se desea (figura 3.38¢). Ademis, el vector del momento M
se puede descomponer en componentes vectoriales M, M, y M_, las
cuales estdn dirigidas a lo largo de los ejes coordenados (figura 3.38d).

Esas componentes vectoriales representan pares que actdan, respecti-
vamente, en los planos yz, zx y xy.

<

I “f M=ra) 7

a) b) c) d)
Figura 3.38

3.16. DESCOMPOSICION DE UNA FUERZA DADA
EN UNA FUERZA EN O Y UN PAR

Considere una fuerza F que actda sobre un cuerpo rigido en un pun-
to A definido por el vector de posicién r (figura 3.39a). Suponga que
por alguna razon se quiere que la fuerza actiie en el punto O. Aunque
F se puede mover a lo largo de su linea de accién (principio de trans-
misibilidad), no es posible moverla al punto O, que no se encuentra
sobre la linea de accién original de la fuerza, sin modificar el efecto
que F tiene sobre el cuerpo rigido.

Figura 3.39

Sin embargo, pueden unirse dos fuerzas al punto O, una igual a F

y otra igual a —F, sin modificar el efecto que la fuerza original tiene so-

bre el cuerpo rigido (figura 3.39b). Como una consecuencia de esta

transformacion, ahora una fuerza F se aplica en O; las otras dos fuerzas
www.geocienciasvirtual.blogspot.com.co
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N 0
— @)
c)
Figura 3.39 (repetida)
a)
Figura 3.40

Fotografia 3.2 La fuerza ejercida por cada mano
sobre la llave puede reemplazarse por un sistema
equivalente fuerza-par que actua sobre la tuerca.
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forman un par con un momento My = r X F. Por tanto, cualquier fuer-
za F que actiie sobre un cuerpo rigido puede ser trasladada a un punto
arbitrario O siempre y cuando se agregue un par cuyo momento sea igual
al momento de F con respecto a O. El par tiende a impartirle al cuerpo
rigido el mismo movimiento de rotacién alrededor de O que la fuerza F
ocasionaba antes de que fuera trasladada al punto O. El par se represen-
ta por el vector de par Mo que es perpendicular al plano que contiene
aryaF. Como My es un vector libre, puede ser aplicado en cualquier
lugar; sin embargo, por conveniencia, usualmente el vector de par se fi-
jaen O, junto con F, y se hace referencia a la combinacién obtenida co-
mo un sistema fuerza-par (figura 3.39¢).

Sila fuerza F se hubiera trasladado del punto A a un punto diferen-
te O’ (figura 3.40a y c), se tendria que calcular el momento My, = r’
X F de F con respecto a O'y se hubiera fijado a O’ un nuevo sistema
fuerza-par constituido por F y por el vector de par M. La relacién que
existe entre los momentos de F con respecto a O y a O’ se obtiene

My =rXF=(r+s)XF=rXF+sXF
My =My +sXF (3.51)

donde s es el vector que une a O’ con O. De esta manera, el momento
My de F con respecto a O’ se obtiene sumédndole al momento My, de
F con respecto a O el producto vectorial s X F que representa el mo-
mento con respecto a O de la fuerza F aplicada en O.

Mo
F
J ] ) ol/'éF
- N - &
—_— S — S
o 0 T~
Mo
b) c)

Este resultado también pudo obtenerse observando que, para tras-
ladar a O al sistema fuerza-par unido a O (figura 3.40b y ¢), el vector
de par My, se puede mover libremente a O'; sin embargo, para mover
la fuerza F de O a O’ es necesario agregarle a F un vector de par cuyo
momento sea igual al momento con respecto a O’ de la fuerza F apli-
cada en O. Por tanto, el vector de par Mo debe ser igual a la suma de
My y el vector s X F.

Como ya se ha mencionado, el sistema fuerza-par obtenido a partir
de trasladar una fuerza F de un punto A a un punto O consta de un vec-
tor de fuerza F y de un vector de par Mg perpendicular a F. Por el con-
trario, cualquier sistema fuerza-par que conste de una fuerza F y de un
vector de par Mo que sean mutuamente perpendiculares, puede ser
reemplazado por una sola fuerza equivalente. Esto se lleva a cabo mo-
viendo la fuerza F en el plano perpendicular a My, hasta que su momen-
to con respecto a O sea igual al momento del par que se desea eliminar.



PROBLEMA RESUELTO 3.6

Determine las componentes del par simple que es equivalente a los dos pa-
res mostrados.

SOLUCION

Los célculos se simplificardn si se fijan en A dos fuerzas de 20 Ib iguales y
opuestas. Esto permitird reemplazar al par original de las fuerzas de 20 Ib
por dos nuevos pares originados por fuerzas de 20 lb, uno de los cuales se
encuentra en el plano zx; el otro se encuentra en un plano paralelo al plano

~ xy. Los tres pares mostrados en el croquis adjunto pueden ser representados
por tres vectores de par M, M,, y M., dirigidos a lo largo de los ejes coorde-
nados. Los momentos correspondientes son

M, = —(301b)(18in.) = —5401b - in.
, = T(201b)(121in.) = +2401b - in.
M. = +(201b)(9in.) = +1801b - in.

=
[

Estos tres momentos representan las componentes del par simple M, equi-
M, = + (2401h -in.)j* valente a los pares dados. Asi, se escribe
b
M, = (540 Ib «in.)i
44% R M = —(5401b - in)i + (240 1b - in.)j + (180 b - in.)k <«
/ M. =+ (180 1b -in.)k
= Solucién alternativa. TLas componentes del par equivalente simple
M también pueden ser determinadas calculando la suma de los momentos
de las cuatro fuerzas dadas con respecto a un punto arbitrario. Si se elige al
punto D, se escribe

M =M = (18in.)j X (=30 1b)k + [(9in.)j — (12 in.)k] X (=20 Ib)i
y después de calcular los diversos productos cruz se tiene

M= —(5401b - in.)i + (2401b - in.)j + (180 1b - in. )k <
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PROBLEMA RESUELTO 3.7

Reemplace el par y la fuerza mostrados en la figura por una sola fuerza equi-
valente aplicada a la palanca. Determine la distancia desde el eje hasta el
punto de aplicacion de esta fuerza equivalente.

/ 400 N

200 N

150 mm

SOLUCION

Primero se reemplazan la fuerza y el par dados por un sistema equivalente
fuerza-par en O. La fuerza F = —(400 N)j se mueve a O y al mismo tiem-
po se agrega un par de momento My, igual al momento con respecto a O,
de la fuerza en su posicién original.

M, = OB x F = [(0.150 m)i + (0.260 m)j] X (—400 N)j

— (60 N+-m)k _ —(60 N - I‘I])k

— (400 N)j

Este par se suma al par formado por las dos fuerzas de 200 N, cuyo par de
momento es igual a —(24 N - m)k y se obtiene un par de momento igual a
—(84 N - m)k. Este dltimo par puede ser eliminado aplicando la fuerza F en
un punto C seleccionado de manera que

— (24 .
(24 N-m)k — (24 N-m)k

150 mm

—~(84N-mk=0C x F
— (400 N)j [(OC) cos 60° + (OC) sen 60°j] X (—400 N)j
60° a = —(OC) cos 60°(400 N)k

m)k

o Entonces, se concluye

(OC) cos 60° = 0.210 m = 210 mm OC =420mm <

Solucién alternativa. Como el efecto de un par no depende de su
— (24 N-m)k ubicacién, el par de momento —(24 N - m)k puede trasladarse a B; por tan-
to, se obtiene un sistema fuerza-par en B. Ahora el par puede ser eliminado
aplicando la fuerza F en un punto C elegido de manera que

—(24N-mk=BC X F

— (24 N-m)k ) .
~ (400 N)j = —(BC) cos 60°(400 N)k

150 mm Asi, se concluye que

(BC) cos 60° = 0.060 m = 60 mm BC = 120 mm
OC = OB + BC = 300 mm + 120 mm OC =420mm <

— (400 N)j

— (400 N)j 60°
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RESOLUCION DE PROBLEMAS

EN FORMA INDEPENDIENTE

En esta leccion se estudiaron las propiedades de los pares. Para resolver los pro-
blemas que se presentan a continuacién es necesario recordar que el efecto neto
de un par consiste en producir un momento M. Como dicho momento es indepen-
diente del punto con respecto al cual se calcula, M es un vector libre vy, por tanto,
permanece inalterado a medida que se mueve de un punto a otro. Ademas, dos pa-
res son equivalentes (esto es, ambos tienen el mismo efecto sobre un cuerpo rigi-
do dado) si producen el mismo momento.

Al determinar el momento de un par, pueden aplicarse todas las técnicas vistas ante-
riormente para calcular momentos. Ademds, como el momento de un par es un vec-
tor libre, debe ser determinado empleando el punto que resulte més conveniente.

En virtud de que el tinico efecto de un par es producir un momento, es posible re-
presentar un par por medio de un vector, el vector de par, que es igual al momento
del par. El vector de par es un vector libre y serd representado por un simbolo es-
pecial, & para distinguirlo de los vectores de fuerza.

Al resolver los problemas propuestos de esta leccién se tendrén que llevar a cabo las
siguientes operaciones:

1. Sumar dos o mds pares. Esto resulta en un nuevo par cuyo momento se ob-
tiene con la suma vectorial de los momentos de los pares dados [problema resuelto
3.6].

2. Reemplazar a una fuerza por un sistema equivalente fuerza-par en un
punto especificado. Como se explicé en la seccién 3.16, la fuerza del sistema
fuerza-par es igual a la fuerza original, mientras que el vector de par requerido es
igual al momento de la fuerza original con respecto al punto dado. Ademds, es im-
portante sefialar que la fuerza y el vector de par son perpendiculares entre si. Por el
contrario, se concluye que un sistema fuerza-par se puede reducir a una sola fuerza
solo si la fuerza y el vector de par son mutuamente perpendiculares (véase el si-
guiente pérrafo).

3. Reemplazar un sistema fuerza-par (con F perpendicular a M) con una
sola fuerza equivalente. Obsérvese que el requisito de que F y M sean mutua-
mente perpendiculares se cumplird en todos los problemas bidimensionales. La
fuerza equivalente tnica es igual a F y se aplica en forma tal que su momento con
respecto al punto original de aplicacion sea igual a M [problema resuelto 3.7].
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Figura P3.71

Problemas

3.70 Dos fuerzas paralelas de 60 N se aplican sobre la palanca que se
muestra en la figura. Determine el momento del par formado por las dos
fuerzas a) sumando los momentos de los dos pares que se generan al des-
componer cada una de las fuerzas en sus componentes horizontal y vertical,
b) empleando la distancia perpendicular entre las dos fuerzas y ¢) haciendo
la sumatoria de los momentos de las dos fuerzas alrededor de A.

Figura P3.70

3.71 Una placa en forma de paralelogramo se somete a la accién de
dos pares. Determine a) el momento del par formado por las dos fuerzas de
21 1b, b) la distancia perpendicular entre las fuerzas de 12 1b si el par resul-
tante de los dos pares es cero y ¢) el valor de a:si d es igual a 42 in. y el par
resultante es de 72 1b - in. en el sentido de las manecillas del reloj.

3.72 Un par M con magnitud de 18 N - m se aplica sobre el mango
de un desarmador para apretar un tornillo en el bloque de madera mostrado.
Determine las magnitudes de las dos fuerzas horizontales minimas que son
equivalentes al par M si se aplican a) en las esquinas A y D, b) en las es-
quinas B y C y ¢) en cualquier parte del bloque de madera.

160 mm

160 mm

Figura P3.72
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3.73 Cuatro clavijas de 1 in. de didmetro estin montadas sobre una Problemas 447
tabla de madera como se muestra en la figura. Dos cuerdas se pasan alre-
dedor de las clavijas y se jalan con las fuerzas indicadas. a) Determine el par
resultante que acttia sobre la tabla. b) Si sélo se usara una cuerda, galrede-
dor de cudles clavijas deberia pasar y en qué direccién deberfa jalarse para
generar el mismo par con la minima tensién en la cuerda? ¢) ¢Cuél es el va-
lor de esa tensién minima?

251b
351b
B
6 in.
351b
C D e y ‘
‘ Sin 8 1b-ft ! D
251b

Figura P3.73y P3.74

3.74  Cuatro clavijas del mismo didmetro estdn montadas sobre una ta-
bla de madera como se muestra en la figura. Dos cuerdas se pasan alrede-
dor de las clavijas y se jalan con las fuerzas indicadas. Determine el didme-
tro de las clavijas si se sabe que el par resultante aplicado a la tabla es de 485
Ib - in, en sentido inverso de las manecillas del reloj.

X
3.75 Los ejes de una transmisién en dngulo estdn sometidos a la ac- Z/’\ _
cién de los dos pares que se muestran en la figura. Reemplace ambos pares 61b-ft
por un solo par equivalente y especifique su magnitud y la direccién de su  Figura P3.75
eje.

3.76 y 3.77 Si P = 0, reemplace los dos pares restantes por un solo
par equivalente, especifique su magnitud y la direccién de su eje.

Figura P3.77 y P3.78

3.78 Si P = 20 Ib, reemplace los tres pares por un solo par equiva-
lente, especifique su magnitud y la direccién de su eje.

3.79 Si P = 20 N, reemplace los tres pares por un solo par equiva-
lente, especifique su magnitud y la direccién de su eje.
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Figura P3.80

3.80 Los ejes Ay B conectan la caja de engranes a los ensambles de
1200 N-m un tractor, y el eje C la conecta con el motor. Los ejes A y B se encuentran
f)!B en el plano vertical yz, mientras que el eje C se dirige a lo largo del eje x.

Reemplace los pares aplicados a los ejes con un solo par equivalente, espe-
cifique su magnitud y la direccién de su eje.

\C‘ c 3.81 Latension en el cable unido al extremo C de un aguil6n ajustable
\ ABC es de 560 Ib. Reemplace la fuerza ejercida por el cable en C por un

x  sistema equivalente fuerza-par @) en A y b) en B.

Figura P3.81

Figura P3.82

1 3.82 Una fuerza P de 160 Ib se aplica en el punto A de un elemento
estructural. Reemplace P @) por un sistema equivalente fuerza-par en C, b)

por un sistema equivalente con una fuerza vertical en B y una segunda fuerza
en D.

3.83 Una fuerza vertical P de 80 N se aplica sobre la manivela de cam-
pana que se muestra en la figura. @) Reemplace P por un sistema fuerza-par
equivalente en B. b) Encuentre las dos fuerzas verticales en C y D que son
equivalentes al par obtenido en el inciso a).

Figura P3.84
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50 mm
I C
o o ®)
BEY
L— 100 mm 4L40 mm’l
Figura P3.83

3.84 Un dirigible se amarra mediante un cable sujeto a la cabina en
B. Si la tension en el cable es de 1 040 N, reemplace la fuerza ejercida por
el cable en B por un sistema equivalente formado por dos fuerzas paralelas
aplicadas en A y C.
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3.85 La fuerza P tiene una magnitud de 250 N y se aplica al extremo
C de una varilla AC de 500 mm, la cual se une a la ménsula en A y en B. Si
se supone que o = 30° y f= 60°, reemplace P por @) un sistema fuerza-par
equivalente en B, b) un sistema equivalente formado por dos fuerzas para-
lelas aplicadas en A y en B.

3.86 Retome el problema 3.85, para ello suponga que o = B = 25°.

3.87 Una fuerza y un par se aplican al extremo de una viga en vola-
dizo como se muestra en la figura. ) Reemplace este sistema por una sola
fuerza F aplicada en el punto C, y determine la distancia d desde C hasta
una linea que pasa por los puntos D y E. b) Resuelva el inciso a) suponiendo
que se intercambian las direcciones de las dos fuerzas de 360 N.

3.88 Las fuerzas cortantes ejercidas sobre la seccién transversal de un
canal de acero pueden representarse mediante una fuerza vertical de 900 N
y dos fuerzas horizontales de 250 N, como se muestra en la figura. Reem-
place esta fuerza y par con una sola fuerza F aplicada en el punto C, y de-
termine la distancia x desde C hasta la linea BD. (El punto C se define como
el centro cortante de la seccién.)

|<—120 mm T X

Ay ?
250 N
90 mm
| | e
T *9001\'
90 mm
fae—
E™" 950N b
Figura P3.88

3.89 En el proceso de roscado de un barreno, un trabajador aplica a
la palanca del maneral las fuerzas horizontales mostradas en la figura. De-
muestre que estas fuerzas son equivalentes a una sola fuerza resultante y de-
termine, si es posible, el punto de aplicacion de la fuerza resultante sobre la

palanca.

3.90 Tres varillas de control unidas a la palanca ABC ejercen sobre
ésta las fuerzas mostradas en la figura. @) Reemplace las tres fuerzas por un
sistema fuerza-par equivalente en B. b) Determine la fuerza tinica que es
equivalente al sistema fuerza-par obtenido en el inciso a), y especifique el
punto de aplicacién sobre la palanca.

2
01b 200

Figura P3.90

Figura P3.85

Figura P3.87

Figura P3.89
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300 N
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Figura P3.91
| y
K 100 mm
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L
o 160 mm x
Figura P3.93

3.91 Una placa hexagonal estd sometida a la fuerza Py al par que se
muestran en la figura. Determine la magnitud y la direccién de la fuerza mi-
nima P con la que este sistema se puede sustituir por una sola fuerza apli-
cada en E.

3.92 Una placa rectangular estd sometida a la fuerza y al par que se
muestran en la figura. Este sistema debe reemplazarse por una sola fuerza
equivalente. a) Para a = 40°, especifique la magnitud y la linea de accién
de la fuerza equivalente. b) Especifique el valor de ¢ si la linea de accién de
la fuerza equivalente debe intersecar a la linea CD, 300 mm a la derecha
de D.

(4
15N N
A '  /
-— B
240
[ Y415N
C

D
400 mm —— |

Figura P3.92

3.93  Una fuerza excéntrica, compresiva P de 1 220 N se aplica al ex-
tremo de una viga en voladizo. Reemplace P por un sistema fuerza-par equi-
valente en G.

3.94 Para mantener cerrada una puerta, se usa una tabla de madera
colocada entre el piso y la perilla del cerrojo de la puerta. La fuerza que la
tabla ejerce en B es de 175 N y estd dirigida a lo largo de la linea AB. Reem-
place esta fuerza por un sistema equivalente fuerza-par en C.

100 mm _~_

z

Figura P3.94
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3.95 Tres cables atirantados sostienen una antena, como se muestra Problemas 421
en la figura. Si se sabe que la tensién en el cable AB es de 288 Ib, reemplace
la fuerza ejercida por el cable AB en A con un sistema fuerza-par equiva-
lente en el centro O de la base de la antena.

Figura P3.95 y P3.96

3.96 Tres cables atirantados sostienen una antena, como se muestra
en la figura. Si se sabe que la tension en el cable AD es de 270 Ib, reemplace
la fuerza ejercida por el cable AD en A con un sistema fuerza-par equiva-
lente en el centro O de la base de la antena.

3.97 Reemplace la fuerza de 150 N por un sistema fuerza-par equi-
valente en A.

3.98 Una fuerza F; de 77 N y un par M, de 31 N - m se aplican en
la esquina E de la placa doblada que se muestra en la figura. Si F; y M,
deben reemplazarse por un sistema equivalente fuerza-par (Fa, Ms) en la es-
quina B y si (My). = 0, determine «) la distancia d y b) Fy y M.

Figura P3.97

Figura P3.98
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b)
R
S
O
c)
Figura 3.41
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3.99 Una fuerza F de 46 Ib y un par M de 2 120 Ib - in., se aplican a
la esquina A del bloque mostrado en la figura. Reemplace el sistema fuerza-
par dado por un sistema equivalente fuerza-par en la esquina H.

P

Figura P3.99

3.100 El pulidor manual de una rectificadora industrial en miniatura
pesa 0.6 1b y su centro de gravedad estd localizado sobre el eje y. La cabeza
del pulidor estd desviada del plano xz de tal forma que la linea BC forma un
dngulo de 25° con la direccién x. Muestre que el peso del pulidor manual y
los dos pares M; y M; se pueden reemplazar por una sola fuerza equivalente.
Ademds, si se supone que M; = 0.681b - in. y My = 0.65 Ib - in., determine
a) la magnitud y la direccién de la fuerza equivalente y b) el punto donde su
linea de accién interseca al plano xz.

3.17. REDUCCION DE UN SISTEMA DE FUERZAS
A UNA FUERZAY UN PAR

Considérese un sistema de fuerzas Fy, Fs, F5, . . . que actdan sobre
un cuerpo rigido en los puntos A, As, A, . . ., definidos por los vec-
tores de posicion ry, 1, 13, etc. (hgura 3.41a). Como se vio en la sec-
cién anterior, F; puede ser trasladada de A; a un punto dado O, si se
agrega al sistema original de fuerzas un par de momento My, igual al
momento r; X F; de F; con respecto a O. Si se repite este procedi-
miento con Fy, F3, . . ., se obtiene el sistema mostrado en la figura
3.41b, que consta de: las fuerzas originales, ahora actuando en O, y los
vectores de par que han sido agregados. Como ahora las fuerzas son
concurrentes, pueden ser sumadas vectorialmente y reemplazadas por
su resultante R. De manera similar, los vectores de par My, My, Mj;, .
. . pueden sumarse vectorialmente y ser reemplazados por un solo vec-
tor de par Mg, Por tanto, cualquier sistema de fuerzas, sin importar
qué tan complejo sea, puede ser reducido a un sistema equivalente fuer-
za-par que actia en un punto dado O (hgura 3.41c). Se debe observar
que mientras cada uno de los vectores de par My, Mo, M3, . . ., enla
figura 3.41b es perpendicular a la fuerza que le corresponde, en gene-
ral la fuerza resultante Ry el vector de par resultante Mg en la figura
3.41c¢ no seran perpendiculares entre si.
%Iogspot.com.co



El sistema equivalente fuerza-par estd definido por las ecuaciones
R=3F ME=3M,=23(rXF) (3.52)

las cuales expresan que la fuerza R se obtiene sumando todas las fuer-
zas del sistema, mientras que el momento del vector de par resultante
MZ, denominado momento resultante del sistema, se obtiene sumando
los momentos de todas las fuerzas del sistema con respecto a O.

Una vez que un sistema de fuerzas dado se ha reducido a una fuer-
za y un par que actia en el punto O, dicho sistema puede reducirse a
una fuerza y un par actuando en cualquier otro punto O'. Mientras que
la fuerza resultante R permanecera inalterada, el nuevo momento resul-
tante Mgy serd igual a la suma de M§ y el momento con respecto a O’
de la fuerza R unida a O (figura 3.42). Entonces se tiene

ME =ME +s xR (3.53)

En la prictica, la reduccion de un sistema de fuerzas dado a una so-
la fuerza R actuando en O y un vector de par MZ serd llevada a cabo en
términos de las componentes. Descomponiendo cada vector r y cada
fuerza F del sistema en sus componentes rectangulares, se escribe

r=xi+yj+zk (3.54)
F = Fi+ Fj+ Fk (3.55)

Al sustituir r y F en (3.52) y factorizar a los vectores unitarios i, j y k,
se obtiene la siguiente expresién para Ry Mg:

R=Ri+Rj+Rk Mj=Mi+Mj+Mk (3.56)

Las componentes R,, R!/, R_ representan, respectivamente, las sumas
de las componentes x, y y z de las fuerzas dadas y miden la tendencia
del sistema a impartir al cuerpo rigido un movimiento de traslacién en
la direccién de x, y o z. Asimismo, las componentes ME, Mf, ME re-
presentan la suma de los momentos de las fuerzas dadas con respecto
a, respectivamente, los ejes x, y y z y miden la tendencia del sistema
a impartir al cuerpo rigido un movimiento de rotacion alrededor de los
ejes, x, i o z.

Si se desea conocer la magnitud y la direccién de la fuerza R, éstas
se pueden obtener a partir de las componentes R,, R, y R. por medio de
las relaciones (2.18) y (2.19) de la secci6én 2.12; célculos similares pro-
porcionardn la magnitud y la direccién del vector de par ME.

3.18. SISTEMAS EQUIVALENTES DE FUERZAS

En la seccién anterior se vio que cualquier sistema de fuerzas que ac-
tia sobre un cuerpo rigido puede reducirse a un sistema fuerza-par
actuando en un punto dado O. Este sistema equivalente fuerza-par ca-
racteriza completamente el efecto del sistema de fuerzas dado sobre el
cuerpo rigido. Por tanto, dos sistemas de fuerzas son equivalentes si
pueden ser reducidos al mismo sistema fuerza-par en un punto dado
O. Recuérdese que el sistema fuerza par en O se define por medio de
las relaciones (3.52), se establece que dos sistemas de fuerzas ¥y, Fy,

3.18. Sistemas equivalentes de fuerzas 1 23

R

Figura 3.42
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Fotografia 3.3 Si se analiza el movimiento del
carrito de la fotografia, las fuerzas ejercidas sobre
éste por el nifio pueden reemplazarse por un
sistema fuerza-par equivalente.

Fs,. . ., yF, Fy Fi . . ., queactiian sobre el mismo cuerpo rigido
son equivalentes si, y sélo si, respectivamente, las sumas de las fuerzas
y las sumas de los momentos con respecto a un punto dado O de las
fuerzas de los dos sistemas son iguales. Expresadas en forma matema-
tica, las condiciones necesarias y suficientes para que los dos sistemas
de fuerzas sean equivalentes son las siguientes

2F = 2F' y 2Mp = 2ZMp (3.57)

Obsérvese que para demostrar que dos sistemas de fuerzas son equiva-
lentes, la segunda de las relaciones (3.57) se debe establecer con res-
pecto a un solo punto O. Sin embargo, ésta se cumplird con respecto
a cualquier punto si los dos sistemas de fuerzas son equivalentes.

Al descomponer las fuerzas y los momentos de (3.57) en sus ele-
mentos rectangulares, pueden expresarse las condiciones necesarias y
suficientes para la equivalencia de dos sistemas de fuerzas que actian
sobre un cuerpo rigido de la siguiente manera:

SF, = SF. SF, = 3F, SF. = SF.

SM,=3M, SM,=3M, SM,=3M. (3.58)

Estas ecuaciones tienen una interpretacion fisica simple; expresan que
dos sistemas de fuerzas son equivalentes si tienden a impartirle al cuer-
po rigido 1) la misma traslacién en las direcciones de x, y y z y 2) la
misma rotacion alrededor de los ejes x, y y z respectivamente.

3.19. SISTEMAS EQUIPOLENTES DE VECTORES

Cuando dos sistemas de vectores satisfacen las ecuaciones (3.57) o
(3.58), esto es, cuando respectivamente sus resultantes y sus momen-
tos resultantes con respecto a un punto arbitrario O son iguales, se di-
ce que los dos sistemas son equipolentes. Por tanto, el resultado que
se acaba de establecer en la seccién anterior se puede enunciar como
sigue: si dos sistemas de fuerzas que actiian sobre un cuerpo rigido son
equipolentes, entonces ambos también son equivalentes.

Es importante sefialar que este enunciado no se aplica a cualquier
sistema de vectores. Considérese, por ejemplo, un sistema de fuerzas
que actian sobre un conjunto independiente de particulas que no for-
man un cuerpo rigido. Es posible que un sistema de fuerzas diferentes
que actdan sobre las mismas particulas pueda ser equipolente al prime-
ro, esto es, que dicho sistema tenga la misma resultante y el mismo mo-
mento resultante. Sin embargo, como ahora actuardn diferentes fuerzas
sobre cada una de las particulas, los efectos de dichas fuerzas sobre es-
tas particulas serdn diferentes; en un caso similar, aunque los dos siste-
mas de fuerzas sean equipolentes, no son equivalentes.

3.20. OTRAS REDUCCIONES DE UN SISTEMA
DE FUERZAS

En la seccién 3.17 se vio que cualquier sistema de fuerzas que actda
sobre un cuerpo rigido puede ser reducido a un sistema equivalente
fuerza-par en O, que consta de una fuerza R igual a la suma de fuer-
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zas del sistema y de un vector de par M{ cuyo momento es igual al
momento resultante del sistema.

Cuando R = 0, el sistema fuerza-par se reduce a un vector de par
MZE. Entonces, el sistema de fuerzas dado puede ser reducido a un so-
lo par, que recibe el nombre de par resultante del sistema.

A continuacion se procede a investigar las condiciones necesarias
para que un sistema dado de fuerzas pueda ser reducido a una sola
fuerza. A partir de la seccién 3.16 se concluye que un sistema fuerza-
par en O puede ser reemplazado por una sola fuerza R que actia a lo
largo de una nueva linea de accién si R y M¢ son mutuamente per-
pendiculares. Por tanto, los sistemas de fuerzas que pueden ser redu-
cidos a una sola fuerza o resultante, son aquellos sistemas para los cua-
les la fuerza R y el vector de par M{ son mutuamente perpendicula-
res. Aunque, en general, esta condicién no se cumplird para sistemas
de fuerzas en el espacio, si se cumplird para sistemas constituidos por
1) fuerzas concurrentes, 2) fuerzas coplanares o 3) fuerzas paralelas.
Estos tres casos se estudiardn en forma separada.

1. Las fuerzas concurrentes estén aplicadas en el mismo punto
y, por tanto, pueden ser sumadas directamente para obtener
su resultante R. Por consiguiente, éstas siempre se reducen
a una sola fuerza. Las fuerzas concurrentes se analizan en de-
talle en el capitulo 2.

2. Las fuerzas coplanares actian en el mismo plano, el cual se
puede suponer que es el plano de la figura (figura 3.434). La
suma R de las fuerzas del sistema también estard en el plano
de la figura, mientras que el momento de cada fuerza con res-
pecto al O'y, por consiguiente, el momento resultante Mg, se-
rén perpendiculares a dicho plano. De esta forma, el sistema
fuerza-par en O estd constituido por una fuerza R y por un vec-
tor de E)ar Mg que son mutuamente perpendiculares (figura
3.43b)." Estas fuerzas pueden reducirse a una sola fuerza R,
moviendo R en el plano de la figura hasta que su momento con
respecto a O sea igual a M. La distancia desde O hasta la li-
nea de accién de Res d = M$/R (figura 3.43¢).

3.20. Otras reducciones de un sistema
de fuerzas

a) b)
Figura 3.43

tComo el vector M5 es perpendicular al plano de la figura, éste se ha representado por el
simbolo . Un par con sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj ) represen-
ta a un vector que apunta hacia fuera del plano de papel y un par con el sentido de las ma-
necillas del reloj ) representa a un vector que apunta hacia adentro del plano de papel.

d=MYR
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a)

Figura 3.44

Como se sefial6 en la seccion 3.17, la reduccién de un sis-
tema de fuerzas se simplifica considerablemente si las fuerzas
se descomponen en sus componentes rectangulares. De esta
manera, el sistema fuerza-par en O estd caracterizado por las
componentes (figura 3.44a).

R,=3F, R,=3F, M!=M§=3My (3.59)

Para reducir el sistema de fuerzas a una sola fuerza R, se ex-
presa que el momento de R con respecto a O debe ser igual
a M. Representando con x y y las coordenadas del punto de
aplicacién de la resultante y teniendo en cuenta la férmula
(3.22) de la seccién 3.8, se escribe

R, — yR, = M§

la cual representa la ecuacién de la linea de accién de R. Tam-
bién pueden determinarse en forma directa las interseccio-
nes con el eje x y con el eje y de la linea de accién de la re-
sultante, se observa que Mg debe ser igual al momento con
respecto a O de la componente y de R cuando R estd unida
a B (figura 3.44b) e igual también al momento de la compo-
nente x cuando R estd unida a C (figura 3.44c).

3. Las fuerzas paralelas tienen lineas de accién paralelas y pue-
den o no tener el mismo sentido. Suponga que las fuerzas son
paralelas al eje y (figura 3.45a), se observa que su suma R tam-
bién serd paralela al eje y. Por otra parte, como el momento
de una fuerza dada debe ser perpendicular a dicha fuerza, el
momento con respecto a O de cada una de las fuerzas del sis-
temay, por consiguiente, el momento resultante Mg estard en
el plano zx. De esta forma el sistema fuerza—par en O estd cons-
tituido por una fuerza R y un vector de par M¢ mutuamente

OC—»x

F, M4

a) b) c)

Figura 3.45 . . .
126 www.geocienciasvirtual.blogspot.com.co



perpendiculares (figura 3.45b). Estas fuerzas se pueden redu- 3.21. Reduccién de un sistema de fuerzas
a una llave de torsion o torsor

cir a una sola fuerza R (figura 3.45¢) o, si R = 0, a un solo par
cuyo momento sea igual a ME.
En la prictica, el sistema fuerza-par en O estd caracteri-
zado por las componentes —_—

R, =XF, MY =3M, ME=3M. (3.60)

La reduccién del sistema a una sola fuerza puede efectuarse
moviendo R a un nuevo punto de aplicacién A(x, 0, z) selec-
cionado de manera que el momento de R con respecto a O
sea igual a M, el cual se escribe

r x R =M%
(xi +zk) X R,j = Myi + MZk

de los vectores unitarios correspondientes en ambos miem-
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Fotografia 3.4 Las fuerzas paralelas del viento
Al calcular los productos vectoriales e igualar los coeficientes — que actdan sobre los senalamientos de la

carretera, pueden reducirse a una sola fuerza
equivalente. La determinacion de esta fuerza

bros de la ecuacién se obtienen dos ecuaciones escalares que  puede simplificar el calculo de las fuerzas que
definen las coordenadas de A: acttian sobre los soportes del marco que sostiene

los sefialamientos.

—zRy

— R _ YR
= My xR, = M~

Estas ecuaciones expresan que los momentos de R con res-
pecto a los ejes x y z deben ser iguales a My y M%, respecti-

vamente.

*3.21. REDUCCION DE UN SISTEMA DE FUERZAS
A UNA LLAVE DE TORSION O TORSOR

En el caso general de un sistema de fuerzas en el espacio, el sistema
equivalente fuerza-par en O consta de una fuerza R y un vector de par
Mg, ambos distintos de cero, que no son perpendiculares entre si (fi-
gura 3.46a). Por tanto, el sistema de fuerzas no puede ser reducido a
una sola fuerza o a un solo par. Sin embargo, el vector de par puede
ser reemplazado por otros dos vectores de par obtenidos al descompo-
ner Mg en una componente M; a lo largo de R y una componente My
en un plano perpendicular a R (figura 3.46b). Entonces, el vector de
par My y la fuerza R pueden reemplazarse por una sola fuerza R que
actda a lo largo de una nueva linea de accién. Por tanto, el sistema ori-
ginal de fuerzas se reduce a Ry al par vector M (figura 3.46¢); de es-
ta forma, el sistema se reduce a R y un par que actia en el plano per-
pendicular a R. A este sistema fuerza-par, en particular, se le conoce
como llave de torsion debido a que la combinacién resultante de em-

a) b) c)

Figura 3.46 . . .
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128 Cuerpos rigidos: sistemas equivalentes puje y torsién es la misma que produciria una llave de torsién real. A
de fuerza

la linea de accién de R se le conoce como eje de la llave de torsion y
a la razén p = M, /R se le denomina paso de la llave de torsién. Por
consiguiente, una llave de torsién estd constituida por dos vectores co-
lineales, especificamente, una fuerza R y un vector de par

M, = pR (3.61)

Recuerde la expresion (3.35), obtenida en la seccién 3.9 para la proyec-
cién de un vector sobre la linea de accién de otro vector, se observa que
la proyeccién de MY, sobre la linea de accién de R es igual a

_ R-M§

M, R

Por tanto, el paso de una llave de torsién puede ser expresado como'

M, _ R-Mp

R 72 (3.62)

Para definir el eje de una llave de torsién se puede escribir una re-
lacién que involucre al vector de posicién r de un punto arbitrario P
localizado sobre dicho eje. Fijando la fuerza resultante R y el vector
de par M; en P (figura 3.47) y expresando que el momento con res-
pecto a O de este sistema fuerza-par, es igual al momento resultante
MY, del sistema original de fuerzas, se escribe

M, +rXR=M5§ (3.63)
0, de acuerdo con la ecuacién (3.61),
pR+r X R=M§ (3.64)
R
Fotografia 3.5 La accion de empujar y girar, Eio do Tl
asociadas con la operacion de apretar un tornillo jedelatiave —
ilustra las lineas de accion colineales de la fuerza y R de torsién
i M
el vector de par que constituyen una llave de Q’ o
torsién o torsor. —
(0] - (0]
B
/ P
Figura 3.47

"Las expresiones obtenidas para la proyeccién del vector de par sobre la linea de accién
de Ry para el paso de una llave de torsién son independientes de la seleccién del punto
O. Utilizando la relacién (3.53) de la seccién 3.17, se observa que si se hubiera empleado
un punto diferente O, el numerador en (3.62) hubiera sido

R-ME =R-ME+sXR)=R-ME+R- (s xR)
Como el triple producto escalar R - (s X R) es igual a cero, se tiene que
R-M& =R-ME

Por tanto, el producto escalar R + M§ es independiente de la seleccién del punto O.
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150 N 600N 100N 250N PROBLEMA RESUELTO 3.8
L Una viga de 4.80 m de longitud esta sujeta a las fuerzas mostradas en la fi-

I B |
A - B gura. Redtizcase el sistema de fuerzas dado a: @) un sistema equivalente fuer-
L 4L za-par en A, b) un sistema equivalente fuerza-par en B y ¢) una sola fuerza
1.6 m 1.2m L 2m — o resultante.
Nota: Como las reacciones en los apoyos no estdn incluidas en el sistema
de fuerzas dado, el sistema no mantendrd la viga en equilibrio.

150  —600j 100j ~ 950 SOLUCION
1 ‘ 1 J» a) Sistema fuerza-par en A. El sistema fuerza-par en A equivalente
Al B al sistema de fuerzas dado consta de una fuerza R y de un par M4 definidos
—1.6 m*l como sigue:
—2.8m
48m R=2F
= (150 N)j — (600 N)j + (100 N)j — (250 N)j = —(600 N)j
— (600 N)j Mi=2(r x F)
- = (1.6i) X (—600j) + (2.8i) x (100j) + (4.8i) X (—250j)
( | = —(1880N - m)k
]
A B Por tanto, el sistema equivalente fuerza-par en A esta dado por
— (1880 N-m)k

R =600N | Mi=180N-m) <

b) Sistema fuerza-par en B. Se pretende encontrar un sistema
(600 N)j fuerza par en B equivalente al sistema fuerza-par en A determinado en el in-
— (1880 N-m)k ciso a). La fuerza R permanece inalterada, pero se debe determinar un nuevo
J» par M§ cuyo momento sea igual al momento con respecto a B del sistema
(A[ B fuerza-par encontrado en el inciso @). Por tanto, se tiene que

! 48m (2880 N-m)k ME =M% + BA x R
= —(1880 N - m)k + (—4.8 m)i X (—600 N)j
= —(1880N - m)k + (2880 N - m)k = +(1 000 N - m)k

~ (600 N)j
J» De esta forma, el sistema fuerza-par en B estd dado por
[ 2
A B ) R =600N | I\'Iﬁ =1000N-my <
(1000 N+-m)k
¢) Fuerza tnica o resultante. La resultante del sistema de fuerzas
dado es igual a R y su punto de aplicacién debe ser tal que el momento de
R con respecto a A sea igual a M. El cual se escribe
(600 N)j rx R = ME
‘ xi X (—600N)j= —(1880N - m)k
Al \ —x(600 N)k = —(1 880 N - m)k

y se concluye que x = 3.13 m. Por tanto, la fuerza tnica equivalente al sis-
tema dado estd definida como

R =600N | xr=313m <
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MA=-1035k

-9.79j

R 9.79j

9.041 70 ft

PROBLEMA RESUELTO 3.9

Se usan cuatro remolcadores para llevar a un trasatlintico a su muelle. Cada
remolcador ejerce una fuerza de 5 000 Ib en la direccién mostrada en la figu-
ra. Determine: a) el sistema equivalente fuerza-par en el méstil mayor O y
D) el punto sobre el casco donde un solo remolcador més potente deberia em-
pujar al barco para producir el mismo efecto que los cuatro remolcadores ori-

ginales.

SOLUCION

a) Sistema fuerza-par en O. Cada una de las fuerzas se descompo-
ne en sus componentes en el diagrama mostrado (las unidades empleadas
son kips). El sistema fuerza-par en O equivalente al sistema de fuerzas da-
do consta de una fuerza R y de un par M% definidos como sigue:

R =3F
= (2.50i — 4.33j) + (3.00i — 4.00§) + (=5.00§) + (3.54i + 3.54j)
= 9.04i — 9.79j
M2 = S(r X F)
= (—90i + 50§) x (2.50i — 4.33j)

X (
+ (100i + 70j) X (3.00i — 4.00j)
+ (400i + 70j) X (—5.004)
+ (300i — 70j) X (3.54i + 3.54j)
= (390 — 125 — 400 — 210 — 2 000 + 1 062 + 248)k
= —1035k

Por tanto, el sistema equivalente fuerza-par en O estd dado por
R = (9.04 kips)i — (9.79 kips)j ~ M = —(1 035 kips - f)k
0 R = 13.33 kips ~%47.3° Mg = 1035 kips - ft ) 4

Comentario. Como todas las fuerzas estdn contenidas en el plano de la
figura, podrfa haberse anticipado que la suma de sus momentos iba a ser per-
pendicular a dicho plano. Obsérvese que el momento de la componente de
cada fuerza pudo obtenerse directamente a partir del diagrama mostrado que
forma, primero, el producto de la magnitud de dicha componente con una
distancia perpendicular hasta O y luego le asigna a este producto un signo
positivo 0 negativo segin el sentido del momento.

b) Remolcador dnico. La fuerza ejercida por un solo remolcador
debe ser igual a Ry su punto de aplicacion A debe ser tal que el momento
de R con respecto a O sea igual a M§. Si se observa que el vector de posi-
cién de A es

r =i + 70j
se escribe

rx R=ME
(xi + 70j) X (9.04i — 9.79j) = —1 035k
—x(9.79)k — 633k = —1035k =411t <
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PROBLEMA RESUELTO 3.10

Tres cables estdn unidos a una ménsula, como se muestra en la figura.
Reemplace las fuerzas que ejercen los cables por un sistema equivalente
fuerza-par en A.

1000 N

SOLUCION

Primero se determinan los vectores de posicién relativa trazados desde
el punto A hasta los puntos de aplicaciéon de cada una de las fuerzas y se
descomponen las fuerzas en sus componentes rectangulares. Observe que
FB = (700 N)ABE, donde

A _ BE _ 75— 150j + 50k
PEBE 175

Con el uso de metros y newtons se tiene

g/ = AB = 0.075i + 0.050k

re/a = AC = 0.0751 — 0.050k

rp/a = AD = 0.100i — 0.100j

El sistema fuerza-par en A, equivalente al sistema de fuerzas dado, cons-

ta de una fuerza R = 2F y de un par M% = S(r x F). La fuerza R se obtie-
ne fécil al sumar, respectivamente, las componentes x, y y z de las fuerzas:

Fy = 300i — 600j + 200k
Fe =707i — 707k
Fp =600i + 1 039j

P R = SF = (1607 N)i + (439 N)j — (507 N)k <
© El cilculo de MY se simplifica si los momentos de las fuerzas se expresan en
(118.9 N-m)k qu forma de determinantes (seccién 3.8):
e (30 N »m)i i J k
e roa X Fy= (0075 0 0050 | = 30i —45k
300  —600 200
9 © - i j k
rou X Fo= (0075 0 —0050( = 17.68]
707 0 =707
- L1k
: roa X Fp = (0100 —0.100 0 | = 163.9k
600 1039 0
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Con la suma de las expresiones obtenidas, se tiene

MY =2(rxF)= (30N -m)i+ (1768 N -m)j+ (1189 N - mk <«
Las componentes rectangulares de la fuerza R y del par M£ se muestran en
el croquis adjunto.
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y PROBLEMA RESUELTO 3.11

Una losa de cimentacién cuadrada soporta las cuatro columnas mostradas en
la figura. Determine la magnitud y el punto de aplicacién de la resultante de
las cuatro cargas.

SOLUCION

Primero, el sistema de fuerzas se reduce a un sistema fuerza-par en el ori-
gen del sistema de coordenadas O. Este sistema fuerza-par consta de una
fuerza R y un vector de par Mg, que se definen de la siguiente forma:

R=3F ME=3rxF)

Yy Se determinan los vectores de posicién de los puntos de aplicacién de cada
una de las fuerzas y los cdlculos se arreglan en forma tabular.

— (80 kips)j
, o r, ft F, kips r x F, kip - ft
— (280 kip- ft)k (240 kip- ft)i 0 —10j 0
10i —12j — 120k
T~ 10i + 5k —-8j 40i — 80k
- * 4i + 10k —20j 200i — 80k
R = —80j Mg = 240i — 280k

Como la fuerza Ry el vector de par M{ son mutuamente perpendicu-
lares, el sistema fuerza-par obtenido puede reducirse atin mds a una sola
fuerza R. El nuevo punto de aplicacion de R serd seleccionado en el plano
de la losa de manera que el momento de R con respecto a O sea igual a M.
Si se representa con r al vector de posicién del punto de aplicacién deseado
y con x y z a sus coordenadas, se escribe

y rX R=M5}

(xi + zk) X (—80j) = 240i — 280k
—80xk + 80zi = 240i — 280k

— (80 kips)j

a partir de lo escrito, se encuentra que

\Y —80x = —280 80z = 240
’ x = 3.50 ft z = 3.00 ft

Se concluye que la resultante del sistema de fuerzas dado es igual a

R = 80 kips | enx =350ftz=300f <
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PROBLEMA RESUELTO 3.12

Dos fuerzas de la misma longitud P actian sobre un cubo con aristas de igual
longitud, como se muestra en la figura. Reemplace las dos fuerzas por una
llave de torsién equivalente y determine: @) la magnitud y direccién de la
fuerza resultante R, b) el paso de la llave de torsién y ¢) el punto donde el
eje de la llave de torsion interseca al plano yz.

SOLUCION

Sistema equivalente fuerza-par en O. Primero se determina el sis-
tema equivalente fuerza-par en el origen O. Se observa que los vectores de
posicién de los puntos de aplicacién E y D de las dos fuerzas dadas son: rg
=ai + ajyrp = aj + ak. La resultante R de las dos fuerzas y el momento
resultante Mg, de dichas fuerzas con respecto a O estdn dados por

Yy

Pj " R=F, + F,=Pi+Pj=Pli+]j) (1)
_ Pai M$ =re X Fy + rp X Fy = (ai + aj) X Pi + (aj + ak) X Pj
= —Pak — Pai = —Pa(i + k) (2)
M
! (3 0 P T a) Fuerza resultante R. A partir de la ecuacion (1) y del croquis ad-
—Pak x junto se concluye que la fuerza resultante R tiene una magnitud R = PV2,

se encuentra en el plano xy y forma dngulos de 45° con los ejes x y . Por

/ tanto,
R=PV2 0,=0,=45 6.=90° <
b) Paso de la llave de torsion. De acuerdo con la férmula (3.62) de
la seccién 3.21 y las ecuaciones (1) y (2) que se acaban de presentar, se es-
cribe
R-M§ Pi+j)(-Pa)i+k —P4a(l+0+0)
P= R* = (PV2)? - 2P? P==
¢) Eje de la llave de torsién. A partir de los resultados anteriores y

de la ecuacién (3.61), se concluye que la llave de torsién consta de la fuerza
R encontrada en (1) y del vector de par

4

0o |

P
M, = pR = —%P(i +j) = —é’(i +3j) 3)

Para determinar el punto donde el eje de la llave de torsién interseca al plano
yz, se expresa que el momento de la llave de torsién con respecto a O es
igual al momento resultante Mg del sistema original:
M, +rxR=M}

o, al notar que r = yj + zk y sustituir R, ME y M a partir de las ecuaciones
(1), (2)y (3),

Pa, . . .. .

—?(1 +j) + (yj + zk) X P(i + j) = —Pa(i + k)
Pa

P
—i- ?”j — Pyk + Pzj — Pzi = —Pai — Pak

Si se igualan los coeficientes de k y, después, los coeficientes de j, se encuentra
que

y=a z=a/2 4
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RESOLUCION DE PROBLEMAS

EN FORMA INDEPENDIENTE

Esta leccién estuvo dedicada a la reduccién y simplificacién de sistemas de fuerzas.
Al momento de resolver los problemas propuestos, se pide que se lleven a cabo las
operaciones que se describen a continuacion.

1. Reduccion de un sistema de fuerzas dado a una fuerza y un par que ac-
tian en un punto dado A. La fuerza R es la resultante del sistema y se obtie-
ne sumando las fuerzas que lo constituyen; el momento del par es el momento re-
sultante del sistema y se obtiene sumando los momentos con respecto a A de las
fuerzas que lo constituyen. Asi, se tiene que

R =3F ME = 3(r x F)

donde el vector de posicién r se traza desde A hasta cualquier punto alo largo de
la linea de accién de F.

2. Traslacion de un sistema fuerza-par desde un punto A hasta un punto B.
Si después de que se habia reducido a un sistema fuerza-par en el punto A se desea
reducir un sistema de fuerzas dado a un sistema fuerza-par en el punto B, no se ne-
cesita llevar a cabo el clculo de los momentos de las fuerzas con resgecto aB. Lare-
sultante R permanece inalterada y el nuevo momento resultante My se puede obte-
ner suméndole a M4 el momento con respecto a B de la fuerza R aplicada en A [pro-
blema resuelto 3.8]. Si se representa con s el vector trazado desde B hasta A, se pue-
de escribir

ME =M +s xR

3. Verificacion de que dos sistemas de fuerzas sean equivalentes o no. Pri-
mero se reduce cada sistema de fuerzas a un sistema fuerza-par en el mismo pun-
to arbitrario A (como se explic6 en el parrafo 1). Los dos sistemas son equivalen-
tes (esto es, tienen el mismo efecto sobre el cuerpo rigido en consideracién) si los
dos sistemas fuerza-par que se obtuvieron son idénticos, esto es, si

SF=SF y 3M,=3M,

Se debe reconocer que si no se cumple la primera de estas ecuaciones, esto es, si los
dos sistemas no tienen la misma resultante R, estos sistemas no pueden ser equiva-
lentes y, por tanto, no hay necesidad de verificar si se cample o no la segunda ecua-
cion.

4. Reduccion de un sistema de fuerzas dado a una sola fuerza. Primero se
reduce el sistema de fuerzas dado a un sistema fuerza-par en un punto conveniente
A donde dicho sistema consta de la resultante R y del vector de par M4 (esto se
lleva a cabo como se explicé en el punto 1). Se recordard, de la leccion anterior,
que es posible reducir atin més el sistema a una sola fuerza sélo si la fuerza R y el
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vector de par MY son mutuamente perpendiculares. Con toda seguridad, éste sera
el caso para sistemas de fuerzas constituidos por fuerzas que son concurrentes,
coplanares o paralelas. En este sentido, la fuerza tnica que se desea encontrar
puede obtenerse del mismo modo que se hizo en varios problemas de la leccién
anterior, moviendo R hasta que su momento con respecto a A sea igual a MZ. Con
més formalidad se puede escribir que el vector de posicién r trazado desde A hasta
cualquier punto a lo largo de la linea de accién de R debe satisfacer la ecuacién

r x R =M%

Este procedimiento fue utilizado en los problemas resueltos 3.8, 3.9 y 3.11.

5. Reduccion de un sistema de fuerzas dado a una llave de torsion. Si el sis-
tema de fuerzas dado estd constituido por fuerzas que son concurrentes, coplana-
res o paralelas, el sistema equivalente fuerza-par en un punto A consistird de una
fuerza R y de un vector de par ME que, en general, no van a ser mutuamente per-
pendiculares. (Para verificar si R y MZX son mutuamente perpendiculares, se forma
su producto escalar. Si este producto es igual a cero, entonces los vectores en cues-
tion son mutuamente perpendiculares; de lo contrario, no son perpendiculares en-
tresi.) SiRy MZ son mutuamente perpendiculares, el sistema fuerza-par (por tan-
to, el sistema de fuerzas dado) no se puede reducir a una sola fuerza. Sin embargo,
el sistema se puede reducir a una llave de torsién —la combinacién de una fuerza
R y un vector de par M; que estan dirigidos a lo largo de una linea de accién co-
min que se conoce como el eje de la llave de torsion (figura 3.47)—. El cociente
p = M;/R recibe el nombre de paso de la llave de torsion.

Para reducir un sistema de fuerzas dado a una llave de torsién, se deben seguir los
siguientes pasos:

a) Reducir el sistema de fuerzas dado a un sistema equivalente fuerza-par
(R, M%), localizado, comtinmente, en el origen O.

b) Determinar el paso p a partir de la ecuacién (3.62)

_ M, _ R-M§ ‘

y el vector de par a partir de M; = pR.

c) Expresar que el momento con respecto a O de la llave de torsién es igual
al momento resultante Mg del sistema fuerza-par en O:

M, +rXxR=ME (3.63)

Esta ecuacion permite determinar el punto donde la linea de accién de la llave de
torsién interseca un plano especificado puesto que el vector de posicion r esta di-
rigido desde O hasta dicho punto.

Estos pasos se muestran en el problema resuelto 3.12. Aunque pueda parecer difi-
cil la determinacién de una llave de torsién y del punto donde su eje interseca a
un plano, el proceso es simplemente la aplicacion de varias de las ideas y técnicas
que han sido desarrolladas en este capitulo. Por tanto, una vez que se ha dominado
completamente todo lo relacionado con la llave de torsién, se puede confiar en que
se ha comprendido una buena parte del capitulo 3.
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Problemas

400 N 4m 200 N 600 N 900 N
900 N - m
A B )
) )
A A A A A A
1800 N-m 4500 N -m
a) b) 300 N ¢)
400 N 400 N 200 N 800 N
2300 N-m 300 N - m 300 N - m
800 N 200N - m 400 N - m 200 N
d) e) 1)
200 N 800 N 300 N 300 N
2400 N-m
A A A A )
200 N - m 4000 N -m 300 N - m
g) h)

Figura P3.101 3.101 Una viga de 4 m de longitud se somete a una variedad de car-
gas. a) Reemplace cada tipo de carga por un sistema equivalente fuerza-par
en el extremo A de la viga. b) iCudles de las cargas son equivalentes?

200 N 400 N 3.102 Una viga de 4 m de longitud se carga de la forma mostrada en
4m la figura. Determine qué carga del problema 3.101 es equivalente a esta carga.

A B
3.103 Determine la fuerza sencilla equivalente y la distancia desde el
punto A hasta su linea de accién para la viga y la carga de a) del problema

400 N -m 2800 N-m

Figura P3.102

136

3.101b), b) del problema 3.101d, ¢) del problema 3.101e).

3.104 Cinco sistemas fuerza-par diferentes actian en las esquinas de
la placa de metal, que se ha moldeado en la forma que se muestra en la fi-
gura. Determine cudl de estos sistemas es equivalente a una fuerza F =
(10 1b)i y a un par de momento M = (15 1b - ft)j + (15 b - ft)k ubicado en
el origen.

y

151b. ft

9 ft
e 2 ft x

Figura P3.104
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3.105 Los pesos de dos nifios sentados en los extremos A y B de un
balancin son 84 1b y 64 Ib, respectivamente. Determine dénde debe sen-
tarse un tercer nifio si la resultante de las fuerzas de los pesos de los tres
nifios debe pasar por C, y si se sabe que el peso del tercer nifio es a) 60 Ib,

b) 52 1b.

3.106 Tres ldmparas de escenario se colocan sobre el tubo mostrado
en la figura. El peso de las limparas en A y B es de 4.1 Ib, mientras que la
lampara en C pesa 3.5 Ib. a) Si d = 25 in., determine la distancia desde D
hasta la linea de accién de la resultante de los pesos de las tres lamparas.
b) Determine el valor de d si la resultante de los pesos debe pasar por el
punto medio del tubo.

Figura P3.106

3.107 Una viga soporta tres cargas de magnitud dada y una cuarta
carga cuya magnitud estd en funcién de la posicién. Si b = 1.5 m y las car-
gas se deben reemplazar por una sola fuerza equivalente, determine a) el va-
lor de a tal que la distancia desde el soporte A hasta la linea de accién de la
fuerza equivalente sea méxima, b) la magnitud de la fuerza equivalente y su
punto de aplicacién sobre la viga.

| 9m |

1300 N 400 N 600 N
b —
A

>
=

:

A obts
IN
)

400

oo — — >

Figura P3.107

3.108 El engrane C est4 rigidamente unido al brazo AB. Si las fuerzas
y los pares mostrados se pueden reducir a una sola fuerza equivalente en A,
determine dicha fuerza equivalente y la magnitud del par M.

Problemas 1 37

6ft/‘\n‘
6 ‘:%B

i :
A ¢ X
e— T

[ES
Figura P3.105

16 in.

10 in.
Ve

18 1b

C
Figura P3.108
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1 38 Cuerpos rigidos: sistemas equivalentes

de fuerza

Il() 1b

301b
12 in.
|—£ :\ 60°
P i
i
M | 8 in.
L
C, P
451b
Figura P3.109 y P3.110
340 N
500 N
A B
34 /
N /
\\ /4
N / 375 mm
\\ Y/
\\ //
C S <
A D E| 760 N
~——500 mm [~
200 mm
600 N
Figura P3.111
120 N
240 mm
200 N
70°
1@) l
<} E A) D
— +
p 42 N +m
42N 1
50 mm 30 N
520 mm
cvV P
| 40N -m A) 180 mm
G J71
tA B
50 mm —| |~ —=| =50 mm
(~——— 640 mm

Figura P3.115

3.109 Un par de magnitud M = 54 1b - in y las tres fuerzas mostra-
das en la figura se aplican a una ménsula angular. ¢) Encuentre la resultante
de este sistema de fuerzas. b) Localice los puntos donde la linea de accién
de la resultante interseca a la linea AB y a la linea BC.

3.110 Un par My las tres fuerzas mostradas en la figura se aplican a
una ménsula angular. Encuentre el momento del par si la linea de accién de
la resultante del sistema de fuerzas debe pasar a través a) del punto A, b) del
punto B, ¢) del punto C.

3.111  Cuatro fuerzas actdan sobre la placa de 700 X 375 mm como
se muestra en la figura. @) Encuentre la resultante de estas fuerzas. b) Lo-
calice los dos puntos en los que la linea de accién de la resultante interseca
con el borde de la placa.

3.112 Retome el problema 3.111, y ahora suponga que la fuerza de
760 N se dirige hacia la derecha.

3.113  Una armadura resiste las cargas mostradas en la figura. Deter-
mine la fuerza equivalente a las fuerzas que actdan sobre la estructura y el
punto de interseccién de su linea de accién con la linea que pasa por los pun-
tos Ay G.

y
Aft 8 ft | 8 ft

240 1b 160 Ib 300 1b

7007 B lD F / \40°

6|ft
f}g_ C E ]ﬁcc_l_x
|<— 8 ft [ S ft ! 8 ft —'l
Figura P3.113 1 81’) b

3.114 Las poleas A y B se montan sobre la ménsula CDEF. La ten-
sién en cada lado de las dos bandas es la que se muestra en la figura.
Reemplace las cuatro fuerzas por una sola fuerza equivalente y determine
dénde se interseca su linea de accién con el borde inferior del soporte.

1201b 160 1b
Figura P3.114

3.115 Un componente de mdquina se somete a las fuerzas y pares mos-
trados en la figura. El componente debe mantenerse en su lugar mediante
un solo remache que puede resistir una fuerza pero no un par. Para P = 0,
determine la ubicacién del orificio para el remache si éste debe localizarse
a) sobre la linea FG, b) sobre la linea GH.

3.116  Retome el problema 3.115, y ahora suponga que P = 60 N.
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3.117 Un motor de 32 Ib se monta sobre el piso. Encuentre la resul-
tante del peso y las fuerzas ejercidas sobre la banda, y determine el punto
donde la linea de accién de la resultante interseca con el piso.

3.118 Cuando el seguidor AB rueda a lo largo de la superficie del ele-
mento C, ejerce una fuerza F constante y perpendicular a la superficie.
a) Reemplace F por un sistema equivalente fuerza-par en el punto D obte-
nido al dibujar la perpendicular desde el punto de contacto hasta el eje x. b)
Paraa = 1 myb = 2 m, determine el valor de x para el cual el momento
del sistema equivalente fuerza-par en D es maximo.

Figura P3.118

3.119 Cuatro fuerzas se aplican al componente de maquina ABDE
como se muestra en la figura. Reemplace estas fuerzas por un sistema equi-
valente fuerza-par en A.

3.120 Dos poleas de 150 mm de didgmetro se montan sobre el eje en
linea AD. Las bandas de las poleas B y C estin contenidas en planos verti-
cales paralelos al plano yz. Reemplace las fuerzas de las bandas mostradas
por un sistema fuerza-par equivalente en A.

155 N

Figura P3.120

Problemas 1 39

Figura P3.117

100 mm

E
120 N
Figura P3.119
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140 Cuerpos rigidos: sistemas equivalentes
de fuerza

Figura P3.122

3.121 Al usar un sacapuntas manual, un estudiante ejerce sobre éste
las fuerzas y el par que se muestran en la figura. a) Determine las fuerzas
ejercidas en B y en C si se sabe que las fuerzas y el par son equivalentes a
un sistema fuerza-};{ar en A que consta de la fuerza R = (2.6 Ib)i + R,j —
(0.71b)ky el par My = M,i + (1.01b - ft)j — (0.72 b - f)k. b) Encuentre los
valores correspondientes de R, y M,.

Figura P3.121

3.122 Un mecdnico usa una llave tipo pata de gallo para aflojar un
perno ubicado en C. El mecdnico sostiene el maneral por los puntos A y B,
ejerciendo sobre esos puntos las fuerzas que se muestran en la figura. Si se
sabe que estas fuerzas son equivalentes a un sistema fuerza-par en C que
consta de la fuerza C = —(81b)i + (4 Ib)k y el par M = (360 Ib - in.)i, de-
termine las fuerzas aplicadas en A y B cuando A, = 2 1b.

3.123 Un puntal ajustable BC se utiliza para colocar una pared en po-
sicién vertical. Si el sistema fuerza-par que se ejerce sobre la pared es tal que

R=212lbyM = 13.251b - ft, encuentre un sistema fuerza-par equivalente
en A.

R 96 in.

M

e g

z

Figura P3.123
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3.124  Un mecénico reemplaza el sistema de escape de un automévil
al asegurar firmemente el convertidor catalitico FG a sus ménsulas de mon-
taje H e I para después ensamblar de manera holgada los mofles y los tubos
de escape. Para colocar el tubo de salida AB, lo empuja hacia adentro y ha-
cia arriba en A mientras lo jala hacia abajo en B. a) Reemplace el sistema de
fuerzas dado por un sistema fuerza-par equivalente en D. b) Determine si el
tubo CD tiende a rotar en el sentido de las manecillas del reloj o en el sen-
tido inverso en relacién con el mofle DE, segiin lo observa el mecdnico.

Figura P3.124

3.125 Para el sistema de escape del problema 3.124, a) reemplace el
sistema de fuerzas dado por un sistema fuerza-par equivalente en F, donde
el tubo de escape estd conectado con el convertidor catalitico, b) determine
si el tubo EF tiende a rotar en el sentido de las manecillas del reloj o en el
sentido inverso, segiin lo observa el mecénico.

3.126 El cabezal del taladro radial originalmente estaba colocado con
el brazo AB paralelo al eje z, mientras que la broca y el portabrocas estaban
colocados paralelos al eje y. El sistema se roté 25° respecto del eje y y 20°
alrededor de la linea de centros del brazo horizontal AB, hasta que quedé
en la posicién mostrada. El proceso de taladrado comienza al encender el
motor y rotar la manivela hasta que la broca entra en contacto con la pieza
de trabajo. Reemplace la fuerza y el par ejercidos por el taladro por un sis-
tema equivalente fuerza-par en el centro O de la base de la columna verti-
cal.

3.127 Tres nifios se encuentran parados en la balsa de 5 X 5 m. Si el
peso de los nifios que estdn parados en A, By C es de 375 N, 260 N y 400
N, respectivamente, determine la magnitud y el punto de aplicacién de la re-
sultante de los tres pesos.

3.128 Tres nifios se encuentran parados en la balsa de 5 X 5 m. Los
pesos de los nifios que estdn parados en A, By C son de 375 N, 260 N y 400
N, respectivamente. Si un cuarto nifio que pesa 425 N se sube a la balsa, de-
termine dénde debe estar parado si los otros nifios permanecen en la posi-
cién mostrada y si la linea de accién de la resultante del peso de los cuatro
nifios debe pasar por el centro de la balsa.

Problemas 141

Figura P3.127 y P3.128
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142 Cuerpos rigidos: sistemas equivalentes
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3.129 Cuatro sefialamientos se montan en un marco que estd sobre la
carretera y las magnitudes de las fuerzas horizontales del viento que actdan
sobre las sefiales son las que se muestran en la figura. Determine la magni-
tud y el punto de aplicacién de la resultante de las cuatro fuerzas del viento
cuandoa = 1 fty b = 12 ft.

¥ 4 Figura P3.129 y P3.130

3.130 Cuatro sefialamientos se montan en un marco que estd sobre la
carretera y las magnitudes de las fuerzas horizontales del viento que actdan
sobre las sefiales son las que se muestran en la figura. Determine a y b tales
que el punto de aplicacion de la resultante de las cuatro fuerzas se encuen-
tre en G.

*3.131 Un grupo de estudiantes carga la plataforma de un triiler de 2
X 3.3 m con dos cajas de 0.66 X 0.66 X 0.66 m y con una caja de 0.66 X 0.66
X 1.2 m. Cada una de las cajas se coloca en la parte posterior del triiler, de
tal forma que queden alineadas con la parte trasera y con los costados del tri-
ler. Determine la carga minima que los estudiantes deben colocar en una caja
adicional de 0.66 X 0.66 X 1.2 my el sitio en el trdiler donde deben asegu-
rarla si ninguna parte de las cajas debe salirse de los costados. Ademds, su-
ponga que cada caja estd cargada uniformemente y que la linea de accién de
la resultante del peso de las cuatro cajas pasa por el punto de interseccién de
las lineas centrales y el eje del trdiler. (Sugerencia: Tome en cuenta que las ca-
jas pueden colocarse sobre sus extremos o sobre sus costados.)

224 N

Figura P3.131
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*3.132 Retome el problema 3.131 si los estudiantes desean colocar
todo el peso posible en una cuarta caja y que al menos uno de los costados
de la caja coincida con un costado del triiler.

*3.133 Un cubo de lado a estd sometido a tres fuerzas de la misma
magnitud P en las direcciones mostradas en la figura. Reemplace las tres
fuerzas por una llave de torsién equivalente y determine @) la magnitud y la
direccién de la fuerza resultante R, b) el paso de la llave de torsién y ¢) el
eje de la llave de torsion.

Figura P3.133

*3.134 Sometida a tres fuerzas una pieza de metal laminado se dobla
en la forma que se muestra en la figura. Si las fuerzas tienen la misma mag-
nitud P, reempldcelas por una llave de torsién equivalente y determine a) la
magnitud y la direccién de la fuerza resultante R, b) el paso de la llave de
torsién y ¢) el eje de la llave de torsién.

*3.135y *3.136 Las fuerzas y los pares mostrados se aplican sobre
dos tornillos mediante los que se sujeta una placa de metal a un bloque de
madera. Reduzca las fuerzas y los pares a una llave de torsién equivalente y
determine «) la fuerza resultante R, b) el paso de la llave de torsién y ¢) el
punto donde el eje de la llave de torsién interseca al plano xz.

4N-m

100 mm
Figura P3.135

Problemas
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Figura P3.134

15 in).>\ 61b-in.

z

Figura P3.136
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Figura P3.137
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Figura P3.139
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*3.137 y *3.138 Dos pernos A y B se aprietan aplicando las fuerzas
y el par mostrados en la figura. Reemplace las dos llaves de torsién por una
sola llave de torsién equivalente y determine a) la resultante R, b) el paso

de la llave de torsion equivalente y ¢) el punto donde el eje de la llave de
torsion interseca al plano xz.

Y
10 in." 938 1 -
10 i]’]ff pats I ) *11.
\ v
’/ \ Y 3
\ 171
16 in. \ b
\

/
=

M, 26.41b

Z 10 in. /

j/22() Ib -in. 30 in.\‘

Figura P3.138

*3.139 Dos cuerdas atadas en A y B se usan para mover el tronco de
un drbol caido como se muestra en la figura. Reemplace las fuerzas ejerci-
das por las cuerdas por una sola llave de torsién equivalente y determine a)
la fuerza resultante R, b) el paso de la llave de torsion y ¢) el punto donde
el eje de la llave de torsién interseca al plano yz.

*3.140 Un asta bandera se sostiene mediante tres cables atirantados.
Si las tensiones en los cables tienen la misma magnitud P, reemplace las fuer-
zas ejercidas sobre el asta por una llave de torsién equivalente y determine
a) la fuerza resultante R, b) el paso de la llave de torsién y ¢) el punto donde
el eje de la llave de torsién interseca al plano xz.

y

4a
\B
20a

S\

r 4

C
7z 15a «
© x

Figura P3.140

A
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*3.141y *3.142 Determine si el sistema fuerza-par mostrado en la fi- Problemas 445§
gura puede reducirse a una sola fuerza equivalente R. Si esto es posible, de-
termine R y el punto donde la linea de accién de R interseca al plano yz. Si
la reduccién no es posible, reemplace el sistema dado por una llave de tor-

sién equivalente y determine su resultante, su paso y el punto donde su eje
interseca al plano yz.

e

K_~"1601b-in.

6in.}>r

|

- L

o> b
< 160 mm 7 120 mm 6in,
z < .
40 mm z 18 in. 18 in’

X

Figura P3.141 Figura P3.142

*3.143 Reemplace la llave de torsién mostrada en la figura por un sis-
tema equivalente que conste de dos fuerzas perpendiculares al eje y aplica-
das, respectivamente, en A y en B.

Figura P3.143

*3.144 Demuestre que, en general, una llave de torsién puede ser
reemplazada por dos fuerzas, seleccionadas de tal forma que una pase a tra-
vés de un punto dado, mientras que la otra esté contenida en un plano dado.

*3.145 Demuestre que una llave de torsion puede reemplazarse por
dos fuerzas perpendiculares, una de las cuales esté aplicada en un punto dado.

*3.146 Demuestre que una llave de torsién puede reemplazarse por
dos fuerzas, una de las cuales tiene una linea de accién predefinida.
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Principio de transmisibilidad

Figura 3.48

146

Producto vectorial de dos vectores

Figura 3.49

Figura 3.50

REPASO Y RESUMEN

DEL CAPITULO 3

En este capitulo se estudio6 el efecto de fuerzas ejercidas sobre un
cuerpo rigido. Primero se aprendié a distinguir entre fuerzas exter-
nas e internas [seccién 3.2] y se vio que, de acuerdo con el princi-
pio de transmisibilidad, el efecto de una fuerza externa sobre un
cuerpo rigido permanece inalterado si la fuerza se mueve a lo largo
de su linea de accién [seccién 3.3]. En otras palabras, dos fuerzas F
y F', que actian sobre un cuerpo rigido en dos puntos distintos
tienen el mismo efecto sobre dicho cuerpo si tienen la misma mag-
nitud, la misma direccién y la misma linea de accién (figura 3.48).
Se dice que dos fuerzas como éstas son equivalentes.

Antes de proceder con el estudio de sistemas equivalentes de fuer-
zas, se presenté el concepto del producto vectorial de dos vectores
[seccién 3.4]. El producto vectorial

V=P XQ

de dos vectores Py Q se definié como el vector perpendicular al pla-
no que contiene a Py a Q (figura 3.49), cuya magnitud es igual a

V = PQ sen 0 (3.1)

y que estd dirigido de manera que una persona ubicada en la parte
terminal de V verd la rotacién a través de un dngulo 6 que hace al
vector P colineal con el vector Q como contraria al movimiento
de las manecillas del reloj. Se dice que los tres vectores P, Q y V
—considerados en ese orden— forman una triada de mano derecha.
Se concluye que los productos vectoriales Q X Py P X Q estédn re-
presentados por vectores iguales y opuestos. Asi, se tiene que

QXP=—(PxQ) (3.4)

Ademds, a partir de la definicién del producto vectorial de dos vec-
tores, también se concluye que los productos vectoriales de los vecto-
res unitarios i, j y k estdn dados por

iXxi=0 ixj=k jxi=-k

y asi sucesivamente. El signo del producto vectorial de dos vectores
unitarios puede obtenerse ordenando las tres letras que representan
los vectores unitarios en un circulo, en un sentido contrario al movi-
miento de las manecillas del reloj (figura 3.50): el producto vectorial
de dos vectores unitarios serd positivo si éstos se siguen uno al otro
en un orden contrario a las manecillas del reloj y serd negativo si és-
tos se siguen uno al otro en el sentido de las manecillas del reloj.
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Las componentes rectangulares del producto vectorial V de dos
vectores Py Q fueron expresadas como sigue [seccién 3.5]:

Vx‘ = P@/Qz - PzQy

V, = P.Q, — P,Q- (3.9)
V.=PQ, - P,Q,
Con el uso de un determinante también se escribi6
i j k
v=|p, P, P. (3.10)
Ox Oy 0O

El momento de una fuerza F con respecto a un punto O se
defini6 [seccion 3.6] como el producto vectorial
My =rXF (3.11)

donde r es el vector de posicion trazado desde O hasta el punto de
aplicacion A de la fuerza F (figura 3.51). Si se representa con 6 el
angulo entre las lineas de accién de ry F, se encontré que la mag-
nitud del momento de F con respecto a O podia expresarse como
Mo = rFsen 0 = Fd (3.12)

donde d representa la distancia perpendicular desde O hasta la
linea de accién de F.

Las componentes rectangulares del momento M de una fuerza
F se expresaron [seccién 3.8] como

M, =yF, —zF,
M, = zF, — xF; (3.18)
M. = xFy — yF,

donde x, y y z son las componentes del vector de posicion r (figura
3.52). Usando una forma de determinante, se escribié también

i j ok
Mo=|x y =z (3.19)
F, F, F.

<

En el caso més general del momento de una fuerza F aplicada en
A con respecto a un punto arbitrario B, se obtuvo que

i j k
Mg = |xa/B Ya/B Za/B (3.21)
F, F, F.

donde x4/5, ya/5 Y za/5 son las componentes del vector ry /p:

XA/B = XA — XB Ya/B = Ya — YB ZA/B — %A — %B

Repaso y resumen del capitulo 3
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Componentes rectangulares del producto
vectorial

Momento de una fuerza con respecto
a un punto

Figura 3.51

Componentes rectangulares del momento

F.k

/

Figura 3.52
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Producto escalar de dos vectores

Q
‘le
P
Figura 3.54

Proyeccion de un vector sobre un eje

z Figura 3.55
Producto triple escalar de tres vectores

En el caso de problemas que involucran tinicamente a dos di-
mensiones, se puede suponer que la fuerza F se encuentra en el
plano xy. Su momento My con respecto a un punto B que se en-
cuentra en ese mismo plano es perpendicular al plano en cuestion
(figura 3.53) y estd completamente definido por el escalar

Mg = (xa — xB)Fy - (yA - yB>Fx (3.23)

Figura 3.53

En los problemas resueltos 3.1 al 3.4 se mostraron varios métodos
para el cdlculo del momento de una fuerza con respecto a un punto.

El producto escalar de dos vectores Py Q [seccion 3.9] se de-
not6 por P - Q y se definié como la cantidad escalar

P-Q=PQcost (3.24)

donde 6 es el dngulo entre Py Q (figura 3.54). Se expreso el pro-
ducto escalar de Py Q en términos de las componentes escalares
de los dos vectores, se determiné que

P-Q=PQ, +P0Q,+PO. (3.30)

La proyeccion de un vector P sobre un eje OL (figura 3.55) se puede
obtener formando el producto escalar de P y el vector unitario A
a lo largo de OL. Asi, se tiene que

POL =P-A (336)
o, con las componentes rectangulares,
Por, = Py cos 6, + P, cos 6, + P cos 6, (3.37)

donde 6., 0, y 0. representan los dngulos que forma el eje OL con
los ejes coordenados.

Elproducto triple escalar de los tres vectores S, Py Q se definié
como la expresion escalar
S-(PxQ) (3.38)

que se obtuvo formando el producto escalar de S con el producto
vectorial de Py Q {seccién 3.10}. Se mostré que
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S. S, S.
S-(PxQ)=|p, P, P. (3.41)
Qr Qy Q-

donde los elementos del determinante son las componentes rec-
tangulares de los tres vectores.

El momento de una fuerza F con respecto a un eje OL [sec-
cién 3.11] se defini6 como la proyeccién OC sobre OL del mo-
mento My, de la fuerza F (figura 3.56), esto es, se definié como el
producto triple escalar del vector unitario A, el vector de posicién
ry la fuerza F:

Mo, =N-Mp=N\:(r XF) (3.42)

Con el uso de la forma de determinante para el producto triple es-
calar, se tiene

Ao A, AL
MoL=|x y =z (3.43)
F, F, F.

donde A, N, \; = cosenos directores del eje OL
x, y, z = componentes de r
F,, F,, F. = componentes de F

En el problema resuelto 3.5 se present6 un ejemplo de la determi-
nacion del momento de una fuerza con respecto a un eje inclinado.

Se dice que dos fuerzas F y —F que tienen la misma magnitud,
lineas de accion paralelas y sentidos opuestos forman un par [seccion
3.12]. Se demostré que el momento de un par es independiente del
punto con respecto al cual se calcula dicho momento; el momento
de un par es un vector M perpendicular al plano del par e igual en
magnitud al producto de la magnitud comin de las fuerzas F y la dis-
tancia perpendicular d entre sus lineas de accion (figura 3.57).

Dos pares que tienen el mismo momento M son equivalentes,
esto es, dichos pares tienen el mismo efecto sobre un cuerpo rigido
dado [seccion 3.13]. La suma de dos pares también es un par [sec-
cién 3.14] y el momento M del par resultante se puede obtener su-
mando vectorialmente los momentos M; y M; de los pares origina-
les [problema resuelto 3.6]. Por tanto, se concluye que un par pue-
de ser representado por un vector, conocido como el vector de par,
igual en magnitud y direccién al momento M del par [seccién 3.15].
Un vector de par es un vector libre que, si asi se desea, se puede fi-
jar al origen O y se puede separar en componentes (figura 3.58).

a) b) )
Figura 3.58

Repaso y resumen del capitulo 3 1 49

Momento de una fuerza con respecto
a su eje

z

Figura 3.56

Pares

Figura 3.57

=
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Sistema fuerza-par

Reduccién de un sistema de fuerzas a
un sistema de fuerza-par

a)

Figura 3.60

Sistemas equivalentes de fuerzas

Reduccién adicional de un sistema de
fuer