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9.1. INTRODUCCION

En el capitulo 5 se analizaron varios sistemas de fuerzas que estaban dis-
tribuidas sobre un drea o volumen. Los tres tipos principales de fuerzas
que se consideraron fueron: 1) los pesos de placas homogéneas de espe-
sor uniforme (secciones 5.3 a la 5.6), 2) las cargas distribuidas que actdan
sobre vigas (seccién 5.8) y las fuerzas hidrostaticas (seccién 5.9) y 3) los
pesos de cuerpos tridimensionales homogéneos (secciones 5.10 y 5.11).
En el caso de placas homogéneas, la magnitud AW del peso de un ele-
mento de una placa fue proporcional al drea AA de dicho elemento. Para
las cargas distribuidas que actuaban sobre vigas, la magnitud AW de cada
peso elemental fue representado con un elemento de drea AA = AW ba-
jo la curva de carga; por otra parte, en el caso de fuerzas hidrostdticas que
actuaban sobre superficies rectangulares sumergidas, se siguié un proce-
dimiento similar. En el caso de cuerpos tridimensionales homogéneos, la
magnitud AW del peso de un elemento del cuerpo era proporcional al vo-
lumen AV de dicho elemento. Por tanto, en todos los casos que se consi-
deraron en el capitulo 5, las fuerzas distribuidas eran proporcionales a las
dreas o a los volimenes elementales asociados con éstas. Por consiguien-
te, la resultante de dichas fuerzas se podia obtener con la suma de las areas
o los voliimenes correspondientes y el momento de la resultante con res-
pecto a cualquier eje dado se podia determinar al calcular los primeros
momentos de las dreas o de los volimenes con respecto a dicho eje.

En la primera parte del presente capitulo se estudian fuerzas distri-
buidas AF cuyas magnitudes no sélo dependen de los elementos de drea
AA sobre los cuales actiian éstas, sino que también dependen de la dis-
tancia que hay desde AA hasta algin eje dado. En forma més precisa, se
supone que la magnitud de la fuerza por unidad de drea AF/AA varia li-
nealmente con la distancia al eje bajo consideracion. Como se sefiala en
la siguiente seccién, las fuerzas de este tipo se presentan en el estudio
de la flexién de vigas y en problemas que involucran superficies sumer-
gidas que no son rectangulares. Si las fuerzas elementales involucradas
estdn distribuidas sobre un drea A y varfan linealmente con la distancia
y al eje x, se demostrard que mientras que la magnitud de su resultante
R depende del primer momento Q, = [ y dA del drea A, la ubicacién
del punto donde se aplica R depende del segundo momento, o momen-
to de inercia, I, = [ y* dA de la misma drea con respecto al eje x. Se
aprenderd a calcular los momentos de inercia de diversas dreas con res-
pecto a ejes x y y dados. Ademds, en la primera parte de este capitulo se
introduce el momento polar de inercia Jo = [ r* dA de un drea, donde
res la distancia desde el elemento de drea dA hasta el punto O. Para fa-
cilitar los cdlculos, se establecerd una relacion entre el momento de iner-
cia I, de un drea A con respecto a un eje x dado y el momento de iner-
cia I- de la misma drea con respecto al eje centroidal paralelo x” (teore-
ma de los ejes paralelos). También se estudiard la transformacién de los
momentos de inercia de un drea dada cuando se rotan los ejes coorde-
nados (secciones 9.9y 9.10).

En la segunda parte del capitulo se aprenderd cémo determinar los
momentos de inercia de varias masas con respecto a un eje dado. Como
se verd en la seccién 9.11, el momento de inercia de una masa dada con
respecto a un eje AA’ se define como I = [ * dm, donde r es la distan-
cia desde el eje AA”" hasta el elemento de masa dmm. Los momentos de
inercia de masas se encuentran en la dindmica en problemas que involu-
cran la rotacién de un cuerpo rigido alrededor de un eje. Para facilitar el
cdlculo del momento de inercia de masa, se introduciri el teorema de los

ejes garalelos seccion 9.12). Por tltimo, se aprendera a analizar la trans-
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formacién de momentos de inercia de masas cuando se rotan los ejes
coordenados (secciones 9.16 a la 9.18).

MOMENTOS DE INERCIA DE AREAS

9.2. SEGUNDO MOMENTO, O MOMENTO DE INERCIA,
DE UN AREA

En la primera parte de este capitulo se estudian fuerzas distribuidas
AF cuyas magnitudes AF son proporcionales a los elementos de drea
AA sobre los cuales actian dichas fuerzas y, que al mismo tiempo, varian
linealmente con la distancia que hay desde AA hasta un eje dado.

Por ejemplo, considérese una viga de seccién transversal uniforme,
la cual estd sometida a dos pares iguales y opuestos que estdn aplica-
dos en cada uno de los extremos de la viga. Se dice que una viga en
estas condiciones estd en flexion pura y en la mecénica de materiales
se demuestra que las fuerzas internas en cualquier seccién de la viga
son fuerzas distribuidas cuyas magnitudes AF = ky AA varian lineal-
mente con la distancia y que hay entre el elemento de drea AA y un
eje que pasa a través del centroide de la seccién. Dicho eje, represen-
tado por el eje x en la figura 9.1, se conoce como el eje neutro de la
seccion. Las fuerzas en un lado del eje neutro son fuerzas de compre-
si6n, mientras que las fuerzas en el otro lado son fuerzas de tension;
sobre el propio eje neutro las fuerzas son iguales a cero.

La magnitud de la resultante R de las fuerzas elementales AF que
actian sobre toda la seccién es

R=[kyda=Fk [yda

La tltima integral obtenida se conoce como el primer momento Q, de
la seccién con respecto al eje x; ésta es igual a yA y, por tanto, es igual
a cero puesto que el centroide de la seccion estd ubicado sobre el eje
x. Por consiguiente, el sistema de fuerzas AF se reduce a un par. La
magnitud M de dicho par (momento flector) debe ser igual a la suma
de los momentos AM, = y AF = ky AA de las fuerzas elementales. Al
integrar sobre toda la seccién se obtiene

M= [ky?dA =k [y da

La ultlma integral se conoce como el segundo momento, o momento de
inercia,’ de la seccién de la viga con respecto al eje x y se representa con
I.. Este se obtiene con la multiplicacién de cada elemento de drea dA
por el cuadrado de su distancia desde el eJe x e integrandolo sobre la
seccién de la viga. Como cada producto y* dA es positivo, sin importar
el signo de y, o cero (si y es cero), la integral I, siempre serd positiva.
Otro ejemplo de un segundo momento o momento de inercia de un
drealo proporciona el siguiente problema de hidrostética: una compuer-
ta circular vertical utilizada para cerrar el escurridero de un depésito
grande estd sumergida bajo el agua, como se muestra en la figura 9.2.
dCudl es la resultante de las fuerzas ejercidas por el agua sobre la com-
puerta y cudl es el momento de la resultante con respecto a la linea de
interseccion del plano de la compuerta y la superficie del agua (eje x)?

'El término segundo momento es més apropiado que el término momento de inercia
puesto que, por logica, este tltimo s6lo deberia utilizarse para denotar integrales de 1nasa
(véase seccién 9.11). Sin embargo, en la practica de la ingenierfa se utiliza el término mo-
mento de inercia para referirse tanto a dreas como a masas.

9.2. Segundo momento, o momento 473
de inercia, de un area

Figura 9.1
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AA AF =7y AA

Figura 9.2

dA =dx dy

Si la compuerta fuera rectangular, la resultante de las fuerzas de
presién se podria determinar a partir de la curva de presién, como se
hizo en la seccién 5.9. Sin embargo, puesto que la compuerta es circu-
lar, se debe utilizar un método mds general. Representando con y la
profundidad de un elemento de drea AA y con 7 el peso especifico del
agua, la presién en el elemento es p = yy y la magnitud de la fuerza
elemental ejercida sobre AA es AF = p AA = yy AA. Por tanto, la mag-
nitud de la resultante de las fuerzas elementales es

RnyydAZnydA

y se puede obtener calculando el primer momento Q, = [ y dA del
drea de la compuerta con respecto al eje x. El momento M, de la re-
sultante debe ser igual a la suma de los momentos AM, = y AF = yy*
AA de las fuerzas elementales. Al integrar sobre el drea de la compuer-
ta, se tiene que

M, = [y da=y [y da

Aqui la integral obtenida representa el segundo momento o momento
de inercia I, del drea con respecto al eje x.

9.3. DETERMINACION DEL MOMENTO DE INERCIA
DE UN AREA POR INTEGRACION

En la seccién anterior se definié el segundo momento o momento de
inercia de un drea A con respecto al eje x. Definiendo de forma simi-
lar el momento de inercia I, del drea A con respecto al eje y, se escri-
be (figura 9.3a) '

1x=fy2 dA 1, =fx2 dA (9.1)

Estas integrales, conocidas como los momentos rectangulares de iner-
cia del drea A, se pueden evaluar con facilidad si se selecciona a dA
como una tira delgada paralela a uno de los ejes coordenados. Para
calcular I, la tira se selecciona paralela al eje x, de manera que todos
los puntos de dicha tira estén a la misma distancia y del eje x (figura
9.3b); entonces, se obtiene el momento de inercia dI, de la tira multi-
plicando su drea dA por yz. Para calcular I,,, la tira se selecciona para-
lela al eje y de forma que todos los puntos de dicha tira estén a la mis-
ma distancia x del eje y (figura 9.3¢); asf, el momento de inercia dI,, de
la tira es x? dA.

dA =(a-x)dy dA =y dx

|
|

X
dl=y2dA  dl, =x2dA

Figura 9.3 a)

X di X
dI, = 22 dA

dI, = y2dA

b) c)
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Momento de inercia de un area rectangular. Como un ejem-
plo, se procederd a determinar el momento de inercia de un rectdngu-
lo con respecto a su base (figura 9.4). Dividiendo el rectdngulo en ti-
ras paralelas al eje x, se obtiene

dA=bdy  dI,=y’bdy
h
L= [ by dy = 11 9.2)
0

Calculo de I, e I, con el uso de las mismas tiras elementa-
les. La férmula que se acaba de derivar se puede utilizar para deter-
minar el momento de inercia dI, con respecto al eje x de una tira rec-
tangular que es paralela al eje ¢, como la tira mostrada en la figura 9.3c.
Estableciendo b = dx y h = y en la férmula (9.2), se escribe

dl, = 3y° dx
Por otra parte, se tiene que
dl, = x> dA = x’y dx

Por tanto, se puede utilizar el mismo elemento para calcular los mo-
mentos de inercia I, e I, de un drea dada (figura 9.5).

Yy
y
) l
dx x
dI, = %yS dx
dl, = x?ydx
Figura 9.5

9.4. MOMENTO POLAR DE INERCIA

Una integral muy importante en los problemas relacionados con la tor-
sién de flechas cilindricas y en los problemas relacionados con la rota-
cién de placas es la siguiente

Jo = f r? dA (9.3)

donde r es la distancia desde O hasta el drea elemental dA (figura 9.6).
Esta integral es el momento polar de inercia del drea A con respecto
al “polo” O.

El momento polar de inercia de un drea dada puede calcularse a
partir de los momentos rectangulares de inercia I, e I, del drea, si di-
chas cantidades ya son conocidas. De hecho, si se observa que r? =2
+ yz, se puede escribir

]OZJrszZJ(xQ-l-yz)dAnysz-i-fxsz

9.4. Momento polar de inercia

dA = by

)
¥
e —

Figura 9.4

dy

X

Figura 9.6
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Figura 9.7

esto es,

]O = Ix + Iy (94)

9.5. RADIO DE GIRO DE UN AREA

Considere un drea A que tiene un momento de inercia I, con respec-
to al eje x (figura 9.7a). Imagine que se ha concentrado esta drea en
una tira delgada paralela al eje x (figura 9.7D). Si el drea A, concentra-
da de esta forma, debe tener el mismo momento de inercia con res-
pecto al eje x, la tira debe ser colocada a una distancia k, desde el eje
x, donde k, estd definida por la relacién

I, = kA
Al resolver para k,, se escribe
I
k.= A (9.5)

Se hace referencia a la distancia k, como el radio de giro del drea con
respecto al eje x. En forma similar, se pueden definir los radios de giro
k,y ko (figura 9.7c y d); asi se escribe

L=kA k=2 (9.6)

Si se reescribe la ecuacién (9.4) en términos de los radios de giro, se
encuentra que

kb = ki +ky (9.8)

Ejemplo. Para el rectingulo mostrado en la figura 9.8, se calcula el
radio de giro k, con respecto a su base. Con las férmulas (9.5) y (9.2), se es-
cribe

En la figura 9.8 se muestra el radio de giro k, del rectdngulo. El radio de gi-
ro no debe confundirse con la ordenada iy = h/2 del centroide del drea. Mien-
tras k, depende del segundo momento o momento de inercia del rea la orde-
nada y estd relacionada con el primer momento del drea.

h °
C

X

e ——

l
|
-

!

Figura 9.8
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PROBLEMA RESUELTO 9.1

Determine el momento de inercia de un tridngulo con respecto a su base.

SOLUCION

Se dibuja un trigngulo de base b y altura h; el eje x se selecciona de mane-
ra que coincida con la base del tridgngulo. Se selecciona dA como una tira di-
ferencial paralela al eje x. Como todas las porciones de la tira estin a la mis-
ma distancia a partir del eje x, se escribe
dl, = y* dA dA =ldy

Si se utilizan tridngulos semejantes se tiene que

Il h-y h—y h—y

—=— l=b——— dA =b————=d

b h I no Y

Con la integracién de dI, desde y = 0 hasta y = h, se obtiene
b
p) _ _
I—JydA fyb 7 dy—hj(hy y)dy

SO b
0

AR D)

PROBLEMA RESUELTO 9.2

a) Determine el momento polar centroidal de inercia de un drea circular por
integracién directa; b) utilice el resultado del inciso @) y determine el mo-
mento de inercia de un drea circular con respecto a uno de sus didmetros.

SOLUCION

a) Momento polar de inercia. Se selecciona dA como un elemento
anular diferencial de drea. Como todas las porciones del drea diferencial es-
tdn a la misma distancia desde el origen, se escribe

dfo = u?dA dA = 27u du
= [djo = [ wemudu) =27 [ w?d
Jo J]o Jou(ﬂ'u u) ﬂfou u

7T £
]o = 51”1 <

b) Momento de inercia con respecto a un diametro. Debido ala
simetrfa del drea circular, se tiene que I, = I,. Entonces, se escribe

]O = Il‘ + Iy = 211 %1/4 = 211 Idifmu‘tr(v = I\' = _1”/ 4
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PROBLEMA RESUELTO 9.3

a) Determine el momento de inercia con respecto a cada uno de los ejes
coordenados correspondientes al drea sombreada que se muestra en la figu-
ra (las propiedades de esta drea fueron consideradas en el problema resuel-
to 5.4), b) utilice los resultados del inciso @) y determine el radio de giro del
drea sombreada con respecto de cada uno de los ejes coordenados.

SOLUCION

Haciendo referencia al problema resuelto 5.4, se obtienen las siguientes ex-
p
presiones para la ecuacién de la curva y para el drea total:

b .
y=—5x> A=+ab

Momento de inercia I.. Se selecciona dA como un elemento dife-
rencial vertical de drea. Como todas las porciones de este elemento no estdn
a la misma distancia desde el eje x, se debe tratar al elemento como un rec-
tangulo delgado. Entonces, el momento de inercia del elemento con respec-
to al eje x es

| s

3
dl, = 5y° dx %(% )dx %iG dx
B ("1 b® s, [1Db%«x
' L Jn =] 5 o d‘f—k?ﬂ
L= 4
21

Momento de inercia I,.  Se utiliza el mismo elemento diferencial ver-
tical de drea. Como todas las porciones del elemento estdn a la misma dis-
tancia desde el eje y, se escribe

dl, = x dA—x(ydx)—x(b ) bx4dx
a a®

dx
I, —jdl —f L dx—[%%]

Radios de giro k, y k,. Por definicién, se tiene que

_ I, _ab’/21 _ b
A ab/3 7

_Iy_(lgb/'s_iz /. o
YA ap/3 o ty
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RESOLUCION DE PROBLEMAS

EN FORMA INDEPENDIENTE

El propésito de esta leccién fue introducir los momentos rectangulares y polares de inercia de
dreas y los radios de giro correspondientes. A pesar de que los problemas propuestos que se
deben resolver pueden parecer més apropiados para una clase de cdlculo que para una de me-
cénica, se espera que los comentarios hechos en la introduccién hayan convencido al lector
de la relevancia de los momentos de inercia para el estudio de diversos temas de ingenieria.

1. Cdlculo de los momentos rectangulares de inercia I, e I,. Estas cantidades se
definieron como

I = Jyz dA  I,= fxz dA 9.1)

donde dA es un elemento diferencial de drea dx dy. Los momentos de inercia son los se-
gundos momentos de un drea; es por esta razén que I, por ejemplo, depende de la distan-
cia perpendicular y al drea dA. Conforme se estudie la seccién 9.3, se debe reconocer la im-
portancia de definir con cuidado la forma y la orientacién de dA. Mds atin, se deben observar
los siguientes puntos:

a) Los momentos de inercia de la mayoria de las dreas se pueden obtener por
medio de una sola integracion. Las expresiones proporcionadas en las figuras 9.3b y ¢ y
en la figura 9.5 se pueden utilizar para calcular I, e I,. Sin importar si se realiza una sola
integracién o una integracién doble, siempre se debe mostrar en el croquis el elemento dA
que se ha seleccionado.

b) El momento de inercia de un drea siempre es positivo, sin importar la ubica-
cién del drea con respecto a los ejes coordenados. Esto se debe a que el momento de iner-
cia se obtiene integrando el producto de dA y el cuadrado de una distancia. (Obsérvese c6-
mo lo anterior difiere de los resultados para el primer momento del drea.) S6lo cuando un
drea se remueve (como en el caso de un agujero) su momento de inercia se utilizard en los
célculos con un signo negativo.

¢) Como una comprobacién parcial del trabajo realizado, observe que los momen-
tos de inercia son iguales a un drea por el cuadrado de una longitud. Por tanto, cada término en
la expresién para un momento de inercia debe ser una longitud elevada a la cuarta potencia.

2. Cdlculo del momento polar de inercia Jo. Jo se definié como
Jo= frz dA (9.3)

donde % = x> + y2. Si el drea dada posee simetrfa circular (como en el problema resuelto
9.2), es posible expresar dA como una funcién de r y calcular o con una sola integracién.
Cuando el drea no posee simetria circular, es mds facil calcular primero I, e 1, y, entonces, de-
terminar ] a partir de la siguiente expresién

Jo=1+1, (9.4)

Por tltimo, si la ecuacién de la curva que acota al drea dada estd expresada en coordenadas
polares, entonces dA = r dr df y se requiere una integracién doble para calcular la integral
para Jo [véase el problema propuesto 9.27].

3. Determinacion de los radios de giro k. y k, y del radio polar de giro ko. Estas
cantidades se definieron en la seccién 9.5 y se debe observar que sélo pueden determinar-
se una vez que se han calculado el drea y los momentos de inercia apropiados. Es impor-
tante recordar que k, estd medido en la direccién de y mientras que k, estd medido en la
direccién de x; se debe estudiar con detalle la seccién 9.5 hasta que se haya comprendido
este punto.

www.geocienciasvirtual.blogspot.com.co
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Problemas

9.1a 9.4 Para el drea sombreada que muestran las figuras, determine
por integracion directa el momento de inercia con respecto al eje y.

<—:‘—>|

o 9.5a 9.8 Para el drea sombreada que muestran las figuras, determine
Figura P9.1y P9.5 por integracién directa los momentos de inercia con respecto al eje x.
Y Y

\\\/y= —‘7

1 b

j_ o L y =kx2
x

PR :

Figura P9.2 y P9.6 Figura P9.3 y P9.7 Figura P9.4 y P9.8
Y
T y=c(1—-kxl2)
b
9.9 a 9.11 Para el drea sombreada que muestran las figuras, deter-
" mine por integracién directa el momento de inercia con respecto al eje x.
b 9.12 a 9.14 Para el drea sombreada que muestran las figuras, deter-
L y=—cl-kx'2) " 1mine por integracién directa los momentos de inercia con respecto al eje y.

Figura P9.9 y P9.12

| = I |

I a 1 I a I
Figura P9.10 y P9.13 Figura P9.11 y P9.14
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9.15 y 9.16 Para el drea sombreada que muestran las figuras, deter-
mine el momento de inercia y el radio de giro con respecto al eje x.

|<—®‘—>

Yy =mx [ a

Figura P9.15 y P9.17 Figura P9.16 y P9.18

9.17 y 9.18 Para el drea sombreada que muestran las figuras, deter-
mine el momento de inercia y el radio de giro con respecto al eje .

9.19 Para el drea sombreada que muestra la figura, determine el mo-
mento de inercia y el radio de giro con respecto al eje x.

y=mx+b

y =c sen kx

—
h

2
t

h

4

! a a |

Figura P9.19y P9.20

9.20 Para el drea sombreada que muestra la figura, determine el mo-
mento de inercia y el radio de giro con respecto al eje y.

9.21 y 9.22 Para el drea sombreada que muestran las figuras, deter-
mine el momento polar de inercia y el radio de giro polar con respecto al
punto P.

a | a
= -
: !
| 7
a
5 i G
ol o fa ol
|<—a < d——a—=—a 2 2 2 2
Figura P9.21 Figura P9.22
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/\% =

&

e

Figura P9.23 y P9.24

X

A’ /
2
>/ —
T =’
i /-/
B c
?a/
Figura P9.25
Yy
R=a+ko P
b
Figura P9.27
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9.23 a) Determine por integracion directa el momento polar de iner-
cia del drea anular mostrada con respecto al punto O. b) Con el resultado
del inciso @, determine los momentos de inercia del drea dada con respecto
al eje x.

9.24 ) Demuestre que el radio de giro polar ko del drea anular mos-
trada es aproximadamente igual al radio medio R,, = (R; + R5)/2 para valo-
res pequefios del espesor ¢t = Ry — R;. b) Determine el porcentaje de error
generado al utilizar R,, en lugar de ko para los siguientes valores de /R, ,;

L 7y
9.25y 9.26 Para el drea sombreada que muestran las figuras, deter-

mine el momento polar de inercia y el radio de giro polar con respecto al
punto P.

Figura P9.26

9.27 Para el drea sombreada que muestra la figura, determine el mo-
mento polar de inercia y el radio de giro polar con respecto al punto O.

9.28 Para el tridngulo isdsceles que muestra la figura, determine el
momento polar de inercia y el radio de giro polar con respecto al punto O.

0 :

Figura P9.28

*9.29  Con el momento polar de inercia del tridngulo is6sceles del pro-
blema 9.28, demuestre que el momento polar de inercia centroidal de un
rea circular de radio r es /2. (Sugerencia: A medida que el drea de un
circulo se divide en un nidmero creciente de sectores circulares del mismo
tamafio, Jcudl es la forma aproximada que debe tener cada sector circular?)

*9.30 Demuestre que el momento polar de inercia centroidal de un
area dada A no puede ser menor que A2r. (Sugerencia: Compare el mo-
mento de inercia del drea dada con el momento de inercia de un circulo que
tenga la misma drea g el mismo centroide.)
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9.6. TEOREMA DE LOS EJES PARALELOS
O TEOREMA DE STEINER

Considere el momento de inercia I de un drea A con respecto a un eje
AA’ (figura 9.9). Si se representa con y la distancia desde un elemento
de 4rea dA hasta AA’, se escribe

szy%m

Ahora, se dibuja a través del centroide C del drea un eje BB' que es
paralelo a AA’, dicho eje es llamado eje centroidal. Representando con

A A’
Figura 9.9

y' la distancia desde el elemento dA hasta BB, se escribe y = y' + d,
donde d es la distancia entre los ejes AA" y BB'. Sustituyendo por y en
la integral anterior, se escribe

1=ffdA=J@ﬂ+@%m
= [y da+2d [y da+a [ aa

La primera integral representa el momento de inercia I del drea con
respecto al eje centroidal BB'. La segunda integral representa el pri-
mer momento del drea con respecto a BB'; como el centroide C del
drea estd localizado sobre dicho eje, la segunda integral debe ser igual
a cero. Finalmente, se observa que la tltima integral es igual al drea
total A. Por tanto, se tiene

I1=1+Ad (9.9)

Esta férmula expresa que el momento de inercia I de un drea con
respecto a cualquier eje dado AA’ es igual al momento de inercia I del
drea con respecto a un eje centroidal BB’ que es paralelo a AA" mds
el producto del drea A y el cuadrado de la distancia d entre los dos
ejes. Este teorema se conoce como el teorema de los ejes paralelos o
teorema de Steiner. Sustituyendo kA por Iy kA por I, el teorema
también se puede expresar de la siguiente forma

=k+d? (9.10)

Se puede utilizar un teorema similar para relacionar el momento
polar de inercia |, de un drea, con respecto a un punto O, con el mo-
mento polar de inercia J¢, de la misma drea con respecto a su centroi-
de C. Denotando con d la distancia entre O y C, se escribe

Jo=Jc+ALP o ki=kt+d (9.11)
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Fuerzas distribuidas: momentos de inercia

484

C
g I
/ d=r
L
Figura 9.10
D D’
;2
d :Eh
h
C
B . B’
d=1n \
A ¥ | | A
| b |
Figura 9.11

Fotografia 9.1 En la figura 9.13 se tabularon
los datos de una pequefa muestra de todas las

formas de acero laminado que se encuentran con

facilidad. En la fotografia se muestran dos
ejemplos de vigas de patin ancho que se usan
en la construccion de edificios.

Ejemplo 1. Como una aplicacién del teorema de los ejes parale-
los, se procederd a determinar el momento de inercia Iy de un drea
circular con respecto a una linea tangente al circulo (figura 9.10). En
el problema resuelto 9.2 se encontré que el momento de inercia de
un drea circular con respecto a un eje centroidal es I = 4, Por tan-
to se puede escribir

Iy = I+ Ad? = %771’4 + (mr)? = %771”4

Ejemplo 2. El teorema de los ejes paralelos también se puede
utilizar para determinar el momento centroidal de inercia de un édrea
cuando se conoce el momento de inercia del drea con respecto a un
eje paralelo. Por ejemplo, considere un drea triangular (figura 9.11).
En el problema resuelto 9.1 se encontr6é que el momento de inercia
del tridngulo con respecto a su base AA’ es igual a 7 bh®. Con el teo-
rema de los ejes paralelos, se escribe

IAA' = YBB' + Adz )
IBB' = IAA' - Adz = %th - %bh(%h)z = %I’)h3

Es necesario resaltar que el producto Ad> fue restado del momento
de inercia dado, con el fin de obtener el momento centroidal de iner-
cia del tridngulo. Observe que dicho producto se suma cuando se pa-
sa de un eje centroidal a un eje paralelo, pero debe restarse cuando
se pasa ¢ un eje centroidal. En otras palabras, el momento de inercia
de un drea siempre es menor en relacién con un eje centroidal que
con respecto a cualquier otro eje paralelo.

En la figura 9.11 se observa que el momento de inercia del tridn-
gulo con respecto a la linea DD’ (la cual se ha dibujado a través de
un vértice del tridngulo) se puede obtener escribiendo

Ipp = Ipp + Ad'® = 3bh° + 3bh(3h)? = 1bh?

Observe que Ipp no se habria podido obtener directamente a par-
tir de I, . El teorema de los ejes paralelos sélo se puede aplicar si
uno de los dos ejes paralelos pasa a través del centroide del drea.

9.7. MOMENTOS DE INERCIA DE AREAS COMPUESTAS

Un drea compuesta A que estd constituida por varias dreas componen-
tesAy, Ay, As, . .. Como laintegral que representa el momento de iner-
cia de A puede subdividirse en integrales evaluadas sobre A, Ay,
As, ..., el momento de inercia de A con respecto a un eje dado se ob-
tiene sumando los momentos de las dreas A;, Ay, A, . . . con respecto
al mismo eje. Por tanto, el momento de inercia de un drea que consta
de varias de las formas comunes mostradas en la figura 9.12, se puede
obtener con las férmulas proporcionadas en dicha figura. Sin embar-
go, antes de sumar los momentos de inercia de las dreas componentes,
es posible que se tenga que utilizar el teorema de los ejes paralelos pa-
ra pasar cada momento de inercia al eje deseado. Esto se muestra en
los problemas resueltos 9.4 y 9.5.

En la figura 9.13 se proporcionan las propiedades de las seccio-
nes transversales de varias formas (o perfiles) estructurales. Como se
sefialé en la seccién 9.2, el momento de inercia de una seccién de
una viga con respecto a su eje neutro estd relacionado con el célculo
del momento flector en esa seccién de la viga. Por tanto, la determi-
naciéon de los momentos de inercia es un prerrequisito para el anali-
sis y el disefio de elementos estructurales.
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Figura 9.12 Momentos de inercia de formas goemétricas comunes.

Es necesario sefialar que el radio de giro de un drea compuesta no
es igual a la suma de los radios de giro de las dreas componentes. Para
determinar el radio de giro de un drea compuesta, es necesario que
primero se calcule el momento de inercia del area.
www.geocienciasvirtual.blogspot.com.co
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Eje X-X Eje Y-Y
Area Altura  Ancho — = — =
Designacién in.2 in. in. I.,in4 k,in. Y, in. I, in4 ky, in. x,in.
Y W18 X 501 14.7 1799 7495 | 800 7.38 40.1 1.65
Formas tipo W W16 X 40 1158 1601 6995 | 518 6.63 28.9 1.57
(formas de patfn W14 X 30 8.85 1384 6730 | 291 5.73 19.6 1.49
ancho) X | W8 x 24 7.08 793 6495 828 342 18.3 1.61
N
. Y S18 % 70 20.6 18.00  6.251 | 926 6.71 24.1 1.08
Formas tipo S S12 % 50 14.7 12.00 5477 | 305 455 15.7 1.03
(formas estandar S10x 35 10.3 10.00  4.944 | 147 3.78 836  0.901
estadounidenses) S6x 17.25 5.07 6.00  3.565 263 228 231 0675
X
%
Y Cl12x 25! 7.35 1200  3.047 | 144 4.43 447 0780 0.674
Formas tipo C C10x 20 5.88 1000 2.739 789  3.66 2.81  0.692 0.606
(canales estdndar C8x 13.75 4.04 8.00 2343 36.1 2.99 1.53 0615 0.553
estadounidenses) C6x10.5 3.09 6.00  2.034 152 222 0.866  0.529  0.499
X
%
Y
Y L6X 6x 3 8.44 28.2 1.83 1.78 28.2 183 1.78
B L4x4xL 3.75 556  1.22 1.18 556 122 118
b L3X3x L 1.44 124 0930  0.842 124 0930 0.842
. L6X4X & 4.75 174 1.91 1.99 627 115  0.987
Angulos |
Lsx3x L 3.75 945 159 1.75 258 0829 0.750
L3x2x L 1.19 1.09 0957  0.993 0.392 0574 0.493
X — X
T
I |
%

Figura 9.13A Propiedades de secciones de acero laminado (sistema de unidades de uso comun en Estados Unidos).*
*Cortesfa del American Institute of Steel Construction, Chicago, Illinois.

'Altura nominal en pulgadas y peso en libras por pie.

#Altura, ancho y espesor en pulgadas.
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Eje X-X Eje Y-Y
Area | Altura Ancho 1, Ex y 1, Ey x
Designacién mm? mm mm 106 mm# mm  mm [ 105mm* mm  mm
Y W460 x 74! 9450 457 190 333 188 16.6 419
Formas tipo W W410 X 60 7580 407 178 216 169 12.1 40.0
(formas de patin W360 x 44 5 730 352 171 122 146 818 378
ancho) X X | W200 % 35.9 4 580 201 165 34.4 86.7 764 408
N
_ y S460 x 104 13 300 457 159 385 170 104 275
Formas tipo § S310 X 74 9480 305 139 126 115 6.69 26.1
(formas estandar $250 X 52 6 670 254 126 61.2 95.8 359 229
estadounidenses) S150 X 25.7 3270 152 91 10.8 575 1.00 172
X X
b%
Y C310x 371 5 690 305 77 59.7 112 183 197 17.0
Formas tipo C €250 % 30 3780 254 69 326 92.9 114 174 153
(canales estandar C200 X 27.9 3560 203 64 182 71.5 0.817 151 143
estadounidenses) C150 X 15.6 1980 152 51 6.21 56.0 0.347 132 125
X X
X
¥
% L152 X 152 X 19.0f 5420 11.6 463 449 | 11.6 463 44.9
- L102X 102X 12.7 2430 234 310 302 234 310 302
mabim L76 X 76 X 6.4 932 0517 236 214 0517 236 214
L152% 102X 12.7 3 060 720 485 503 264 294 253
Angulos LI2TX 76X 12.7 2420 393 403 444 106 209 19.0
L76 X 51 X 6.4 772 0453 242 251 0.166 147 12.6
X u — X
T
%

Figura 9.13B Propiedades de secciones de acero laminado (unidades del SI).
'Altura nominal en milimetros y masa en kilogramos por metro.
'Altura, ancho y espesor en milimetros.
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PROBLEMA RESUELTO 9.4

La resistencia de una viga W14 X 38 de acero laminado se incrementa unién-
dole una placa de 9 X 7 in. a su patin superior, como se muestra en la figu-
ra. Determine el momento de inercia y el radio de giro de la seccién com-
puesta con respecto a un eje que es paralelo a la placa y que pasa a través del
centroide C de la seccién.

SOLUCION

Se coloca el origen O de las coordenadas en el centroide de la forma de patin
ancho y se calcula la distancia Y al centroide de la seccién compuesta uti-
lizando los métodos del capitulo 5. El drea de la forma de patin ancho hace
referencia a la figura 9.13A. El drea y la coordenada y del centroide de la
placa estan dados por

A= (9in.)(0.75 in.) = 6.75 in.
7 = 1(14.1in) + 2(0.75 in.) = 7.425 in.

Tabla A
Seccion Area, in.2 Yy, in. VA, in2
Placa 6.75 7.425 50.12
Perfil de patin ancho 11.2 0 0
YA =1795 EyA = 50.12

YSA=3yA  Y(1795) =50.12 Y =2.792 in.

Momento de inercia. Se utiliza el teorema de los ejes paralelos para
determinar los momentos de inercia de la forma de patin ancho y de la pla-
ca con respecto al eje x'. Este eje es centroidal para la seccion compuesta pe-
ro no para cualquiera de los elementos considerados en forma separada. El
valor de I, para la forma de patin ancho se obtiene a partir de la figura 9.13A.

Para la forma de patin ancho,

I =1 +AY? =385+ (11.2)(2.792)% = 472.3 in.*

Para la placa,
Lo =1, + Ad®> = (5)(9)3)° + (6.75)(7.425 — 2.792)> = 145.2 in.*
Para el drea compuesta,

I, =4723+1452=06175in* I =618in" <

Radio de giro. Se tiene

617.5 in.*

1795 in2 k., =587in. 4

I
2 = —/\ =
ki n
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Yy PROBLEMA RESUELTO 9.5
240 m1 |
/n " | Determine el momento de inercia del d4rea sombreada con respecto al eje x.

r=90 mm

120 mm
T
SOLUCION
El drea dada puede obtenerse restindole un semicirculo a un rectingulo. Los
momentos de inercia del rectingulo y del semicirculo serdn calculados en
forma separada.
Y Yy Y
240 mm i
A A’
a
120 mm - e
13 L
_ | s _
X X
Momento de inercia del rectangulo. Haciendo referencia ala figura
9.12, se obtiene
I, = 3bh® = £(240 mm)(120 mm)® = 138.2 X 10° mm*
y Momento de inercia del semicirculo. Haciendo referencia a la fi-

gura 5.8, se determina la ubicacién del centroide C del semicirculo con res-
A’ pecto al didmetro AA’.

A
/ a=238.2mm
Ce x’ 4r (4)(90 mm)
120 mm a=—=——"—""=382mm
b =818 mm 37 3

J— x La distancia b desde el centroide C hasta el eje x es
b =120 mm — a = 120 mm — 38.2 mm = 81.8 mm

Ahora, en referencia a la figura 9.12, se calcula el momento de inercia del
semicirculo con respecto al didmetro AA’; ademis, se calcula el drea del se-
micirculo.
Iy = %77‘1"4 = %77(90 mm)* = 25.76 X 10° mm*
A = $mr® = (90 mm)* = 12.72 X 10° mm?
Con el teorema de los ejes paralelos, se obtiene el valor de Lr:
Iy = Lo + Ad®
25.76 X 10° mm* = I, + (12.72 X 10°> mm?)(38.2 mm)>
I, =720 % 10° mm*

De nuevo, con el teorema de los ejes paralelos, se obtiene el valor de I,:

I.=1, +Ab>=7.20 % 10° mm®* + (12.72 X 10> mm?)(81.8 mm)>
=923 X 10° mm*

Momento de inercia del area dada. Si se le resta el momento de
inercia del semicirculo al momento de inercia del rectiangulo, se obtiene

I, =138.2 X 10° mm* — 92.3 X 10° mm?*
I, =459 X 10° mm* <
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RESOLUCION DE PROBLEMAS

EN FORMA INDEPENDIENTE

En esta leccién se introdujo el teorema de los ejes paralelos y se ilustré cémo se
puede utilizar dicho teorema para facilitar el cdlculo de momentos y momentos po-
lares de inercia de dreas compuestas. Las dreas consideradas en los problemas pro-
puestos que se presentan a continuacion consistirin de formas comunes y de for-
mas de acero laminado. Ademds, se utilizard el teorema de los ejes paralelos para
localizar el punto de aplicacion (el centro de presion) de la resultante de las fuer-
zas hidrostaticas que actiian sobre un drea plana que estd sumergida.

1. Aplicacion del teorema de los ejes paralelos. En la seccién 9.6 se derivé el
teorema de los ejes paralelos

1=1+ Ad> (9.9)

el cual establece que el momento de inercia I de un drea A con respecto a un eje
dado es igual a la suma del momento de inercia I de esa misma drea con respecto
a un eje centroidal paralelo y el producto Ad?, donde d es la distancia entre los dos
ejes. Es importante que se recuerden los puntos siguientes cuando se utilice el teo-
rema de los ejes paralelos.

a) El momento centroidal de inercia I de un drea A puede obtenerse res-
tandole el producto Ad* al momento de inercia I del drea con respecto a un eje
paralelo. Se concluye que el momento de inercia I es menor que el momento de
inercia I de la misma drea con respecto a cualquier otro eje paralelo.

b) El teorema de los ejes paralelos sélo se puede aplicar si uno de los
dos ejes involucrados es un eje centroidal. Como se sefial6 en el ejemplo 2, pa-
ra calcular el momento de inercia de un drea con respecto a un eje que no es cen-
troidal cuando se conoce el momento de inercia de dicha drea con respecto a otro
eje que no es centroidal, es necesario calcular primero el momento de inercia del
drea con respecto a un eje centroidal paralelo a los dos ejes dados.

2. Cdlculo de los momentos y momentos polares de inercia de dreas com-
puestas. Los problemas resueltos 9.4 y 9.5 ilustran los pasos que se deben seguir
para resolver problemas de este tipo. Como en todos los problemas que involucran
dreas compuestas, se debe mostrar en un esquema las formas comunes o las for-
mas de acero laminado que constituyen los distintos elementos del drea dada, al
igual que las distancias entre los ejes centroidales de los elementos y los ejes con
respecto a los cuales se calculan los momentos de inercia. Ademds, es importante
que se tomen en cuenta los siguientes puntos:
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a) El momento de inercia de un drea siempre es positivo, sin importar la
posicion del eje con respecto al cual se calcula dicho momento de inercia. Como
se sefialé en los comentarios para la leccién anterior, s6lo cuando se remueve un
drea (como en el caso de un agujero) se debe utilizar su momento de inercia en los
cdlculos con un signo negativo.

b) Los momentos de inercia de una semielipse y de un cuarto de elipse
se pueden determinar con la division del momento de inercia de una elipse entre
2y entre 4, respectivamente. Sin embargo, se debe sefialar que los momentos de
inercia que se obtienen de esta forma son con respecto a los ejes de simetria de la
elipse. Para obtener los momentos centroidales de inercia para estas formas, se de-
be utilizar el teorema de los ejes paralelos. Nétese que este comentario también se
aplica a un semicirculo y a un cuarto de circulo y que las expresiones proporciona-
das para estas formas en la figura 9.12 no son momentos centroidales de inercia.

c¢) Para calcular el momento polar de inercia de un drea compuesta, se
pueden utilizar las expresiones para o proporcionadas en la figura 9.12 o se pue-
de emplear la relacién

lo cual depende de la forma del drea dada.

d) Antes de calcular los momentos centroidales de inercia de un area dada,
es posible que sea necesario localizar primero el centroide del drea con los méto-
dos del capitulo 5.

3. Localizacién del punto de aplicacion de la resultante de un sistema de
fuerzas hidrostdticas. En la seccién 9.2 se encontré que

R=1y[yda=yj
szyijdAZ'ny

donde y es la distancia desde el eje x hasta el centroide del drea plana que esta
sumergida. Como R es equivalente al sistema de fuerzas hidrostaticas elementales,
se concluye que

SM:  ypR =M,
donde yp es la profundidad del punto de aplicacién de R. Entonces,

— Ix
yA

yp(yyA) = yl, 0 yp

Para finalizar, se recomienda estudiar con detalle la notacién utilizada en la figura
9.13 para las formas de acero laminado, puesto que es probable volverla a encon-
trar en cursos de ingenieria posteriores.

www.geocienciasvirtual.blogspot.com.co

491



Problemas

9.31 y 9.32 Para el drea sombreada que muestran las figuras, deter-
mine el momento de inercia y el radio de giro del drea con respecto al eje x.

Y
12 mm 12 mm : y
| | J gin' —>| |<—21n.—><—2m,_>| I‘_%in'
L J 6nlm
2 in.
8 mm—1 | 24 mm
1in
’ ) © 1in *
e 1in.
| = 1 T
i 1.
’4—24 mm—=|{=<—24 mm—»l_r 51n.—>| - — |<_Eln,

Figura P9.31 y P9.33 Figura P9.32 y P9.34

9.33 vy 9.34 Para el drea sombreada que muestran las figuras, deter-
mine el momento de inercia y el radio de giro del drea con respecto al eje y.

9.35y 9.36 Para el drea sombreada que muestran las figuras, deter-
mine los momentos de inercia con respecto a los ejesx yy sia = 20 mm.

! 3a
Figura P9.35 Figura P9.36

9.37 Para el drea sombreada de 4 000 mm? que se muestra en la fi-
gura, determine la distancia d5 y el momento de inercia con respecto al eje
centroidal paralelo AA’ si se sabe que los momentos de inercia con respecto
aAA' y BB’ son, respectivamente, 12 X 10° mm* y 23.9 X 10° mm*, y que
d, = 25 mm.

9.38 Para la regién sombreada que se muestra en la figura, determine el
B B'  dreay el momento de inercia con respecto al eje centroidal paralelo BB’ si se
Figura P9.37 y P9.38 sabe que d; = 25 mm, d; = 15 mm y que los momentos de inercia con res-

pecto a A_A' y BB " son 7.84 X 10° mm* y 5.20 X 10% mm?, respectivamente.
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9.39 El drea sombreada es igual a 50 in.> Determine sus momentos
centroidales de inercia I, e I,, si se sabe que I, =2I; y que el momento po-
lar de inercia del drea con respecto al punto A es J, = 2 250 in.*.

s!n.kz/ E )

A S i

Figura P9.39 y P9.40

9.40 Los momentos polares de inercia del drea sombreada con res-
pecto a los puntos A, B'y D son [, = 2 880 in., Jg = 6720 in.t y]p =
4560 in.%, respectivamente. Determine el drea sombreada, su momento cen-
troidal de inercia | y la distancia d desde C hasta D.

9.41 a 9.44 Para el drea mostrada en las figuras, determine los mo-

mentos de inercia I, e I, con respecto a los ejes centroidales paralelo y per-

pendicular al lado AB, respectivamente.

12mm | 12 mm
| | a B
1.2 in.
18 mm
— 5.0 in.
22 mm
1.8 in.
A B
— |<—>| l—o 0.9 in. |
6 mm 12 mm 6 mm .~ 200, 2.1, !
Figura P9.42 Figura P9.43

9.45y 9.46 Para el drea mostrada en las figuras, determine el momento
polar de inercia con respecto a a) el punto O y b) el centroide del drea.

84 mm

<54 mm —|

27 mm

42 mm

|<—100 mm —’IW Semielipses

m

Figura P9.45 Figura P9.46

Problemas 493

12 mm

18 mm

18 mm

12 mm
t A B

22 mm —| 72 mm [<—14 mm

Figura P9.41

—>| 1.3 in. |<— 1

1.0 in.

— |~ 0.5in.

3.8 1in.

ES_iHA
A |B_f
|

3.6 in.
Figura P9.44
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O.<—Sin,—>|

[~—4.5in.

Figura P9.47

80 mm 80 mm

——

——

e

Figura P9.49

Yy

20 mm

X

__—S310x47.3

W200 x 46.1 <-< C

6 mm

_t

L— 203 mm —>| T

Figura P9.51

9.47'y 9.48 Para las dreas que muestran las figuras, determine el mo-
mento polar de inercia con respecto a a) el punto O y b) el centroide del
area.

Semicirculo

T

4.5 in.

a

6 in.

I 6 in.
Figura P9.48

9.49 Como se muestra en la figura, dos placas de acero de 20 mm se
sueldan a una seccién S laminada. Para la seccién combinada, determine los
momentos de inercia y los radios de giro con respecto a los ejes centroida-

lesxyy.

9.50 Como se muestra en la figura, dos canales se sueldan a una sec-
cion W laminada. Para la secciéon combinada, determine los momentos de
inercia y los radios de giro con respecto a los ejes centroidales x y .

C8x11.5

Figura P9.50

9.51 Para formar la seccién de una caja reforzada, se sueldan entre sf
dos secciones laminadas W y dos placas. Determine los momentos de iner-
cia y los radios de giro de la secciéon combinada con respecto a los ejes cen-
troidales mostrados en la figura.

9.52  Dos canales se sueldan a una placa de acero de d X 12 in., como
se muestra en la figura. Determine el ancho d para el cual la relacion I./1,
de los momentos de inercia centroidales de la seccién es 16.

6 in
C10x15.3
@ X
6 1n‘
|—a~
Figura P9.52
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9.53 Como se muestra en la figura, dos dngulos de L76 X 76 X Problemas

6.4 mm se sueldan a un canal C250 X 22.8. Determine los momentos de
inercia de la seccién combinada con respecto a los ejes centroidales paralelo
y perpendicular al alma del canal, respectivamente.

L76 X 76 x 6.4
— |<—% in
U\ €250 % 22.8 U 10in.
Figura P9.53
X . 1.
9.54 Como se muestra en la figura, dos dngulos de I4 X 4 X 3 in. se
sueldan a una placa de acero. Determine los momentos de inercia de la sec- ¥y ¢ )
cién combinada con respecto a los ejes centroidales paralelo y perpendicu- N )
lar a la placa, respectivamente. LA xdxs
Figura P9.54

9.55 La resistencia de una seccién laminada W se incrementa al sol-
dar un canal a su aleta superior. Determine los momentos de inercia de la
seccién combinada con respecto a sus ejes centroidales x y . y

9.56 Dos dngulos de L5 X 3 X %in. se sueldan a una placa de acero
de 3 in. Determine la distancia b y los momentos centroidales de inercia I, E

Eczso % 22.8

e I, de la seccién combinada Si se sabe que I, = 4I,.
y ¢ T
" b
) _W460x 113
L3x3x=
2 T —
Figura P9.55
0.5 in. C
I I
| C
l ] A—o — A
T! 5 in. 5 in. !

Figura P9.56

9.57 y 9.58 En las figuras se muestra un panel que conforma uno de
los extremos de una pila, la cual se llena con agua hasta la linea AA’. Con re-  Figura P9.57
ferencia a la seccién 9.2, determine la profundidad del punto de aplicacién
de la resultante de las fuerzas hidrostdticas que actiian sobre el panel (cen-

tro de presion). I‘_“—’I
A— A’
9.59 y *9.60 En las figuras se muestra un panel que conforma uno de 2
los extremos de una pila, la cual se llena con agua hasta la linea AA’. Con re-
ferencia a la seccién 9.2, determine la profundidad del punto de aplicacién
de la resultante de las fuerzas hidrostaticas que actian sobre el panel (cen- Un cuarto de elipse
tro de presion). Figura P9.58
A— A’
1
h | |
4 ¢ ‘7 :
t A—o 1 A
h h
P I 3
~—Db —>|<— b— Pardbola
Figura P9.59 Figura P9.60
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Figura P9.61

y’;a—ﬂ_}f
b/_ _!b7_x
=

Figura P9.63

9.61 La cubierta para un acceso de 0.5 m de didmetro se fija a un tan-
que que almacena agua por medio de cuatro pernos igualmente espaciados
como se muestra en la figura. Si se sabe que el centro de la cubierta est4 lo-
calizado a 1.4 m por debajo de la superficie del agua, determine la fuerza
adicional sobre cada perno debido a la presién del agua.

9.62 Una compuerta vertical de forma trapezoidal se emplea como una
vélvula automdtica que se mantiene cerrada por medio de dos resortes, los
cuales se localizan a lo largo del borde AB. Si se sabe que cada resorte ejerce
un par con magnitud de 1 470 N - m, determine la profundidad d del agua
con la cual se abrird la compuerta.

Figura P9.62

*9.63 Determine la coordenada x del centroide del volumen mostrado
en la figura. (Sugerencia: La altura y del volumen es proporcional a la coor-
denada x; considere una analogia entre esta altura y la presién del agua so-
bre una superficie sumergida.)

*9.64 Determine la coordenada x del centroide del volumen mostrado
en la figura; este volumen se obtuvo al intersecar un cilindro eliptico con un
plano oblicuo. (Vea la sugerencia del problema 9.63.)

Figura P9.64
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*9.65 Demuestre que el sistema de fuerzas hidrostdticas que ac- 9.8. Producto de inercia 497
tdan sobre un édrea plana A que estd sumergida, puede reducirse a una
fuerza P sobre el centroide C del drea y dos pares. La fuerza P es per-
pendicular al drea y su magnitud es P = yAy sen 0, donde 7y es_el peso es-
pecifico del liquido y los pares son M» = (yI,~ sen 0)i y M, = (ylx/yr sen 0)j,
donde I, = [ x'y'dA (veala seccién 9.8). Observe que los pares son inde-
pendientes de la profundidad a la que estd sumergida el drea.

Figura P9.65

*9.66 Demuestre que la resultante de fuerzas hidrostiticas que acttian
sobre un drea plana A que estd sumergida es una fuerza P perpendicular al
drea y con una magnitud de P = yAy sen 6 = pA, donde 7 es el peso espe-
cifico del liquido y p es la presién que actida sobre el centroide C del érea.
Ademds, demuestre que P es una fuerza que actiia sobre el punto Cp, lla-
mado el centro de presion, cuyas coordenadas son x, = I,,,/Ay yy, = I./Ay

donde Ly = [ xy dA (vea la seccién 9.8). También demuestre que el valor y
de la diferencia de ordenadas 1, — ¥ es igual a k2/ y y que, por tanto, de- Figura P9.66
pende de la profundidad a la cual estd sumergida el drea.
Y
*9.8. PRODUCTO DE INERCIA N
La integral ' Z
¥
Ly = [ xy da 9.12) Y x
A
que se obtiene al multiplicar a cada elemento dA de un drea A por sus
coordenadas x y y, e integrando sobre toda el drea (figura 9.14), es co-
nocida como el producto de inercia del drea A respecto a los ejes x y Figura 9.14

y. A diferencia de los momentos de inercia I, e I
cia I, puede ser positivo, negativo o cero.
Cuando uno o ambos ejes x son ejes de simetrfa del drea A, el
y ) x dA
P

producto de inercia I, es igual a cero. Por ejemplo, considérese la sec- —
cién en forma de canal que muestra la figura 9.15. Puesto que esta :

seccion es simétrica respecto al eje x, con cada elemento dA de coor- :
denadas x y y se puede asociar un elemento dA’ de coordenadas x y : l

—y. Desde luego, las contribuciones a I, de cualquier par de elemen- |

. |

[

|

[

,» el producto de iner-

tos seleccionados de esta forma se cancela y, por tanto, la integral (9.12) o
se reduce a cero.

Para los productos de inercia, es posible derivar un teorema de ejes | i
paralelos similar al establecido en la seccién 9.6 para momentos de iner- j
cia. Considere un drea A y un sistema de coordenadas rectangulares x y Figura 9.15
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498 Fuerzas distribuidas: momentos de inercia y (figura 9.16). A través del centroide C del drea, cuyas coordenadas son
Xy y, se dibujan dos ejes centroidales x" yy'" que son paralelos, respecti-
vamente, a los ejes x y y. Representando con x y y las coordenadas de un
elemento de drea dA con respecto a los ejes originales y con x" y y' las
coordenadas del mismo elemento con respecto a los ejes centroidales,
se escribex =x" + Xxyy =y’ + y. Al sustituir las relaciones anteriores
en la ecuacién (9.12), se obtiene la siguiente expresion para el produc-
to de inercia I:

Iy=[xwda= [ +30 +7 da
=[xy da+y [« da+z [y da+xy[da

La primera integral representa el producto de inercia I, del drea A
con respecto a los ejes centroidales " y . Las dos integrales siguientes
representan los primeros momentos del drea con respecto a los ejes
centroidales; dichas integrales se reducen a cero puesto que el cen-
Figura 9.16 troide C estd localizado sobre esos ejes. La tltima integral es igual al
area total A. Por tanto, se tiene que

O X

Ly = Loy + 57 A (9.13)

*9.9. EJES PRINCIPALES Y MOMENTOS PRINCIPALES
DE INERCIA

Considere el drea A y los ejes coordenados x y y (figura 9.17). Suponien-
do que los momentos y el producto de inercia

I, =fy2 dA  I,= fxz dA I, = fxy dA  (9.14)

del drea A son conocidos, se desea determinar los momentos y el pro-
ducto de inercia I, I, e I,+,» de A con respecto a nuevos ejes x" y y’
que se obtienen rotando los ejes originales alrededor del origen a través
de un dngulo 6.

Primero se deben sefialar las siguientes relaciones entre las coor-
denadas ', y" y x, y de un elemento de drea dA:

x" =uxcos 6+ ysen 6 y' =1y cos 6 —x sen 0
Si se sustituye ¢y’ en la expresion para I, se escribe
I. = f (y’)2 dA = f (y cos 6 — x sen 0) dA
= cosZOJysz—2sen00050JxydA+sen29Jx2dA

. . Figura 9.17
www.geocienciasvirtual.blogspot.com.co



Con las relaciones (9.14), se escribe
I, =1, cos®6 — 2I,, sen 6 cos 6 + 1, sen” 0 (9.15)
En forma similar, se obtienen las siguientes expresiones para I, e I,
I, =1, sen” 0 + 2I,, sen 6 cos 6 + I, cos> @ (9.16)
I, = (I, — I,) sen 6 cos 6 + Ixy(cos2 6 — sen” 6) (9.17)

Recordando las relaciones trigonométricas

sen 20 = 2 sen 6 cos 0 cos 20 = cos® 0 — sen’ 0
y
1+ 20 . 1-— 20
00520=% sen20=%

Se pueden escribir las ecuaciones (9.15), (9.16) y (9.17) de la siguien-
te forma:

_LtL LTl og 1 sen20 (918)
= 2 B cos xy Sen .
I.+1, I.—1,
Iy == L= 3 ~ cos 260 + I, sen 20 (9.19)
Ix - I’/
Lo, = 5 sen 20 + 1., cos 20 (9.20)

Si se suman las ecuaciones (9.18) y la (9.19), se observa que
I, + Iy/ =1+ Iy (9.21)

Este resultado pudo haberse anticipado puesto que ambos miembros
de la ecuacién (9.21) son iguales al momento polar de inercia Jo.

Las ecuaciones (9.18) y (9.20) son las ecuaciones paramétricas de
un circulo. Esto significa que si se selecciona un conjunto de ejes rec-
tangulares y se grafica un punto M de abscisa I, y ordenada I, y para
cualquier valor dado del pardmetro 6, todos los puntos que se obtienen
de esta forma estardn localizados sobre un circulo. Para establecer esta
propiedad, se elimina 6 de las ecuaciones (9.18) y (9.20); lo anterior se
lleva a cabo transponiendo el término (I, + 1,)/2 en la ecuacion (9.18),
elevando al cuadrado ambos miembros de las ecuaciones (9.18) y (9.20)
y sumando las expresiones obtenidas. Asi se escribe

I +1,\2 I.—1,\2
(Ixr— Ty> +1§./y,=<“Ty> + 17, (9.22)

Estableciendo

_ Lt _ Y L—=1,\%, =
Iprom - 9 y R = (Tf + Ixy (923)

se escribe la identidad (9.22) de la siguiente forma

(Ix’ - Iprom>2 + Ixz"y' = RZ (924)

ésta es la ecuacion de un circulo de radio R que tiene su centro en el pun-
to C cuyas coordenadas x y 1/ son I o y 0, respectivamente (figura 9.18a).
Se observa que las ecuaciones (9.19) y (9.20) son las ecuaciones paramé-
tricas del mismo circulo. Ademas, debido a la simetria del circulo con res-

9.9. Ejes principales y momentos principales
de inercia
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500 Fuerzas distribuidas: momentos de inercia

Loy

Loy
I

prom

Figura 9.18

pecto al eje horizontal, se habria obtenido el mismo resultado si en lugar
de graficar M se hubiera graficado un punto N de coordenadas I, y =1,
(figura 9.18D). Esta propiedad se utilizard en la seccién 9.10.

Los dos puntos A y B donde el circulo antes mencionado interseca
el eje horizontal (figura 9.18a) son de interés especial: el punto A corres-
ponde al méximo valor del momento de inercia I, mientras que el pun-
to B corresponde al minimo valor para dicha cantidad. Ademds, ambos
puntos corresponden a un valor de cero para el producto de inercia I,,.
Por tanto, los valores 6,, del pardmetro 6 que corresponden a los puntos
A'y B pueden obtenerse tomando I-,, = 0 en la ecuacién (9.20). De es-
ta forma se obtiene'

2Ly
L.~ 1,

Esta ecuacién define dos valores de 26,, que estdn separados 180° y, por
tanto, dos valores 6,, que estin separados 90°. Uno de estos valores co-
rresponde al punto A en la figura 9.18a y también corresponde a un eje
a través de O en la figura 9.17 con respecto al cual el momento de iner-
cia del drea dada es maximo, el otro valor corresponde al punto By a un
eje a través de O con respecto al cual el momento de inercia del drea es
minimo. Los dos ejes definidos de esta forma son perpendiculares en-
tre si, se conocen como los ejes principales del drea con respecto a O'y
los valores correspondientes I,,,4 € Iy, del momento de inercia se lla-
man momentos principales de inercia del drea con respecto a O. Como
los dos valores 6, definidos por la ecuacién (9.25) se obtuvieron estable-
ciendo I, = 0 en la ecuacién (9.20), el producto de inercia de un area
dada con respecto a sus ejes principales es igual a cero.
A partir de la figura 9.18a se observa que

Inuix = Iprom + R Inlin = Iprom —R (926>

Con el uso de los valores para I,,,m y R correspondientes a las formu-
las (9.23), se escribe

I+ 1 I, —I,)\2 .
Iméx,ml’n =- . * ( - p) j) + If?/ (927>

tan 260,, = — (9.25)

2

A menos que se pueda decidir por inspeccién cudl de los dos ejes prin-
cipales corresponde a I,,,4, y cudl corresponde a I, €s necesario susti-
tuir uno de los valores de 6,, en la ecuacion (9.18) para poder deter-
minar cudl de los dos corresponde al maximo valor del momento de
inercia del drea con respecto a O.

Haciendo referencia a la seccién 9.8, se observa que si un édrea
posee un eje de simetria a través de un punto O, dicho eje debe ser
un eje principal del 4rea con respecto a O. Por otra parte, un eje prin-
cipal no tiene que ser necesariamente un eje de simetria; sin importar
si un drea posee o no ejes de simetrfa, ésta tendrd dos ejes principales
de inercia con respecto a cualquier punto O.

Las propiedades que se acaban de establecer son vilidas para cual-
quier punto O localizado dentro o fuera del drea dada. Si se selecciona
el punto O de manera que coincida con el centroide del drea, cualquier
eje que pasa a través de O es un eje centroidal; los dos ejes principales
de un drea con respecto a su centroide reciben el nombre de ejes cen-
troidales principales del drea.

Esta relacién también se puede obtener al diferenciar I, en la ecuacion (9.18) y tomando
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Y PROBLEMA RESUELTO 9.6

Determine el producto de inercia del tridngulo rectingulo mostrado en la
figura, a) con respecto a los ejes x y y, y b) en relacion con los ejes cen-
troidales que son paralelos a los ejes x y y.

h
b "
SOLUCION
y y’ a) Producto de inercia I,,. Se selecciona una tira rectangular verti-
y g
- cal como el elemento diferencial de drea. Con el teorema de los ejes para-
lelos, se escribe
dl., = dLy, + Xy dA
i
' — Como el elemento es simétrico con respecto a los ejesx’ y ', se observa que
v & ) dl, = 0. Con base en la geometrfa del tridngulo se obtiene
— X
ycl
X y=h<l—%> (lA=ydx=h<1—%>dx
~—x —>| |<— dx
- — 1 1 X
) X =X yel—gy—gh(l —3)
Integrando dIW desde x = 0 hasta x = b, se obtiene
b )2
Ly = [dly = [%gada= [ xbn (1 - 3) dx
0
by o2 &2 LR &b
=0 (———+—) dx=h2[———+—
o\2 b a2 4 3b 8o
I, =30°h* <
g1y b) Producto de inercia fxrvyw. Las coordenadas del centroide del
o tridangulo con respecto a los ejes x y y son
i=3b  y=sh
i Con la expresién para L, obtenida en el inciso a), se aplica el teorema de los
h =% ejes paralelos y se escribe
(0} = __
1 Ixy = Ixuyn +XxyA
Yy 17272 T 1 1 1
| . 35b°h* = Ly, + (5b)(5h)(5Dh)

T _ 13272 13972
‘—b—’| IX"!/’ - 24b h 1sb h

Lo, = *%//}2/12 4

Xy
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41in O T
— |=—=in % irl
3in. _T
Y
1.25in.

1.75 in.

111

1.25 in.

502

PROBLEMA RESUELTO 9.7

Para la secciéon mostrada en la figura se han calculado los valores de los mo-
mentos de inercia con respecto a los ejes x y y y se sabe que dichas cantida-
des son iguales a

I,=1038in*  I,=697in*

Determine: a) la orientacién de los ejes principales de la seccién con respecto
a Oy b) los valores de los momentos principales de inercia de la seccién con
respecto a O.

SOLUCION

Primero se calcula el producto de inercia con respecto a los ejes x y y. El
area se divide en tres rectdngulos, como se muestra en la figura. Se observa
que para cada uno de los rectingulos, el producto de inercia I, con res-
pecto a ejes centroidales paralelos a los ejes x y y es igual a cero. Con el uso
del teorema de los ejes paralelos I, = I,,» + XyA, se encuentra que, para
cada uno de los rectdngulos, L, se reduce a xyA.

Recténgulo Area, in.? X, in. y, in. XYA, in*
1 1.5 —-1.25 +1.75 —3.28
11 1.5 0 0 0
111 1.5 +1.25 —-1.75 —3.28
STjA = —656
I, = 2XyA = —6.56 in.*

a) Ejes principales. Como se conocen las magnitudes de I, I,, e I,
se utiliza la ecuacion (9.25) para determinar los valores de 6,,,:

e T T -, T T 1038 - 697
20,, = 75.4° y 255.4°
0, =37.7° y 0, =1277° <
b) Momentos principales de inercia. Con la ecuacién (9.27), se es-
cribe
Imz’lx,min = M * (u)z + I%y
2 2
10.38 + 6.97 _
- 2 oI \/( 10.38 — 6.97 )2 + (—656)
2 2
Iaw=1545in*  1,.,=1897in* <

min

Observe que los elementos del drea de la seccién estédn distribuidos mds cerca
del eje b que del eje a; se concluye que I, = I,,4 = 15.45 in*el,=1I,m=
1.897 in.. Esta conclusién se puede verificar sustituyendo 6 = 37.7° en las
ecuaciones (9.18) y (9.19).
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RESOLUCION DE PROBLEMAS

EN FORMA INDEPENDIENTE

En los problemas propuestos correspondientes a esta leccién se continuard trabajando con
momentos de inercia y se utilizardn varias técnicas para calcular productos de inercia. A pe-
sar de que en general los problemas propuestos son sencillos de resolver, es importante to-
mar en cuenta los siguientes puntos:

1. Calcular el producio de inercia I, por integracion. El producto de inercia se de-
fini6 como
L, =[xy dA (9.12)

y se establecié que su valor puede ser positivo, negativo o cero. El producto de inercia se
puede calcular directamente a partir de la ecuacién anterior con una integracién doble o
puede determinarse empleando una sola integracién, como se hizo en el problema resuel-
to 9.6. Cuando se aplique esta tltima técnica y se utilice el teorema de los ejes paralelos, es
importante recordar que x,; y y.; en la ecuacién

dey = dlx'y' + Eelyel dA

son las coordenadas del centroide del elemento de drea dA. Por tanto, si dA no estd en el
primer cuadrante, una o ambas coordenadas serdn negativas.

2. Calcular los productos de inercia de dreas compuestas. Los productos de inercia
de dreas compuestas se pueden calcular a partir de los productos de inercia de sus partes
componentes utilizando el teorema de los ejes paralelos

Ixy = Tx’y’ + EyA (913)

La técnica apropiada que se debe utilizar para problemas de este tipo se ilustra en los pro-
blemas resueltos 9.6 y 9.7. Ademds de las reglas habituales para problemas que involucran
dreas compuestas, es esencial que se recuerden los puntos siguientes.

a) Si cualquiera de los ejes centroidales de un drea componente es un eje de si-
metria para dicha drea, el producto de inercia 1., para el drea bajo consideracion
es igual a cero. En este sentido, [, es igual a cero para dreas componentes como circu-
los, semicirculos, rectdngulos y tridngulos is6sceles que poseen un eje de simetria paralelo
a uno de los ejes coordenados.

b) Se debe prestar mucha atencién a los signos de las coordenadas x y y de cada
drea componente cuando se use el teorema de los ejes paralelos [problema resuelto 9.7].

3. Determinacién de los momentos de inercia y de los productos de inercia para
ejes coordenados que han sido rotados. En la seccién 9.9 se derivaron las ecuaciones
(9.18), (9.19) y (9.20) a partir de las cuales pueden calcularse los momentos de inercia y el
producto de inercia para ejes coordenados que han sido rotados alrededor del origen O. Pa-
ra aplicar estas ecuaciones, es necesario conocer un conjunto de valores I, I, e I, para una
orientacién dada de los ejes y se debe recordar 6 que es positivo para rotaciones de los ejes
en un sentido contrario al del movimiento de las manecillas del reloj y negativa para rota-
ciones de los ejes en un sentido a favor del movimiento de las manecillas del reloj.

4. Cdlculo de los momentos principales de inercia. Enla seccién 9.9 se mostré que exis-
te una orientacién en particular de los ejes coordenados, para la cual los momentos de iner-
cia alcanzan sus valores méximo y minimo, I,,,4 € Iy, y para la cual el producto de inercia es
igual a cero. La ecuacion (9.27) se puede utilizar para calcular estos valores, que se conocen
como los momentos principales de inercia del drea con respecto a O y su orientacién estd de-
finida por la ecuacién (9.25). Para determinar cudl de los ejes principales corresponde a 1,4,
y cudl a Iy, se puede seguir el procedimiento que se describié después de la ecuacion (9.27)
o también se puede observar con respecto a cudl de los dos ejes principales estd més cerca del
drea distribuida; dicho eje corresponde a I, [problema resuelto 9.7].
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Problemas

9.67 a 9.70 Para el drea mostrada en las figuras, determine por inte-
2 v gracion directa el producto de inercia con respecto a los ejes x y y.

T @aﬂl
J y

'a
° 2 | T
Figura P9.67 x=ky? T
! a

y ‘

— y Figura P9.68
Y
! T
T fia
I t
r " J
—— N
Figura P9.69 Figura P9.70
9.71 a 9.74 Utilice el teorema de los ejes paralelos para determinar
el producto de inercia del drea mostrada en las figuras con respecto a los ejes
y centroidales x y y.
60 mm y
| C ” _'20 o |<— 120 mm —{<— 120 mm —-I n
20

20 mm J f * _fmm
- 10 mm 60 mm

60 mm C ¢
} x

60 mm T
_Y L 80 mm

10 mm —| <—100mm—>| |<—10mm | _l_

Figura P9.71 Figura P9.72
Yy
0.95 in 0.980 in.

L ‘—ﬂ_t
f_ 0.48Z in.
2 in. \ 1 ¢ (

—>| <— 0.25 in.

3 in.

Figura P9.73 Figura P9.74
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9.75 a 9.78 Utilice el teorema de los ejes paralelos para determinar
el producto de inercia del drea mostrada en las figuras con respecto a los ejes
centroidales x y y.

100 mm

—>| ~— 8 mm
1

40 mm
SNy
40 mm T

8 mm
—>| |<— 8 mm
Figura P9.75

j 1.3 in. |<—

-
1.0 in.
_t

<

Y

— |~ 0.412in.

5.3 in. c
) x
—| [=05in. 2.25 in.
i
o . !

36— 5.

Figura P9.77

9.79 Determine los momentos y los productos de inercia del cuarto
de elipse del problema 9.67 con respecto a un nuevo sistema de ejes que se
obtiene al rotar los ejes x y y alrededor de O @) 45° en sentido contrario al
de las manecillas del reloj y b) 30° en el mismo sentido que las manecillas

del reloj.

9.80 Determine los momentos y los productos de inercia del drea del
problema 9.72 con respecto a los nuevos ejes centroidales que se obtienen
al rotar los ejes x y y 30° en sentido contrario al de las manecillas del reloj.

9.81 Determine los momentos y los productos de inercia del drea del
problema 9.73 con respecto a los nuevos ejes centroidales que se obtienen
al rotar los ejes x y y 60° en sentido contrario al de las manecillas del reloj.

9.82 Determine los momentos y los productos de inercia del drea del
problema 9.75 con respecto a los nuevos ejes centroidales que se obtienen
al rotar los ejes x y y 45° en el mismo sentido que las manecillas del reloj.

9.83 Determine los momentos y los productos de inercia de la seccién
transversal del dngulo de L3 X 2 X ; in. del problema 9.74 con respecto a
los nuevos ejes centroidales que se obtienen al rotar los ejes x y y 30° en el
mismo sentido que las manecillas del reloj.

9.84 Determine los momentos y los productos de inercia de la seccién
transversal del dngulo de L127 X 76 X 12.7 mm del problema 9.78 con res-
pecto a los nuevos ejes centroidales que se obtienen al rotar los ejes x y y
45° en sentido contrario al de las manecillas del reloj.

Problemas
Y
|<- 9 in. < 3 in.
19/in. 2 in.
_L 21in
o 9 ) X
15 in.
3 in.— 9 in.—>|
Figura P9.76

L127x 76 x 12.7

12.7 mm

y

— [=—189 mm
—| |[=—12.7 mm
-
127
C

44.2 mm

X

mm

T |<— 76 mm —>|

Figura P9.78
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Fuerzas distribuidas: momentos de inercia

9.85 Para el cuarto de elipse del problema 9.67, determine la orien-
tacién de los ejes principales que pasan por el origen y los valores corres-
pondientes de los momentos de inercia.

9.86 a 9.88 Para el drea indicada, determine la orientacién de los ejes
principales que pasan por el origen y los valores correspondientes de los mo-
mentos de inercia.

9.86 Area del problema 9.72.
9.87 Area del problema 9.73.
9.88 Area del problema 9.75.

9.89y 9.90 Para la seccion transversal del dngulo indicado, determine
la orientacion de los ejes principales que pasan por el origen y los valores co-
rrespondientes de los momentos de inercia.
9.89 La seccién transversal del dngulo L3 X 2 X Y in. del pro-
blema 9.74.
9.90 La seccion transversal del dngulo 1.127 X 76 X 12.7 mm del
problema 9.78.

*9.10. CIRCULO DE MOHR PARA MOMENTOS
Y PRODUCTOS DE INERCIA

El circulo utilizado en la seccién anterior para ilustrar las relaciones
que existen entre los momentos y productos de inercia de un drea
dada respecto a ejes que pasan por un punto fijo O fue presentado ini-
cialmente por el ingeniero alemédn Otto Mohr (1835-1918), y se cono-
ce como circulo de Mohr. Se demostrara que si se conocen los momen-
tos y productos de inercia de un drea A respecto a dos ejes rectangulares
X'y y que pasan por un punto O, el circulo de Mohr se puede utilizar
para determinar grificamente @) los ejes principales y los momentos
principales de inercia del drea respecto a O, b) los momentos y el pro-
ducto de inercia del drea respecto a cualquier otro par de ejes rectan-
gulares x" y ¢y’ que pasen por O.

Considere un drea dada A y dos ejes coordenados rectangulares x
y y (figura 9.19a). Suponiendo que los momentos de inercia I, e I, y
el producto de inercia I, son conocidos estardn representados en un
diagrama al graficar un punto X de coordenadas I, e I, y un punto Y
de coordenadas I, y —I, (figura 9.19b). Si I, es positivo, como se su-
puso en la figura 9.19¢, el punto X estard localizado por encima del eje
horizontal, y el punto Y se ubicard por debajo de dicho eje, como in-
dica la figura 9.19b. Si I, es negativo, X se localizard por debajo del
eje horizontal y Y por encima de ese eje. Uniendo X y Y mediante una
linea recta, se representa con C el punto de interseccién de la linea XY
con el eje horizontal y se traza un circulo cuyo centro sea C y su did-
metro XY. Al advertir que la abscisa de C y el radio del circulo son
iguales, respectivamente, a las cantidades I,;om, y R definidas median-
te la féormula (9.23), se concluye que el circulo obtenido es el circulo
de Mohr para el drea dada respecto al punto O. Por tanto, las abscisas
de los puntos A y B donde el circulo corta al eje horizontal represen-
tan, respectivamente, los momentos principales de inercia Iz € I
del 4rea.

También se observa que, puesto que tan (XCA) = ZIxy/(Ix —1,), el
dngulo XCA es igual en magnitud a uno de los dngulos 26,, que satis-
facen la ecuacion (9.25); por tanto, el angulo 6,,,, que define al eje prin-
cipal Oa en la figura 9.19a y corresponde al punto A en la figura 9.19b,
es igual a la mitad del dngulo XCA del circulo de Mohr. Ademas, se ob-
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9.10. Circulo de Mohr para momentos 507
y productos de inercia

o
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Figura 9.19 b)

serva que si I, > I, e I, > 0, como en el caso que se considera aqui, la
rotacién que lleva a CX hasta CA es en el sentido del movimiento de
las manecillas del reloj. En estas condiciones, el angulo 6,, que se ob-
tiene a partir de la ecuacién (9.25), el cual define el eje principal Oa en
la figura 9.19a, es negativo; por tanto, la rotacién que lleva a Ox hasta
Oa también es en el sentido del movimiento de las manecillas del re-
loj. Se concluye que los sentidos de rotacion en ambas partes de la fi-
gura 9.19 son los mismos. Si se requiere una rotacién en el sentido de
las manecillas del reloj a través de un dngulo 26,, para llevar a CX has-
ta CA en el circulo de Mohr, entonces una rotacion en el sentido de las
manecillas del reloj a través de un angulo 6,, llevard a Ox hasta el eje
principal correspondiente Oa en la figura 9.19a.

Como el circulo de Mohr estd definido en forma tinica, el mismo
circulo se puede obtener considerando los momentos y el producto de
inercia del drea A respecto a los ejes rectangulares x" y y (figura 9.19a).
Entonces, el punto X" de coordenadas I, e I, y el punto Y’ de coor-
denadas I, y —I., estin localizados sobre el circulo de Mohr y el an-
gulo X'CA en la figura 9.19b debe ser igual al doble del angulo x"Oa
en la figura 9.19a. Puesto que, como se sefial6 anteriormente, el dngu-
lo XCA es igual al doble del éngulo xOa, se concluye que el angulo XCX'
en la figura 9.19b es el doble del dngulo xOx" en la figura 9.19a. El did-
metro X"Y" define a los momentos y al producto de inercia I, I, e I,
del drea dada con respecto a los ejes rectangulares 1’ y ¢y’ que forman
un dngulo 6 con los ejes x y y, se puede obtener rotando a través de un
dngulo 260 al didmetro XY, el cual corresponde a los momentos
y al producto de inercia I, I,, e I,,. Se observa que la rotacién que lle-
va al didmetro XY hasta el diametro X'Y" en la figura 9.19b tiene el mis-
mo sentido que la rotacién que lleva a los ejes x y y hasta los ejes x” y
y' en la figura 9.19a.

Es necesario sefialar que el uso del circulo de Mohr no estd limi-
tado a las soluciones grificas, esto es, a las soluciones basadas en dibu-
jar y medir los distintos parametros involucrados. Simplemente, al hacer
un bosquejo del circulo de Mohr y con la trigonometria se pueden de-
rivar las distintas relaciones que se requieren para la solucién numérica
de un problema dado (véase problema resuelto 9.8).
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PROBLEMA RESUELTO 9.8

Para la seccién mostrada en la figura, se sabe que los momentos y el pro-
ducto de inercia con respecto a los ejes x y y estin dados por

I,=720%10°mm*  I,=259X%10°mm* I, =-254%10° mm*

Con el uso del circulo de Mohr, determine: a) los ejes principales de la sec-
cién con respecto a O, b) los valores de los momentos principales de inercia
de la seccién con respecto a O y ¢) los momentos y el producto de inercia de
la seccién con respecto a los ejes x' y y' que forman un dngulo de 60° con
los ejes x y y.

SOLUCION

Dibujo del circulo de Mohr.  Primero se grafica el punto X de coorde-
nadas I, = 7.20, I, = —2.54 y el punto Y de coordenadas I, = 2.59, —I,, =
+2.54. Uniendo los puntos Xy Y con una linea recta, se define el centro C del
circulo de Mohr. La abscisa de C, la cual representa Iy, y €l radio R del circu-
lo se pueden medir directamente o se pueden calcular de la siguiente forma:

Lpeom = OC = 5(I, + I,) = 5(7.20 X 10° + 2,59 X 10°) = 4.895 X 10° mm*
CD = (I, — I,) = 3(7.20 X 10° = 2.59 X 10°) = 2.305 X 10° mm*

R = V(CD)? + (DX)2 = V(2.305 X 10)2 + (2.54 X 10°)2
= 3.430 X 10° mm?*

a) Ejes principales. Los ejes principales de la seccién corresponden
alos puntos A y B en el circulo de Mohr y el angulo a través del cual se debe
rotar CX para llevarlo a CA define el dngulo 26,,. Asi se tiene que

DX _ 254
CD  2.305

Por tanto, el eje principal Oa correspondiente al valor maximo del momen-
to de inercia se obtiene rotando el eje x a través de 23.9° en sentido contra-
rio al del movimiento de las manecillas del reloj; el eje principal Ob corres-
pondiente al valor minimo del momento de inercia se puede obtener rotando
el eje y a través del mismo dngulo.

b) Momentos principales de inercia. Los momentos principales de
inercia estdn representados por las abscisas de los puntos A y B. Por tanto, se
tiene que

L= OA = OC + CA = Iy, + R = (4.895 + 3.430)10° mm*

Ioa = 8.33 X 10° mm* <
Iy = OB = OC — BC = I, — R = (4.895 — 3.430)10° mm*

Lo = 147 X 10° mm* <

tan 20,, = =1102 20, =478y 0, =239°) <«

min

¢) Momentos y producto de inercia con respecto a los ejesx’ y y'.
En el circulo de Mohr, los puntos X" y Y' corresponden a los ejes x" y y',
aquéllos se obtienen rotando CX y CY a través de un dngulo 26 = 2(60°) =
120° en sentido contrario al del movimiento de las manecillas del reloj. Las
coordenadas de X' y Y’ proporcionan los momentos y el producto de inercia
buscados. Observe que el dngulo que CX’ forma con la horizontal es ¢ =
120° — 47.8° = 72.2°, se escribe

I, = OF = OC + CF = 4.895 X 10° mm* + (3.430 X 10° mm*) cos 72.2°
I, =594 % 10° mm* <«
I, = 0G = OC — GC = 4.895 X 10° mm* — (3.430 X 10° mm®) cos 72.2°
I, =385x10°mm* <

I, = FX’' = (3.430 X 10° mm*) sen 72.2° _
Lo, =327 %X 10° mm* <«

'y’
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RESOLUCION DE PROBLEMAS

EN FORMA INDEPENDIENTE

En los problemas propuestos correspondientes a esta leccién se utilizard el circulo
de Mohr para determinar los momentos y productos de inercia de un drea dada para di-
ferentes orientaciones de los ejes coordenados. Aunque en algunos casos el uso del
circulo de Mohr puede no ser tan directo como sustituir la informacién necesaria en las
ecuaciones apropiadas [ecuaciones (9.18) a la (9.20)], este método de solucién tiene la
ventaja de que proporciona una representacién visual de las relaciones que existen entre
las distintas variables. Ademas, el circulo de Mohr muestra todos los valores de los mo-
mentos y productos de inercia que son posibles para un problema dado.

Uso del circulo de Mohr. La teoria correspondiente al circulo de Mohr fue presen-
tada en la seccién 9.9 y su aplicacién se expuso en la seccién 9.10 y en el problema re-
suelto 9.8. En el problema resuelto se presentaron los pasos que deben seguirse para
determinar los ejes principales, los momentos principales de inercia y los momentos y
el producto de inercia con respecto a una orientacion especificada de los ejes coorde-
nados. Cuando se utiliza el circulo de Mohr para resolver problemas, es importante
recordar los siguientes puntos.

a) El circulo de Mohr estd completamente definido por las cantidades R e
I,:0m, las cuales representan, respectivamente, el radio del circulo y la distancia desde el
origen O hasta el centro del circulo C. Estas cantidades pueden obtenerse a partir de las
ecuaciones (9.23) si se conocen los momentos y el producto de inercia para una orienta-
ci6én dada de los ejes. Sin embargo, el circulo de Mohr también puede defimirse por me-
dio de otra combinacién de valores conocidos [problemas 9.103, 9.106 y 9.107]. Para
estos casos, puede ser que sea necesario realizar primero una o mds suposiciones, como
seleccionar una ubicaci6n arbitraria para el centro del circulo cuando I o, €s descono-
cida, asignarle magnitudes relativas a los momentos de inercia (por ejemplo, I, > I,), o
seleccionar el signo del producto de inercia.

b) El punto X de coordenadas (I, 1,) y el punto Y de coordenadas (I,, —1,,)
estdn localizados sobre el circulo de Mohr y son completamente opuestos.

¢) Como los momentos de inercia deben ser positivos, todo el circulo de Mohr
debe estar localizado a la derecha del eje I.,; por tanto se concluye que Iprom > R para
todos los casos.

d) Conforme los ejes coordenados se rotan a través de un dngulo 0, la rotacién
asociada del didmetro del circulo de Mohr es igual a 26 y es en el mismo sentido (a favor
o en contra del movimiento de las manecillas del reloj). Se recomienda que los puntos
conocidos sobre la circunferencia del circulo sean identificados con una letra mayiscula
apropiada, como se hizo en la figura 9.19b y en los circulos de Mohr del problema resuel-
to 9.8. Esto permitird determinar, para cada valor de 0, el signo del producto de inercia
correspondiente, asi como el momento de inercia que estd asociado con cada uno de los
ejes coordenados [problema resuelto 9.8, incisos a) y ¢)].

Aun cuando se ha presentado al circulo de Mohr dentro del contexto especifico del estu-
dio de los momentos y productos de inercia, la técnica del circulo de Mohr también se
puede aplicar para la solucién de problemas andlogos pero fisicamente distintos en me-
cénica de materiales. Este uso muiltiple de una técnica especifica no es tnico y en el es-
tudio de la ingenierfa se pueden encontrar varios métodos de solucién que pueden apli-
carse a diversos problemas.
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Problemas

9.91 Utilice el circulo de Mohr para determinar los momentos y pro-
ductos de inercia del cuarto de elipse del problema 9.67 con respecto a un
nuevo sistema de ejes, los cuales se obtienen al rotar los ejes x y y alrededor
de O en un dngulo de a) 45° en sentido contrario al de las manecillas del re-
loj y b) 30° en el mismo sentido que las manecillas del reloj.

9.92 Utilice el circulo de Mohr para determinar los momentos y pro-
ductos de inercia del drea del problema 9.72 con respecto a unos nuevos ejes
centroidales, los cuales se obtienen al rotar los ejes x y ¢ en un angulo de 30°
en sentido contrario al de las manecillas del reloj.

9.93 Utilice el circulo de Mohr para determinar los momentos y pro-
ductos de inercia del drea del problema 9.73 con respecto a unos nuevos ejes
centroidales, los cuales se obtienen al rotar los ejes x y y en un dngulo de 60°
en sentido contrario al de las manecillas del reloj.

9.94 Utilice el circulo de Mohr para determinar los momentos y pro-
ductos de inercia del drea del problema 9.75 con respecto a unos nuevos ejes
centroidales, los cuales se obtienen al rotar los ejes x y y en un dngulo de 45°
en el mismo sentido que las manecillas del reloj.

9.95 Utilice el circulo de Mohr para determinar los momentos y pro-
ductos de inercia de la seccién transversal del dngulo 1.3 X 2 X 4 in. del pro-
blema 9.74 con respecto a unos nuevos ejes centroidales, los cuales se ob-
tienen al rotar los ejes x y y en un dngulo de 30° en el mismo sentido que
las manecillas del reloj.

9.96 Utilice el circulo de Mohr para determinar los momentos y pro-
ductos de inercia de la seccién transversal del dngulo L127 X 76 X 12.7 mm
del problema 9.78 con respecto a unos nuevos ejes centroidales, los cuales
se obtienen al rotar los ejes x y y en un dngulo de 45° en sentido contrario
al de las manecillas del reloj.

9.97 Para el cuarto de elipse del problema 9.67, utilice el circulo de
Mobhr a fin de determinar la orientacién de los ejes principales que pasan por
el origen y los valores correspondientes de los momentos de inercia.

9.98 a 9.102 Utilice el circulo de Mohr y determine, para el drea in-
dicada, la orientacién de los ejes principales centroidales que pasan por el
origen y los valores correspondientes de los momentos de inercia.

9.98 Area del problema 9.72.

9.99 Area del problema 9.76.

9.100 Area del problema 9.73.

9.101 Area del problema 9.74.

9.102 Area del problema 9.77.
(Los momentos de inercia I, e I, para el drea del problema 9.102 se deter-
minaron en el problema 9.44.)

9.103 Los momentos y los productos de inercia de la seccién trans-
versal de un dngulo de 14 X 3 X 7 in. de dos ejes rectangulares XYy que
pasan por el punto C son, respectivamente, I,=1.33in* A, = 2751 int e L, <
0, con el valor minimo del momento de inercia del zirea con respecto a cual-
quier eje que pase por C igual a T = 0.692 in.* Utilice el circulo de Mohr
para determinar a) el producto de inercia IM del 4rea, b) la orientacién de
los ejes principales y ¢) el valor de T s
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9.104 y 9.105 Utilice el circulo de Mohr y determine, para la seccién
transversal del dngulo de acero laminado que se muestra en las figuras, la
orientacién de los ejes centroidales principales y los valores correspondien-
tes de los momentos de inercia. (Las propiedades de la seccién transversal
se especifican en la figura 9.13.)

Yy
24.9 mm
6.4 mm
| _
f_L t 12.4 mm
C x
51 mm

L76x51x 64—

o

—>| |~— 6.4 mm

76 mm

Figura P9.104

*9.106 Los momentos de inercia con respecto a dos ejes centroidales
rec_tangulares xyy de una cierta area son, respectivamente, I, = 1 200 in.t
e I, =300 in.* Si se sabe que después de rotar 30° a los ejes x y y, con res-
pecto al centroide y en el sentido contrario al de las manecillas del reloj, el
valor del producto de inercia relativo a los ejes rotados es 1 450 in.*, utilice
el circulo de Mohr para determinar @) la orientacién de los ejes principales
y b) los momentos de inercia centroidales principales.

9. 107 Se sabe que para un drea dada I =48 X 10° mm? e I —20
X 10° mm?, donde x yy son ejes rectangulares centroidales. Si el e]e que co-
rresponde al valor méximo del producto de inercia se obtiene al rotar 67.5°
el eje x con respecto al punto C y en sentido contrario al de las manecillas
del reloj, use el circulo de Mohr para determinar @) el momento de inercia
I, del drea y b) los momentos de inercia centroidales principales.

9.108 Utilice el circulo de Mohr y demuestre que, para cualquier po-
ligono regular (por ejemplo, un pentdgono), a) el momento de inercia con
respecto a cualquier eje que pasa por el centroide siempre es el mismo y b)
el producto de inercia con respecto a cualquier par de ejes rectangulares que
pasan por el centroide siempre es cero.

9.109 Utilice el circulo de Mohr y demuestre que la expresién 1.1,
-2, ,» donde I, I e I, representan, respectivamente, los momentos y el
producto de inercia de merta drea dada con respecto a los ejes rectangulares
x'y y que pasan por el punto O, es 1ndependlente de la orientacién de los
ejes x’ y y'. Demuestre también, que la expresion anterior es igual al cua-
drado de la longitud de una linea tangente al circulo de Mohr trazada desde

el origen del sistema de los ejes coordenados.

9.110 Utilizando la propiedad de invarianza establecida en el problema
anterior, exprese el producto de inercia L, de un drea A con respecto a los
dos ejes rectangulares que pasan por el punto O en términos de los mo-
mentos de inercia I, e I, de dicha drea y de los momentos de inercia prin-
cipales Iy, € Ia de A con respecto a O. Si se sabe que el momento de iner-
cia maximo es de 1.257 in.%, aphque la férmula obtenida para calcular el
producto de inercia I, de la seccién transversal del dngulo L3 X 2 X ¢ 4 in.
que se muestra en la figura 9.13A.

Problemas 51 1

y
18.9 mm

12.7 mm | )\

L127 x 76 x 12.7

127 mm

_L 44. ZI mm

<~ 76 mm 4,‘ 12.7 mm

Figura P9.105
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a)
Figura 9.20

MOMENTOS DE INERCIA DE MASAS

9.11. MOMENTO DE INERCIA DE UNA MASA

Considere una pequefia masa Am que estd montada sobre una barra
de masa insignificante, la cual puede rotar libremente alrededor de un
eje AA’ (figura 9.20a). Si se aplica un par al sistema, la barra y la ma-
sa, las cuales se supone que estaban en reposo, comienzan a girar al-
rededor de AA’. Los detalles de este movimiento serdn estudiados pos-
teriormente en dindmica. Por ahora sé6lo se desea indicar que el tiempo
requerido para que el sistema alcance una velocidad de rotacién dada
es proporcional a la masa Am y al cuadrado de la distancia r. Por tan-
to, el producto r* Am proporciona una medida de la inercia del siste-
ma, esto es, una medida de la resistencia que ofrece el sistema cuan-
do se trata de ponerlo en movimiento. Por esta razon, el producto r*
Am es llamado el momento de inercia de la masa Am con respecto al
eje AA".

Ahora considere un cuerpo de masa m, el cual se hard girar alre-
dedor de un eje AA" (figura 9.20b). Si se divide el cuerpo en elemen-
tos de masa Amy, Amg, etc., se encuentra que la resistencia qzue ofre-
ce el cuerpo al movimiento de rotacién se mide por la suma r7 Am; +
r3 Amg + -++. Por tanto, esta suma define el momento de inercia del
cuerpo con respecto al eje AA’. Al incrementar el nimero de elemen-
tos se encuentra que, en el limite, el momento de inercia es igual a la
integral

if= f rZ dm (9.28)
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El radio de giro k del cuerpo con respecto al eje AA" estd definido
por la relaciéon
I

I=FKm ) k= | L (9.29)
m

En este sentido, el radio de giro k representa la distancia a la cual se
debe concentrar toda la masa del cuerpo si su momento de inercia con
respecto a AA" debe permanecer inalterado (figura 9.20¢). Sin impor-
tar si la masa m se conserva en su forma original (figura 9.20b) o si se
concentra como se muestra en la figura 9.20c, ésta reaccionard de la
misma forma a una rotacién o giro con respecto a AA’.

Si se utilizan las unidades del SI, el radio de giro k estd expresado
en metros y la masa m estd expresada en kilogramos, por tanto, la unidad
empleada para el momento de inercia de una masa es kg - m>. Si se
utilizan las unidades de uso comiin en Estados Unidos, el radio de giro
se expresa en pies y la masa en slugs (esto es en Ib - s/fv), por tanto,
la unidad derivada empleada para el momento de inercia de una masa
es Ib-ft-s2t

El momento de inercia de un cuerpo con respecto a un eje coor-
denado puede expresarse en términos de las coordenadas x, y y z del
elemento de masa dm (figura 9.21). Por ejemplo, observe que el cua-
drado de la distancia r desde el elemento dm hasta el eje y es igual a
22+ 12 se expresa el momento de inercia del cuerpo con respecto al
eje y como

I, ZfrzdmZJ(zz—FxQ)dm

y

Se pueden obtener expresiones similares para los momentos de iner-
cia respecto a los ejes x y z. Asi se escribe

I,= (y2 + 2% dm

= J(zz + 2% dm (9.30)

<

'Cuando se convierte el momento de inercia de masa de unidades de uso comtin en Es-
tados Unidos o las unidades del SI, se debe recordar que la unidad base libra utilizada en
la unidad derivada Ib - ft - s es una unidad de fuerza (no de masa) y por tanto, debe con-
vertirse a newtons. Asi se tiene que

11b- ft-s®= (445 N)(0.3048 m)(1 s)> = 1.356 N - m - s>
o,como 1N =1kg- m/s%,
11b-ft-s>=1.356 kg - m?

9.11. Momento de inercia de una masa 51 3

Yy

z

Figura 9.21

Fotografia 9.2 Como se expondra en el curso
de dinamica, el comportamiento rotacional del eje
que se muestra en la fotografia depende del
momento de inercia de masa del eje con
respecto a su eje de rotacion.
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y

Figura 9.22
A
Noom
G
A
B
Figura 9.23

9.12. TEOREMA DE LOS EJES PARALELOS

Considere un cuerpo de masa m. Sea Oxyz un sistema de coordenadas
rectangulares cuyo origen estd localizado en el punto arbitrario O y sea
Gx'y'z" un sistema de ejes centroidales paralelo, esto es, un sistema cu-
yo origen estd en el centro de gravedad G del cuerpo’l y cuyos ejes x’,
y' y z' son paralelos a los ejes x, y y z, respectivamente (figura 9.22).
Representando con ¥, y y z las coordenadas de G con respecto a Oxyz,
se escriben las siguientes relaciones entre las coordenadas x, y y z del
elemento dm con respecto a Oxyz y las coordenadas x', y' y z" de di-
cho elemento con respecto a los ejes centroidales Gx'y'z":

x=x"+x y=y' +ty z2=z'+32 (9.31)

Con las ecuaciones (9.30) se puede expresar el momento de inercia del
cuerpo con respecto al eje x de la siguiente forma:

L=[@2+2 dm= [l +77+ G+ dm
= f(y/2 +2%) dm + ZQJ’y/ dm + QZJZ.’ dm + (y* +22)fdm

La primera integral en la expresion anterior representa el momento de
inercia I, del cuerpo con respecto al eje centroidal x; la segunda y la
tercera representan, respectivamente, el primer momento del cuerpo
con respecto a los planos z'x" y x'y’, como ambos planos contienen al
punto G, las dos integrales son iguales a cero; la dltima integral es igual
a la masa total m del cuerpo. Por tanto, se escribe,

I, =L, + m(y® + 2% (9.32)

y, en forma similar,

=1, +mE+7%) L=L+m@E@+y>) (9.32)

Con base en la figura 9.22 se puede verificar que la suma 2+
representa el cuadrado de la distancia OB entre los ejes y y y'. En for-
ma andloga, yz + 22 y X2+ yz representan, respectivamente, los cua-
drados de la distancia entre los ejes x y x" y entre los ejes z y z". Por
tanto, representando con d la distancia entre un eje arbitrario AA" y
un eje centroidal paralelo BB’ (figura 9.23) se puede escribir la siguien-
te relacion general entre el momento de inercia I del cuerpo con res-
pecto a AA” y su momento de inercia I con respecto a BB':

1=14 md> (9.33)

Expresando los momentos de inercia en términos de los radios de giro
correspondientes, también se puede escribir

k2 =k + d2 (9.34)
donde ky k representan, respectivamente, los radios de giro del cuerpo

con respecto a AA” y BB'.

fObserve que el término centroidal se usa para definir el eje que pasa por el centro de

WWWge@caemgsdﬂ]r{:uabd)l@gspmb colride® con el centroide del volumen del cuerpo.



9.13. MOMENTOS DE INERCIA DE PLACAS DELGADAS

Considere una placa delgada de espesor uniforme ¢, la cual estd hecha
de material homogéneo de densidad p (densidad = masa por unidad de
volumen). El momento de inercia de masa de la placa con respecto a
un eje AA’ contenido en el plano de la placa (figura 9.24a) estd dado

por
Ixn", masa = JT2 dm
Como dm = pt dA, se escribe
IAA" masa = Pt frz dA
Pero r representa la distancia que hay desde el elemento de drea dA
A

t
~f_ dA

A
a) b)
Figura 9.24

hasta el eje AA’; por tanto, la integral es igual al momento de inercia
del drea de la placa con respecto a AA’. Asi se tiene que

IAA', masa ptIAA', area (935>

En forma similar, para un eje BB que estd contenido en el plano de
la placa y que es perpendicular a AA" (figura 9.24b), se tiene que

IBB’, masa ptIBB', area (936>

Ahora, considerando al eje CC" que es perpendicular a la placa y
que pasa a través del punto de intersecciéon C de AA" y BB’ (figura
9.24c¢), se escribe

ICC", masa pt]C, drea (937>

donde J¢ es el momento polar de inercia del drea de la placa con res-
pecto al punto C.

Recordando la relacion J¢ = I, + Ipp que existe entre el mo-
mento polar de inercia y los momentos rectangulares de inercia de un
drea se escribe la siguiente relacién entre los momentos de inercia de
masa de una placa delgada:

ICC’ - IAA' + IBB' (938)
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b —1

=

Figura 9.25

~

Figura 9.26

dm:pﬂ-ﬂdx \\\_‘//
dlx = éfﬂ dm

1
dl!/ = dI!/' +x2dm= <Z r2 4 x2>dm
dI.=dL +x2dm = (irz N x2>dm

Figura 9.27 Determinacion del momento
de inercia de un cuerpo de revolucion.

Placa rectangular. En el caso de una placa rectangular de la-
dos a y b (figura 9.25), se obtienen los siguientes momentos de inercia
de masa con respecto a ejes que pasan a través del centro de gravedad
de la placa:

Ixn", masa = PHLAA", grea = Pﬂﬁd:}b)
IBB’, masa ptIBB’, drea — Pt<1_120b3>

Observando que el producto pabt es igual a la masa m de la placa, se
escriben los momentos de inercia de masa de una placa rectangular
delgada de la forma siguiente:

IAA’ = 1—12m02 IBB’ = 1_1.21nb2 (939)
Ioer = Ina + Igp = wm(a® + b?) (9.40)

Placa circular. En el caso de una placa circular o disco de ra-
dio r (figura 9.26), se escribe

IAA’, masa ptIAA’, drea — Pt&ﬂ'ﬁ)
Observando que el producto pmr®t es igual a la masa m de la placa y

que Iy = Ipp, se escriben los momentos de inercia de masa de una
placa circular de la siguiente forma:

Iya = Ipg = +mr® (9.41)
Ioc = Iaar + Ipp = émf’z (9.42)

9.14. DETERMINACION DEL MOMENTO DE INERCIA )
DE UN CUERPO TRIDIMENSIONAL POR INTEGRACION

El momento de inercia de un cuerpo tridimensional se obtiene eva-
luando la integral I = [ r*dm. Si el cuerpo estd hecho de material ho-
mogéneo de densidad p, el elemento de masa dm es igual a pdV 'y se
puede escribir I = pf r*dV. Esta integral sélo depende de la forma del
cuerpo. Por tanto, para calcular el momento de inercia de un cuerpo
tridimensional serd necesario llevar a cabo una triple integracién o,
cuando menos, una doble integracién.

Sin embargo, si el cuerpo posee dos planos de simetria, es posible
determinar el momento de inercia del cuerpo con una sola integracion
seleccionando como elemento de masa dm una placa delgada que es per-
pendicular a los planos de simetria. Por ejemplo, en el caso de cuerpos
de revolucién, el elemento de masa serd un disco delgado (figura 9.27).
Con la férmula (9.42), el momento de inercia del disco con respecto al
eje de revolucion se puede expresar como se indica en la figura 9.27. Por
otra parte, el momento de inercia del disco con respecto a cada uno de
los otros dos ejes coordenados se obtiene con la férmula (9.41) y el teo-
rema de los ejes paralelos. Integrando las expresiones obtenidas de esta
forma, se obtienen los elementos de inercia del cuerpo.

9.15. MOMENTOS DE INERCIA DE CUERPOS COMPUESTOS

En la figura 9.28 se muestran los momentos de inercia de algunas for-
mas comunes. Para un cuerpo que consiste de varias de estas formas
simples, se puede obtener el momento de inercia de dicho cuerpo con
respecto a un eje dado calculando primero los momentos de inercia de
las partes que lo constituyen con respecto al eje deseado y sumando-
los después. Como en el caso de las dreas, el radio de giro de un cuerpo
compuesto no se puede obtener sumando los radios de giro de las partes
ue lo constituyen.
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9.15. Momentos de inercia de cuerpos 17
compuestos

Barra delgada 1
g y=L=ymL2

//
1
Placa rectangular delgada /G /L I, =15 me?

1
L g2, 2
I.= 121n(b +c2)
Prisma rect: ¢ _ 1 )
risma rectangular I, - m(c? + a2)
I.= Lm(aQ +b2)
Y
r I.= %mﬂ
Disco delgado I,=1= ier
- x
1
I, = =ma?
Cilindro circular o2

1 . .
I,=I= Em(Saz +12)

3
=3 ma?
I, 10m(13 :
: I =L=3mta+n2
Cono circular y=1z=3 <4 )
Yy
N T
Esfera I=I,=I.=-ma
a
z X

Figura 9.28 Momentos de inercia de masa de formas geométricas comunes.
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PROBLEMA RESUELTO 9.9

Determine el momento de inercia de una barra delgada de longitud L y masa

— . . .
/ | x m con respecto a un eje que es perpendicular a la barra y que pasa a través
| L | de uno de sus extremos.
z
SOLUCION
) Si se selecciona el elemento diferencial de masa mostrado en la figura, se es-
cribe

________ __o—
/:_x_,| < dx ! dm=%dx

L 3L )
I, = fxz dm = f 2R = [ﬂ x_] I, = imL* 4
; 0 :

L

y PROBLEMA RESUELTO 9.10

Para el prisma rectangular homogéneo mostrado en la figura, determine el
momento de inercia con respecto al eje z.

—_—
ol

\
=

SOLUCION

y Se selecciona como elemento diferencial de masa a la placa delgada mostrada
en la figura; por tanto,

dm = pbc dx

Haciendo referencia a la seccién 9.13, se encuentra que el momento de iner-
cia del elemento con respecto al eje z’ estd dado por

dL, = 5b* dm

Con la aplicacién del teorema de los ejes paralelos, se obtiene el momento
de inercia de masa de la placa con respecto al eje z.

dl. =dI.. + x> dm = %b2 dm + 1% dm = (%b2 + x?) pbe dx

Integrando desde x = 0 hasta x = a, se obtiene
= deZ = f (%b2 + x2) pbe dx = pabc(1—12b2 + %02)
0
Como la masa total del prisma es m = pabe, se puede escribir

L =m(5b? +3d®) L =5mlda + b7 <

Se observa que si el prisma es delgado, b es pequefio en comparacién con a
y la expresién para I, se reduce a gmaz, la cual es el resultado obtenido en
el problema resuelto 9.9 cuando L = a.
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PROBLEMA RESUELTO 9.11

Determine el momento de inercia de un cono circular recto con respecto a:
a) su eje longitudinal, b) un eje que pasa a través del dpice del cono y que
es perpendicular a su eje longitudinal y ¢) un eje que pasa a través del cen-
troide del cono y que es perpendicular a su eje longitudinal.

SOLUCION
y y Se selecciona el elemento diferencial de masa mostrado en la figura.
le— «x I«—

/ X 5 a> )
-7 / a/\ r=ay dm = pmr® dx = pmyEy dx
I
|

- v a) Momento de inercia I.. Con el uso de la expresién derivada en
S~/ la seccién 9.13 para un disco delgado, se calcula el momento de inercia de
h | masa del elemento diferencial con respecto al eje x.

0
!
~

1\'4»—‘

) 1/ x\2 a> a*t
dl, = 5r*dm = 2(05) <p7TFx dx) QPWFx *dx

Integrando desde x = 0 hasta x = h, se obtiene

N P
I.= fdlx =J; gpﬂ?f dx = ZpW?? = sopma’h

Como la masa total del cono es m = $pma®h, se puede escribir

— _ 3 2 _ 3 2
I.= 10pmz = 10“ (3p7'ra h) = sgma I, = gma” 44

b) Momento de inercia I,. Se utiliza el mismo elemento diferen-
cial. Aplicando el teorema de los ejes paralelos y con la expresién derivada
en la seccién 9.13 para un disco delgado, se escribe

dr, =dIl, + 2 dm = %rz dm + > dm = ( 2+ 22 dm

Si se sustituyen las expresiones para 1y para dm en la ecuaciéon anterior, se
obtiene

Con la introduccién de la expresion para la masa total del cono m, se rees-
cribe I, de la forma siguiente:

y /’ I, = %(%az + h2>ép7mzh I, = 411( 2+ 0% <

¢) Momento de inercia I_,/ Se aplica el teorema de los ejes parale-
los y se escribe

- _7 —
/ x I,=1I, +mx

Resolviendo para fy,, y recordando de la figura 5.21 que x = %h, se tiene que

h _
' I,=1,— mx’ = %m(—a2 + h?) — m(ih)2

jl/,, = om(a® + {h%) <
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o PROBLEMA RESUELTO 9.12

i A Una pieza de acero consta de un prisma rectangular de 6 X 2 X 2 in. y dos

1 in. cilindros de 2 in. de didmetro y 3 in. de longitud, como se muestra en la figura.
] Si se sabe que el peso especifico del acero es de 490 Ib/ft®, determine los mo-
2. entos de inercia de la pieza con respecto a los ejes coordenados
X
2fin. B
- .:
2 in.
A
ZQ il’l,“v/
z
SOLUCION
y Calculo de las masas
<2.5 in.*l Prisma
~—3 in.—“ V=(2in)(2in.)(6 in.) = 24 in.>
I 1in. W = (24 in.”)(490 Ib/ft’)) —— | =6.811b
—p— ' 12 in.
. 2in. 6.811
e m = W&ZZ =02111b - s¥ft
B v ! .
zjj‘ Cada uno de los cilindros
| V=m(lin)*3 in.) = 9.42 in>
1t 3
Z . = (9.42 in.>)(490 IW/f3) —— | =267 1b
<0 i 210 12 in.
2.67 1b .
m = =0.0829 Ib - s/ft

32.2 ft/s>

Momentos de inercia. A partir de la figura 9.28 se calculan los mo-
mentos de inercia de cada una de las partes que constituyen la pieza, utilizando
el teorema de los ejes cuando sea necesario. Observe que todas las longitudes
deben estar expresadas en pies.

Prisma

I, =1 =5(02111b - s¥)[( f)> + (5 )2 = 488 X 10 > Ib - ft - §°
I, = (0211 1b - s¥f0[(5 fO* + (5 £0?] = 0.977 X 107% b - ft - 5
Cada uno de los cilindros
I, = +ma® + my® = 5(0.0829 b - s¥ft)(F5 f6)* + (0.0829 Ib - s¥/ft)(+% ft)>
=259 X 107%1b - ft - 52
= 5m(3a* + L?) + mx® = 15(0.0829 1b - s7/f0)[3(15 ft)* + (3 ft)*]
+(0.0829 Ib - s¥f)(32 )2 = 417 X 107> Ib - ft - §2

L= 12m(Sa + L2 + m(ix®+ y 2) = 12(0 0829 Ib - s¥f)[3 (12 ft)> + (% ft)?]
+(0.0829 Ib - s¥O[(32 ft)* + (& f1)2] = 648 X 10> b - ft - s>

L,

Pieza completa. Con la suma de los valores obtenidos, se tiene que

I —488><10“3+2(259><10“) I, =1006 X 10 %1b - ft-s> <«
I,= 0977 X 107° + 2(4.17 X 10~7) 1—937><1o Slh-fr-s®>
1-—488><10‘3+2(648><10 3) .=1784xX10°1b-ft-s*> <
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PROBLEMA RESUELTO 9.13

Una placa delgada de acero de 4 mm de espesor se corta y se dobla para for-
mar la pieza de maquinaria mostrada en la figura. Si se sabe que la densidad
del acero es 7 850 kg/mS, determine los momentos de inercia de la pieza con
respecto a los ejes coordenados.

Dimensiones en mm

SOLUCION

Se observa que la pieza consta de una placa semicircular y de una placa rec-
y| tangular a la cual se le ha removido una placa circular.

Calculo de las masas. Placa semicircular
r=0.08m

V, = 2ar’t = 2(0.08 m)%(0.004 m) = 40.21 X 10~% m?
1, = pV, = (7.85 X 10° kg/m*)(40.21 X 107° m®) = 0.3156 kg

Placa rectangular
V, = (0.200 m)(0.160 m)(0.004 m) = 128 X 10~¢ m?
my = pVy = (7.85 X 10° kg/m?)(128 X 107° m®) = 1.005 kg
Placa circular
Vs = ma’t = w(0.050 m)*(0.004 m) = 31.42 X 10 ° m®
ms = pVs = (7.85 X 10° kg/m?)(31.42 X 107° m®) = 0.2466 kg

Momentos de inercia. Con el uso del método presentado en la sec-
cién 9.13 se calculan los momentos de inercia de cada uno de los componentes.

Placa semicircular. A partir de la figura 9.28, se observa que para una
placa circular de masa m y radio r, se tiene que
I.= %mr2 I,=1= %mr2
Debido a la simetrfa, se observa que para una placa semicircular
I——(mr) I—I_—(mr)

Como la masa de la placa semicircular es m; = W se tiene que

L = tmr? = . 3156 kg)(O 08 m)® = 1.010 X 10> kg - m®
I,=1 = (lmr2) —mlr (0 3156 kg)(0.08 m)? = 0.505 X 10~ kg m>

Placa rectangular

I, = mac® = 35(1.005 kg)(0.16 m)? = 2.144 X 10~° kg - m?
L. = $myb® = £(1.005 kg)(0.2 m)* = 13.400 X 10™° kg - m*

I,=1,+ 1. = (2144 + 13.400)(10~°) = 15544 X 107 kg - m*
Placa circular

I, = 4m3a 1(0.2466 kg)(0.05 m)® = 0.154 X 10> kg - m?

I,= 2m3a + m3d2
= 5(0.2466 kg)(0.05 m)? + (0.2466 kg)(0.1 m)? = 2.774 X 10> kg - m?
L. = maa® + mgd® = £(0.2466 kg)(0.05 m) + (0.2466 kg)(0.1 m)>

= 2,620 X 107% kg - m*
Pieza completa

I, = (1.010 + 2.144 — 0.154)(10~ )kg m' I,=3.00X 10 " kg m’
= (0505 + 15.544 — 2.774)(10 °) kg - m> [, = 1328 X 10 " kg - m* <
= (0.505 + 13.400 — 2.620)(10 ) kg - m> . = 11.29 X 10 " kg - m* <

oo
A

<
[

~ O~
noe R

www.geocienciasvirtual.blogspot.com.co 521



522

RESOLUCION DE PROBLEMAS

EN FORMA INDEPENDIENTE

En esta leccion se estudié el momento de inercia de masa y el radio de giro de un
cuerpo tridimensional con respecto a un eje dado [ecuaciones (9.28) y (9.29)]. Tam-
bién se derivé el teorema de los ejes paralelos para ser utilizado con momentos de
inercia de masa y se expuso el cdlculo de los momentos de inercia de masa de pla-
cas delgadas y de cuerpos tridimensionales.

1. Cadlculo de los momentos de inercia de masa. Para formas simples, el mo-
mento de inercia de masa I de un cuerpo con respecto a un eje dado puede calcu-
larse directamente a partir de la definicién dada en la figura 9.28 [problema re-
suelto 9.9]. Sin embargo, en la mayorfa de los casos es necesario dividir el cuerpo
en placas delgadas, calcular el momento de inercia de una placa delgada tipica con
respecto al eje dado —con el teorema de los ejes paralelos si es necesario— e in-
tegrar la expresion obtenida.

2. Aplicacion del teorema de los ejes paralelos. En la seccién 9.12 se derivé
el teorema de los ejes paralelos para momentos de inercia de masa

I1=1+ md> (9.33)

el cual establece que el momento de inercia I de un cuerpo de masa m con respec-
to a un eje dado es igual a la suma del momento de inercia I de dicho cuerpo con
respecto a un eje centroidal paralelo y el producto md?, donde d es la distancia en-
tre los dos ejes. Cuando se calcula el momento de inercia de un cuerpo tridimen-
sional con respecto a cada uno de los ejes coordenados, d* se puede reemplazar
por la suma de los cuadrados de distancias medidas a lo largo de los otros dos ejes
coordenados [ecuaciones (9.32) y (9.32")].

3. Evasion de errores relacionados con las unidades. Para evitar errores, es
esencial ser consistente en el uso de las unidades. Por tanto, todas las longitudes
deben expresarse en metros o pies, segin convenga y, para problemas en los que
se utiliza el sistema de unidades de uso comin en Estados Unidos, las masas deben
expresarse en Ib - s%/ft. Ademds, se recomienda en forma enfética que se incluyan
las unidades a lo largo de la realizacién de todos los cilculos [problemas resueltos
9.12'y 9.13].

4. Cdlculo del momento de inercia de masa de placas delgadas. En la seccién
9.13 se demostr6 que el momento de inercia de masa de una placa delgada con res-
pecto a un eje dado puede obtenerse multiplicando el momento de inercia de drea
correspondiente a la placa por la densidad p y el espesor ¢ de la misma [ecuaciones
(9.35) ala (9.37)]. Observe que como el eje CC" en la figura 9.24c es perpendicular
ala placa, Icc:, masa €std asociado con el momento polar de inercia J¢ 4rea-

En lugar de calcular directamente el momento de inercia de una placa delga-
da con respecto a un eje dado, en algunos casos se encontrard que es conveniente
calcular primero su momento de inercia con respecto a un eje que es paralelo al
eje especificado y después aplicar el teorema de los ejes paralelos. Ademas para de-
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terminar el momento de inercia de una placa delgada con respecto a un eje per-
pendicular a la misma, puede ser deseable determinar primero sus momentos de
inercia con respecto a dos ejes perpendiculares que estdn en el plano para después
utilizar la ecuacién (9.38). Por tltimo, se debe recordar que la masa de una placa
de drea A, espesor ¢ y densidad p es m = ptA.

5. Determinacion del momento de inercia de un cuerpo por medio de una
sola integracion directa. En la seccién 9.14 se expuso y en los problemas resuel-
tos 9.10 y 9.11 se ilustré cémo se puede usar una integracion para calcular el mo-
mento de inercia de un cuerpo que puede ser dividido en diversas placas delgadas
paralelas. Para estos casos, es necesario expresar la masa del cuerpo en términos
de la densidad y de las dimensiones del mismo. Como en los problemas resueltos,
el cuerpo ha sido dividido en placas delgadas perpendiculares al eje x, se tendrdn
que expresar las dimensiones de cada placa como funciones de la variable x.

a) En el caso especial de un cuerpo de revolucion, la placa elemental es
un disco delgado y se deben utilizar las ecuaciones proporcionadas en la figura 9.27
para determinar los momentos de inercia del cuerpo [problema resuelto 9.11].

b) En el caso general, cuando el cuerpo no es un cuerpo de revolucién,
el elemento diferencial no es un disco, es una placa delgada de forma diferente y
no se pueden utilizar las ecuaciones de la figura 9.27. Por ejemplo, véase el pro-
blema resuelto 9.10 en el que el elemento fue una placa rectangular delgada. Para
configuraciones méds complejas se pueden usar una o més de las siguientes ecua-
ciones, las cuales estin basadas en las ecuaciones (9.32) y (9.32) de la seccién 9.12.

dI, =dI. + (yfl +z%) dm
dl, =dI, + G2 +x3) dm
dI: = dlzf + (ffl + !73]) dm

donde las primas se utilizan para denotar los ejes centroidales de cada placa ele-
mental y donde x,;, y.; y z.; representan las coordenadas del centroide de dicha pla-
ca elemental. Los momentos centroidales de inercia de la placa se determinan de
la forma descrita anteriormente para una placa delgada: haciendo referencia a la fi-
gura 9.12 de la pdgina 487, se calculan los momentos de inercia de drea correspon-
dientes de la placa y se multiplica el resultado por la densidad p y por el espesor ¢
de la placa. Ademds, si se ha dividido el cuerpo en placas delgadas perpendicula-
res al eje x, se debe recordar que se puede obtener dI,. sumando dI, y dI.: en
lugar de calcularlo directamente. Por tltimo, al usar la geometria del cuerpo se ex-
presa el resultado obtenido en términos de la variable tnica x y se integra en x.

6. Cdlculo del momento de inercia de un cuerpo compuesto. Como se es-
tableci6 en la seccion 9.15, el momento de inercia de un cuerpo compuesto con res-
pecto a un eje dado es igual a la suma de los momentos de inercia de las partes
que lo constituyen con respecto a ese mismo eje. Los problemas resueltos 9.12 y
9.13 ilustran el método apropiado de solucién. También se debe recordar que el
momento de inercia de una parte componente sera negativo sélo si dicha parte es
removida (como en el caso de un agujero).

A pesar de que los problemas propuestos en esta leccién sobre cuerpos compues-
tos son relativamente ficiles, es necesario trabajar con cuidado para evitar errores
en los cdlculos. Ademds, si alguno de los momentos de inercia que se necesiten no
estdn proporcionados en la figura 9.28, serd necesario derivar las férmulas reque-
ridas con el uso de las técnicas de esta leccion.
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Problemas

A
B’

2 9.111  En la figura se muestra un anillo de masa m que fue cortado de
T una placa uniforme delgada. Determine su momento de inercia de masa con
respecto a a) el eje AA" y b) el eje centroidal CC' que es perpendicular al
B c’ plano que contiene al anillo.

A 9.112 En la figura se muestra una placa delgada y semicircular con un
Figura P9.111 radio ¢ y una masa m. Determine su momento de inercia de masa con res-
pecto a a) el eje centroidal BB’ y b) el eje centroidal CC’ que es perpen-
dicular a la placa.

A’ Figura P9.112

9.113 El cuarto de anillo de masa m que se muestra en la figura se
Vi cort6 de una placa delgada uniforme. Si se sabe que r, = 2 ry, determine el
/ 2 B'  momento de inercia de masa del cuerpo con respecto a a) el eje AA" y b)
/ el eje centroidal CC" que es perpendicular al plano que contiene al cuarto
de anillo.

~
/ 9.114 En la figura se muestra una enjuta parabélica que se cort6 de

0 una placa delgada uniforme. Si la masa de la enjuta se representa con m, de-
- c’ termine su momento de inercia de masa con respecto a a) el eje BB' y b) el
A eje DD’ que es perpendicular al plano que contiene a la enjuta. (Sugeren-
Figura P9.113 cia: Vea el problema resuelto 9.3.)

B

7

B

A

Figura P9.114
524 www.geocienciasvirtual.blogspot.com.co



9.115 En la figura se muestra una placa delgada de masa m que se
cort6 en la forma de un paralelogramo. Determine el momento de inercia
de masa de la placa con respecto a a) el eje x, b) el eje BB' que es perpen-
dicular a la placa.

9.116 En la figura se muestra una placa delgada de masa m que se
corté en la forma de un paralelogramo. Determine el momento de inercia
de masa de la placa con respecto a a) el eje y, b) el eje AA" que es perpen-
dicular a la placa.

9.117 Para la placa delgada de forma trapezoidal y masa m mostrada
en la figura, determine su momento de inercia de masa con respecto a a) el

ejex yb) el eje y.

9.118 Para la placa delgada de forma trapezoidal y masa m mostrada
en la figura, determine su momento de inercia de masa con respecto a a) el
eje centroidal CC’ que es perpendicular a la placa y b) el eje AA" que es pa-
ralelo al eje x y se encuentra a una distancia de 1.5a desde la placa.

9.119 Al rotar el drea mostrada en la figura con respecto al eje x se
obtuvo un sélido homogéneo de revolucién con masa m. Utilice integracién
directa para expresar, en términos de m y h, el momento de inercia de masa
con respecto al eje x del sélido obtenido.

Figura P9.119

9.120 Determine por integracién directa el momento de inercia de
masa con respecto al eje y del cilindro circular recto que se muestra en la fi-
gura. Suponga que el cilindro tiene densidad uniforme y una masa m.

9.121 El drea mostrada en la figura se rota con respecto al eje x para
formar un sélido homogéneo de revolucién con masa m. Determine por in-
tegracion directa el momento de inercia de masa del sélido con respecto a
a) el eje x y b) el eje y. Exprese las respuestas en términos de m y las di-
mensiones del sélido.

Figura P9.121

Figura P9.120
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526 Fuerzas distribuidas: momentos de inercia 9.122  Suponga que el tetraedro que se muestra en la figura tiene una

Yy

densidad uniforme y una masa m. Determine por integracién directa su mo-
mento de inercia de masa con respecto al eje x.

9.123 Suponga que el tetraedro que se muestra en la figura tiene una
densidad uniforme y una masa m. Determine por integracién directa su mo-
mento de inercia de masa con respecto al eje y.

*9.124 Suponga que el semielipsoide mostrado en la figura tiene una
densidad uniforme y una masa m. Determine por integracién directa su mo-
mento de inercia de masa con respecto al eje z.

*9.125 Un alambre delgado de acero se dobla en la forma mostrada

' en la figura. Si se representa con m’ la masa por unidad de longitud del alam-

bre, determine por integracion directa su momento de inercia de masa con
respecto a cada uno de los ejes coordenados.

Figura P9.122 y P9.123

y
y
22
- Eh y = (a¥3—x23)32
7 ~
1 : I
|
c—~ x
a

Figura P9.124 z '

Figura P9.125

9.126 En la figura se muestra una placa delgada con forma triangular
y masa m, la cual estd soldada a un bloque a lo largo de su base AB. Si se
sabe que la placa forma un dngulo 6 con el eje y, determine por integracién
directa el momento de inercia de masa de la placa con respecto a a) el eje
x, b) el eje y y ¢) el eje z.

) ) ) Figura P9.126
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9.127 En la figura se muestra la seccién transversal de una polea mol-
deada para banda plana. Determine su momento de inercia y el radio de giro
de masa con respecto al eje AA’. (Considere que la densidad del latén es
8 650 kg/ms, y la del policarbonato de fibra reforzada es 1 250 kg/ms.)

Policarbonato

22 mm
11 mm A A 5 mm
— \Latén

|<— 9.5 mm —>|

[~——17.5 mm ——

Figura P9.127

9.128 En la figura se muestra la seccién transversal de un rodillo mé-
vil. Determine su momento de inercia y su radio de giro de masa con res-
pecto al eje AA’. (El peso especifico del bronce es 0.310 Ib/in.2, el del alu-
minio es 0.100 Ib/in.> y el del neopreno es 0.0452 1b/in.?)

9.129 Si el cascarén cilindrico delgado que se muestra en la figura
tiene una masa m, un grosor ¢ y una altura h, determine su momento de iner-
cia de masa con respecto al eje x. (Sugerencia: Considere que el cascarén se
formé al remover un cilindro de radio @ y altura h de un cilindro de radio
a + ty altura h. En las expresiones resultantes, no tome en cuenta los tér-
minos que contengan 2 y t3, y mantenga los términos que contengan t.)

9.130 La parte de méquina mostrada en la figura se formé al maqui-
T 1 . 1
nar una superficie cénica dentro de un cilindro circular. Para b = $h, deter-
mine el momento de inercia de masa y el radio de giro de la parte de ma-
quina con respecto al eje y.

9.131 Después de un periodo de uso, una de las hojas de una desfi-
bradora se ha desgastado en la forma mostrada en la figura y su masa se ha
reducido a 0.18 kg. Si se sabe que los momentos de inercia de la hoja con
respecto a los ejes AA" y BB’ son, respectivamente, 0.320 g - m? y 0.680
g- m?, determine @) la ubicacién del eje centroidal GG’ y b) el radio de giro
con respecto al eje GG'.

Figura P9.131

e/

Problemas

Figura P9.128

Yy

z
Figura P9.129

Figura P9.130
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528 Fuerzas distribuidas: momentos de inercia 9.132 Determine el momento de inercia de masa del componente de

médquina de 0.9 Ib que se muestra en la figura con respecto al eje AA".
0.4 in.

—

A 9.133 En la figura se muestra un agujero cuadrado y centrado, que se
extiende a lo largo de un componente de maquina hecho de aluminio. De-
termine a) el valor de a para que el momento de inercia de masa con res-
pecto al eje AA’, el cual bisecta la pared superior del agujero, sea méximo y
b) los valores correspondientes del momento de inercia de masa y del radio
de giro con respecto al eje AA’. (El peso especifico del aluminio es de 0.100

Ib/in.?)

Figura P9.133

9.134 En la figura se muestran las tazas y los brazos de un anemé-
metro fabricados con un material de densidad p. Si se sabe que el momento
de inercia de masa de un cascarén semiesférico delzgado de masa m y de es-
pesor ¢ con respecto a su eje centroidal GG’ es 5ma~/12, determine a) el mo-
mento de inercia de masa del anemémetro con respecto al eje AA’ y b) la
relacién de a sobre [ para la cual el momento de inercia de masa centroidal
de las tazas es igual a 1 por ciento del momento de inercia de masa de las
tazas con respecto al eje AA'.

9.135y 9.136  Una hoja de acero de 2 mm de espesor se cortd y do-
bl6 para dar forma al componente de mdquina que se muestra en las figu-
Figura P9.134 ras. Si se sabe que la densidad del acero es de 7 850 kg/mS, determine el
momento de inercia de masa del componente con respecto a cada uno de
los ejes coordenados.

Y
Y
120 mm
150 m/l:l
//
150 mm !
Ve
4
120 mm

z

150 mm," 150 mm /< \
& 350 mm 150 mm N

Figura P9.135
Figura P9.136
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9.137 La cubierta para un dispositivo electrénico se formé a partir de
una hoja de aluminio con 0.05 in. de espesor. Determine el momento de
inercia de masa de la cubierta con respecto a cada uno de los ejes coorde-
nados. (El peso especifico del aluminio es de 0.100 Ib/in.2.)

9.138 El ancla para estructuras que se muestra en la figura estd he-
cho de acero galvanizado con 0.05 in. de espesor. Determine el momento de
inercia de masa del ancla con respecto a cada uno de los ejes coordenados.
(El peso especifico del acero galvanizado es de 470 Ib/Ae3.)

Y
) ‘\2.25 in.
) 3.5 in. \
x

7

1.25in 2in./r‘
P

Figura P9.138

9.139 Un subensamble de un avién a escala se fabrica a partir de tres
tablas de madera con 1.5 mm de espesor. Si se desprecia la masa del adhe-
sivo utilizado para ensamblar las tres piezas, determine el momento de iner-
cia de masa del subensamble con respecto a cada uno de los ejes coordena-
dos. (La densidad de la madera es de 780 kg/m3.)

*9.140 Un granjero construye un abrevadero al soldar una pieza rec-
tangular de acero laminado de 2 mm de espesor a la mitad de un tonel de
acero. Si se sabe que la densidad del acero es de 7 850 kg/m3 y que el es-
pesor de las paredes del tonel es de 1.8 mm, determine el momento de iner-
cia de masa del abrevadero con respecto a cada uno de los ejes coordena-
dos. Desprecie la masa de la soldadura.

9.141 El elemento de mdquina mostrado en la figura estd fabricado
de acero. Determine el momento de inercia de masa del ensamble con res-
pecto a a) el eje x, b) el eje y y ¢) el eje z. (La densidad del acero es de
7 850 kg/m®.)

40 mm

Figura P9.141

Problemas

Figura P9.137

'
\<l/120 mm
z 300 mm\/ \
x

Figura P9.139
210 mn{‘\
y‘ ’, 840
mm
N I

Figura P9.140
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530 Fuerzas distribuidas: momentos de inercia

15 mm
15 mm
I\
Z 45 mm

Figura P9.144

Figura P9.145

9.142 Determine el momento de inercia de masa del elemento de ma-
quina de acero que se muestra en la figura con respecto al eje y. (El peso
especifico del acero es de 490 Ib/Ae3.)

0.6 in.

1.2 in.
Figura P9.142 y P9.143

9.143 Determine el momento de inercia de masa del elemento de ma-
quina de acero que se muestra en la figura con respecto al eje z. (El peso
especifico del acero es de 490 Ib/ft3)

9.144  Para el elemento de mdquina hecho de acero que se muestra
en la figura, determine el momento de inercia de masa y el radio de giro con
respecto al eje x. (La densidad del acero es de 7 850 kg/ms.)

9.145 Para el dispositivo de acero que se muestra en la figura, deter-
mine el momento de inercia de masa con respecto @) al eje x, b) al eje y y

c) al eje z. (La densidad del acero es de 7 850 kg/ms.)

9.146 Un alambre de aluminio con un peso por unidad de longitud de
0.033 Ib/ft se utiliza para formar un circulo y los elementos rectos mostrados
en la figura. Determine el momento de inercia de masa del ensamble con
respecto a cada uno de los ejes coordenados.

Figura P9.146
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9.147 El arreglo que se muestra en la figura se formé con alambre
de acero de 1 in. de didmetro. Si se sabe que la densidad del acero es de
490 1b/ft?, determine el momento de inercia de masa del alambre con res-

pecto a cada uno de los ejes coordenados.

Figura P9.147

9.148 El arreglo que se muestra en la figura se formé con un alam-
bre homogéneo que tiene una masa por unidad de longitud de 0.056 kg/m.
Determine el momento de inercia de masa del alambre con respecto a cada
uno de los ejes coordenados.

*9.16. MOMENTO DE INERCIA DE UN CUERPO CON
RESPECTO A UN EJE ARBITRARIO QUE PASA POR EL
PUNTO O. PRODUCTOS DE INERCIA DE MASA

En esta seccion se verd como puede calcularse el momento de inercia
de un cuerpo respecto a un eje arbitrario OL que pasa por el origen
(figura 9.29) si ya se han determinado tanto los momentos de inercia
de dicho cuerpo respecto a los tres ejes coordenados como otras can-
tidades, las cuales se definirdn a continuacién.

El momento de inercia I, de x, y y z de r respecto al eje OL es
igual a [ p* dm, donde p representa la distancia perpendicular desde
el elemento de masa dm hasta el eje OL. Si se representa mediante X
al vector unitario localizado a lo largo de OL, y con r al vector de po-
sicién del elemento dm, puede advertirse que la distancia perpendicu-
lar p es igual a r sen 6, que es la magnitud del producto vectorial N X
r. Por tanto, se escribe

Iop = fpz dm = f|h X r[>dm (9.43)

Expresando [N X r|?* en términos de las componentes rectangulares del
producto vectorial, se tiene que

IOL = j[(A\y - /\yx>2 + (/\yz - /\4/)2 + <)\23C — Ax'z>2] d1n

donde las componentes Ay, A, y A. del vector unitario N representan
los cosenos directores del eje OL, y las componentes x, y y z de r re-
presentan las coordenadas del elemento de masa dm. Al expandir los
términos elevados al cuadrado, y reordenando términos, se escribe

Ios :/\3J<y2 +22) dm +)\§ f(zz +x%) dm + A2 J(xz + y2> dm

— 20, | xy dm — 20\ fyz dm — 2\, fzx dm (9.44)

9.16. Momento de inercia de un cuerpo 531
con respecto a un eje arbitrario que pasa por
el punto O. Productos de inercia de masa

1.2m

Figura P9.148

Figura 9.29
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Y
L
! Qx, y, %)
|
S INy,
Of—————
v ;

Figura 9.30

En las ecuaciones (9.30) se observa que las primeras integrales en
(9.44) representan, respectivamente, los momentos de inercia I, I, e I
del cuerpo respecto a los ejes coordenados. Las ultimas tres integrales
en (9.44) involucran productos de las coordenadas, las cuales reciben el
nombre de productos de inercia del cuerpo con respecto a los ejesx yy,
alos ejes y yz 'y alos ejes z y x, respectivamente. Asi se escribe

L, = sz dm (9.45)

oy = fxy dm . = fyz dm

Si se reescribe la ecuacion (9.44) en términos de las integrales definidas
en las ecuaciones (9.30) y (9.45), se tiene que

— 72 2 2
Iop, = LAY + I,A, + LAZ — 2L, A A, — 21, A A — 21 A A(9.46)

Es necesario sefialar que la definicién de los productos de inercia
de masa proporcionada en las ecuaciones (9.45) es una extension de la
definicién del producto de inercia de un drea (seccién 9.8). Los produc-
tos de inercia de masa se reducen a cero bajo las mismas condiciones de
simetrfa que lo hacen los productos de inercia de dreas, y el teorema
de los ejes paralelos para productos de inercia de masa estd expresado
por relaciones similares a la férmula derivada para el producto de iner-
cia de un drea. Sustituyendo en las ecuaciones (9.45) las expresiones pa-
rax, y y z dadas en las ecuaciones (9.45), se encuentra que

(9.47)

donde x, y y z son las coordenadas del centro de gravedad G del cuerpo
e ly,, I, e L representan los productos de inercia del cuerpo con
respecto a los ejes centroidales x', y" y 2" (figura 9.22).

*9.17. ELIPSOIDE DE INERCIA. EJES PRINCIPALES DE INERCIA

Suponga que se determina el momento de inercia del cuerpo conside-
rado en la seccién anterior con respecto a bastantes ejes OL que pa-
san a través del punto fijo O y que se grafica un punto Q en cada eje
OL a una distancia OQ = 1/VI,, desde O. El lugar geométrico de
los puntos Q obtenidos de esta manera forman una superficie (figura
9.30). La ecuacién de dicha superficie se puede obtener sustituyendo
1/ (OQ)2 en lugar de Iy, en la ecuacion (9.46) y después multiplican-
do ambos lados de la ecuacién por (OQ)?. Observando que

(OQA, =x  (OQA, =y  (OQA, =z

donde x, y y z representan las coordenadas rectangulares de Q, se es-
cribe

La? + Iy® + Lz* = 2L,xy — 2I,yz — 2L zx = 1 (9.48)

La ecuacién obtenida es de una superficie cuadrdtica. Como el mo-
mento de inercia I, es distinto de cero para cada eje OL, ningtin punto
Q puede estar a una distancia infinita a partir de O. Por tanto, la su-
perficie cuadritica obtenida es un elipsoide. Este define el momento
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de inercia del cuerpo con respecto a cualquier eje que pasa a través de
O y se conoce como el elipsoide de inercia del cuerpo en O.

Se observa que si se rotan los ejes en la figura 9.30, cambian los
coeficientes de la ecuacién que define al elipsoide, puesto que di-
chos coeficientes son iguales a los momentos y productos de inercia del
cuerpo con respecto a los ejes coordenados rotados. Sin embargo, el
elipsoide en st permanece inalterado puesto que su forma depende s6-
lo de la distribucién de la masa en el cuerpo dado. Suponga que se se-
leccionan como ejes coordenados a los ejes principales x', y" y 2" del
elipsoide de inercia (figura 9.31). Se sabe que la ecuacién del elipsoi-
de con respecto a dichos ejes coordenados tiene la siguiente forma

Lx”+ 1,y? +Lz"=1 (9.49)
la cual no contiene productos de las coordenadas. Comparando las
ecuaciones (9.48) y (9.49), se observa que los productos de inercia del
cuerpo con respecto a los ejes x’, y" y 2" deben ser iguales a cero. Los
ejesx’, y" y z' se conocen como los ejes principales de inercia del cuer-
po en O. Obsérvese que, dado un cuerpo con forma arbitraria y un
punto O, siempre es posible encontrar ejes que sean principales de
inercia del cuerpo en O, esto es, ejes con respecto a los cuales los pro-
ductos de inercia del cuerpo sean iguales a cero. De hecho, sin impor-
tar cudl sea la forma del cuerpo, los momentos y productos de inercia
del mismo con respecto a los ejes x, y y z que pasan a través de O de-
finiran un elipsoide y dicho elipsoide tendra ejes principales que, por
definicion, son los ejes principales de inercia del cuerpo en O.

Si se utilizan los ejes principales de inerciax’, y" y z" como ejes co-
ordenados, la expresién obtenida en la ecuacién (9.46) para el momento
de inercia de un cuerpo con respecto a un eje arbitrario que pasa a
través de O se reduce a

Iop, = LAZ + LAy + LAZ (9.50)

La determinacién de los ejes principales de inercia de un cuerpo
con forma arbitraria es algo complicada y serd expuesta en la siguien-
te seccién. Sin embargo, existen muchos casos en los que se pueden
identificar dichos ejes de forma inmediata. Por ejemplo, considere el
cono homogéneo de base eliptica mostrado en la figura 9.32; dicho co-
no posee dos planos de simetria mutuamente perpendiculares entre si
OAA' y OBB'. A partir de la definicién (9.45), se observa que si se se-
leccionan los planos x'y" y y'z" de manera que coincidan con los dos
planos de simetrfa, todos los productos de inercia serdn iguales a cero.
Por tanto, los ejes x, y’ y 2’ seleccionados de esta forma son los ejes
principales de inercia del cono O. En el caso del tetraedro regular ho-
mogéneo OABC mostrado en la figura 9.33, la linea que une la esqui-
na O con el centro D de la cara opuesta es un eje principal de inercia
en Oy cualquier linea a través de O que sea perpendicular a OD tam-
bién es un eje principal de inercia en O. Esta propiedad resulta evi-
dente si se observa que al rotar al tetraedro a través de 120° alrededor
de OD permanecen inalteradas su forma y la distribucion de su masa.
Se concluye que el elipsoide de inercia en O también permanece inal-
terado bajo dicha rotacién. Por tanto, el elipsoide es un cuerpo de re-
volucién cuyo eje de rotacién es OD y la linea OD, al igual que cual-
quier linea perpendicular a ésta que pasa a través de O, debe ser un

eje principal del elipsoide.

9.17. Elipsoide de inercia. Ejes principales 533
de inercia

Figura 9.31

Figura 9.32

. . ) Figura 9.33
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*9.18. DETERMINACION DE LOS EJES Y LOS MOMENTOS
PRINCIPALES DE INERCIA DE UN CUERPO DE FORMA
ARBITRARIA

El método de andlisis descrito en esta seccién debe utilizarse en ca-
sos donde el cuerpo bajo consideracion no tenga una propiedad de si-
metria obvia.

Considere el elipsoide de inercia del cuerpo en un punto dado O
(figura 9.34); sea r el radio vector de un punto P sobre la superficie
del elipsoide y sea n el vector unitario normal a la superficie en P. Se
observa que los tnicos puntos donde r y n son colineales son los pun-
tos Py, Py y P3, donde los ejes principales intersecan la porcion visible
de la superficie del elipsoide y los puntos correspondientes que estin
en el otro lado del elipsoide.

Figura 9.34

Se debe recordar que en el célculo se establece que la direccion
de la normal a la superficie cuya ecuacién es f(x, y, z) = 0 en un punto
P(x, y, z) esta definida por el gradiente Vf de la funcién f en dicho
punto. Por tanto, para obtener los puntos donde los ejes principales in-
tersecan la superficie del elipsoide de inercia, se debe escribir que ry
Vf son colineales, esto es,

Vf = 2K)r (9.51)
donde K es una constante, r = xi + yj + zk, y

a_f'+ a_fk

vf= ox - &yJ dx

Recordando la ecuacién (9.48), se observa que la funcién f(x, y, z) co-
rrespondiente al elipsoide de inercia es

fle,y, 2) = La” + Ly> + Lz* — 2L, xy — 21, .yz — 2 .zx — 1

Al sustituir a r y a Vf en la ecuacién (9.51) y también los coeficientes
de los vectores unitarios, se escribe

Ixx - Ix!/y - IZxZ = Kx
_Ix!/x + I!/y - Iyzz' = Ky (952)
_I:/.xx - Iyzy + IZZ = Kz
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Al dividir cada uno de los términos entre la distancia r desde O hasta
P, se obtienen ecuaciones similares que involucran los cosenos direc-
tores Ay, A, y Az

LAy = Lydy = LA, = KA,
“LyA LA, — 1A= KA
LAy = LAy + LA = KA

(9.53)

Si se transponen los términos del lado derecho se llega a las siguien-
tes ecuaciones lineales homogéneas:

(Ix - K)/\x - Ixy)\y - I:\)\z =
~LyA, + (I, — KA, — LA, =

(9.54)

Para que este sistema de ecuaciones tenga una solucién distinta de A, =
Ay =A.=0,su discriminante debe ser igual a cero:

I.-—K -I, -,
Ly I,—K —l:|=0 (9.55)
-, -I,. I.—K
Al expandir este determinante y cambiar signos, se escribe
K= (I, + 1, + L)K* + (LI, + II, + LI, — I}, — I,. — IZ)K
— (LI — LI, — II2 — LI, — 2L, I,.L.) =0  (9.56)

Esta es una ecuacién ciibica en K que proporciona tres raices reales
positivas K, Ky y K.

Para obtener los cosenos directores del eje principal correspon-
diente a la raiz K;, se sustituye K; en lugar de K en las ecuaciones
(9.54). Puesto que ahora dichas ecuaciones son linealmente dependien-
tes, s6lo pueden usarse dos de éstas para determinar a A, A, y A.. Sin
embargo, se puede obtener una ecuacién adicional recordando, a par-
tir de la seccién 2.12, que los cosenos directores deben satisfacer la re-
lacion

A+ +AZ=1 (9.57)

Si se repite este procedimiento con Ky y Ks, se obtienen los cosenos
directores de los otros dos ejes principales.

Ahora se demostrara que las raices Ky, Ky y Ks de la ecuacion (9.56)
son los momentos principales de inercia del cuerpo dado. Para esto, se
sustituye en las ecuaciones (9.53) la raiz K; en lugar de K y los valores
de los cosenos directores (A,);, (A,)1 y (A;); en lugar de los valores co-
rrespondientes de A, A, y A; las tres ecuaciones serdn satisfechas.
Ahora se multiplica cada término en la primera, la segunda y la tercera
ecuacién por (A,)1, (A,)1 y (A.);, respectivamente, y se suman las ecua-
ciones obtenidas asi. De esta manera, se escribe

Si se recuerda la ecuacién (9.46), se observa que el lado izquierdo de
esta ecuacion representa el momento de inercia del cuerpo con res-
pecto al eje principal de inercia correspondiente a K;; por tanto, dicho
valor es el momento principal de inercia correspondiente a esa rafz.
Por otra parte, recordando la ecuacién (9.57), se observa que el lado
derecho se reduce a K;. Por tanto, el propio K; es el momento princi-
pal de inercia. De la misma forma, se puede demostrar que Ky y Kj

son los otros dos momentos principales de inercia del_cuerP
WWW.QGOCIGnCIGSVIFtua .
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PROBLEMA RESUELTO 9.14

Considere un prisma rectangular de masa m y lados a, b y ¢. Determine:
a) los momentos y productos de inercia del prisma con respecto a los ejes
coordenados mostrados y b) el momento de inercia de dicho cuerpo con res-
pecto a la diagonal OB.

SOLUCION

a) Momentos y productos de inercia con respecto a los ejes coor-
denados. Momentos de inercia. Al introducir los ejes centroidales x’,
y' yz', respecto a los cuales estdn dados los momentos de inercia en la figura
9.28, se aplica el teorema de los ejes paralelos.

L= T+ mip + ) = ym(b® + ) + m(Gh? + 5c%)
I, =+mb* + %) <

En forma similar, I,= %m((:2 +a?) L= %m(rzZ +b?) <

Productos de inercia. Debido a la simetria, los productos de inercia
con respecto a los ejes centroidales x’, y’ y z" son iguales a cero y dichos ejes
son ejes principales de inercia. Utilizando el teorema de los ejes paralelos,
se tiene que

1
=1mab <

xy

1
L,=73mca 4

L, =1L, +mxy =0+ m@a)3h) I

o 1
En forma similar, I,.=mbc

Yz

b) Momento de inercia con respecto a OB. Recordando la ecua-
cién (9.46), se tiene que:

— 2 2 2 _ _
Iop = LAZ + L,AZ + LAZ — 2L, A A, — 2L, A A, — 2L A A,

donde los cosenos directores de OB son

0 — OoH a
COs Uy (a2+b2 +Cz)1/2

b c
/\y (d2+b2 +02)1/2 /\: - (02+b2+c2)1/2

Si se sustituyen los valores obtenidos para los momentos y productos de iner-
cia y para los cosenos directores en la ecuacién para Iog, se tiene que
1

1 o ov2 L o 2u9 1 2 72y 2
m[gm(b + c¢%)a” + 3m(c” + a)b” + smla” + b*)e

1 s 1 1 9
— yma’h* — 3mb*c® — ymc’a®]
279 2 2 2 9
_m ab”+bc+ca” <
OB — 4 2 2 2
- 6 a+b>+c

lop =

Solucion alterna. El momento de inercia Iop puede obtenerse di-
rectamente a partir de los momentos principales de inercia I/, I, e I/, puesto
que la linea OB pasa a través del centroide O’. Como los ejes x’, y' y z" son
ejes principales de inercia, se utiliza la ecuacién (9.50) y se escribe

IOB = Tx’)\% + fy'/\i + i:')\f

1 m o oy 2 . M, oo, M, o o 9
= 55| =0+ Ad® + =+ O+ =+ b
612+b2+02[12(b ca 12(0 a“)b 12((1 b)c]
m a’b* + b3* + *a®
Iog = — : 4

6 a®+b>+
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PROBLEMA RESUELTO 9.15

Si para el prisma rectangular del problema resuelto 9.14 se tiene que a = 3¢
y b = 2¢, determine: a) los momentos principales de inercia en el origen O
y b) los ejes principales de inercia en O.

SOLUCION

a) Momentos principales de inercia en el origen O. Si se susti-
tuyen @ = 3¢ y b = 2¢ en la solucién del problema resuelto 9.14, se tiene lo

siguiente
_5 2 _ 1o 2 13 9
I, =35me I,=5mc L. =5mec
3.2 12 3.2
L, =35mc I,.=3mc I, =31mc

Sustituyendo los valores de los momentos y productos de inercia en la
ecuacién (9.56) y agrupando términos semejantes, se obtiene

3 28 2\ 12 3479 9 4 580 36 _
K’ — (5 mc*)K> + (Frm’c )K — zrm’c® = 0

Entonces se resuelve para las raices de esta ecuacién; a partir de la exposi-
cién de la seccién 9.18, se concluye que dichas raices son los momentos prin-
cipales de inercia del cuerpo en el origen.

K, = 0.568867Tmc> Ky = 4.20885mc>  Kj = 4.55562mc>
K, = 0.569mc> Ky = 4.21mc? K; = 4.56mc> |

b) Ejes principales de inercia en O. Para determinar la direccién
de un eje principal de inercia, primero se sustituye el valor correspondiente
de K en dos de las ecuaciones (9.54); las ecuaciones resultantes junto con la
ecuacién (9.57) forman un sistema de tres ecuaciones a partir del cual
se pueden determinar los cosenos directores del eje principal correspondien-
te. Por tanto, para el primer momento principal de inercia K; se tiene lo si-
guiente:

i~ %mCz()\:)l =0

(3 — 0.568867) mc*(A,), — 5 mc*(A,

—%mc2()\x)l + (13—0 — 0.568867) mcz(/\y)l - émc2()\z)1 =0
AT+ AT+ A)T=1
Si se resuelve el sistema de ecuaciones se obtiene

(A)1 = 0.836600 (Ay)1 = 0.496001 (A.); = 0.232557

Entonces, los dngulos que forma el primer eje principal de inercia con los
ejes coordenados son

(0,); = 33.2° (0,)1 = 60.3° (0.); = 76.6° <

Si se utiliza sucesivamente el mismo conjunto de ecuaciones con K y K, se
encuentra que los dngulos asociados con el segundo y con el tercer momen-
to principal de inercia en el origen son, respectivamente,

(0,), = 57.8° (0!/)2 = 146.6° (6.); = 98.0° <

(0,)3 = 82.8° 0,); = 76.1° (0.)3 = 164.3° <

y/: 7
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RESOLUCION DE PROBLEMAS

EN FORMA INDEPENDIENTE

En esta leccién se definieron los productos inercia de masa de un cuerpo I, I, e
I, y se mostré cémo se determinan los momentos de inercia de dicho cuerpo con
respecto a un eje arbitrario que pasa a través del origen O. También se aprendi6
c6mo determinar en el origen O los ejes principales de inercia de un cuerpo y los
correspondientes momentos principales de inercia.

1. Determinacién de los productos de inercia de masa de un cuerpo com-
puesto. Los productos de inercia de masa de un cuerpo compuesto con respecto
a los ejes coordenados pueden expresarse como la suma de los productos de iner-
cia de las partes que constituyen dicho cuerpo con respecto a esos mismos ejes. Pa-
ra cada una de las partes que constituyen al cuerpo, se puede utilizar el teorema
de los ejes paralelos y escribir las ecuaciones (9.47)

Ix!/ = ix'!/' + my?g Iyz = iy'z’ + myz L,= i’x’ + max

z

donde las primas representan los ejes centroidales de cada una de las partes com-
ponentes y donde x, y y z representan las coordenadas de sus centros de gravedad.
Se debe recordar que los productos de inercia de masa pueden ser positivos, nega-
tivos o cero. Ademds, se debe estar seguro de tomar en cuenta los signos de x, y
y 2.

a) Con base en las propiedades de simetria de una parte componente,
se puede deducir que dos o los tres productos de inercia de masa centroidales de
dicha parte son iguales a cero. Por ejemplo, se puede verificar que para una placa
delgada paralela al plano xy; para un alambre que se encuentra en un plano para-
lelo al plano xy; para un cuerpo con un plano de simetria paralelo al plano xy, y
para un cuerpo con un eje de simetria paralelo al eje z, los productos de inercia
I, e L son iguales a cero.

Para placas rectangulares, circulares o semicirculares con ejes de simetria
paralelos a los ejes coordenados; para alambres rectos paralelos a un eje coordena-
do; para alambres circulares y semicirculares con ejes de simetria paralelos a los
ejes coordenados, y para prismas rectangulares con_ejes de simetria paralelos a
los ejes coordenados, todos los productos de inercia 1., 1, e I son iguales a
cero.

b) Los productos de inercia de masa que son distintos a cero se pueden
calcular a partir de las ecuaciones (9.45). Aun cuando, en general, se requiere de
triple integracion para determinar un producto de inercia de masa, se puede utili-
zar una sola integracion si el cuerpo dado puede dividirse en una serie de placas
delgadas paralelas. Entonces, los cdlculos son similares a los expuestos en la leccion
anterior para los momentos de inercia.

(contintia)
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2. Cdlculo del momento de inercia de un cuerpo con respecto a un eje ar-
bitrario OL. Enlaseccién 9.16 se derivé una expresién para el momento de iner-
cia Ior, la cual estd dada en la ecuacién (9.46). Antes de calcular I, primero se
deben determinar los momentos y productos de inercia de masa del cuerpo con
respecto a los ejes coordenados dados, asi como los cosenos directores del vector
unitario A a lo largo de OL.

3. Cdlculo de los momentos principales de inercia de un cuerpo y determi-
nacion de sus ejes principales de inercia. En la seccién 9.17 se vio que siem-
pre es posible encontrar una orientacién de los ejes coordenados para la cual los
productos de inercia de masa son iguales a cero. Dichos ejes se conocen como
los ejes principales de inercia y los momentos de inercia correspondientes se cono-
cen como los momentos principales de inercia del cuerpo. En muchos casos, los
ejes principales de inercia de un cuerpo pueden determinarse a partir de sus pro-
piedades de simetria. El procedimiento requerido para determinar los momentos
principales y los ejes principales de inercia de un cuerpo que no tiene propiedades
de simetria obvias, se presenté en la seccion 9.18 y se ilustr6 en el problema re-
suelto 9.15. Dicho procedimiento consta de los siguientes pasos.

a) Expandir el determinante en la ecuacion (9.55) y resolver la ecuacion
cibica resultante. La solucién puede obtenerse por prueba y error o, de preferen-
cia, con una calculadora cientifica avanzada o con un programa computacional apro-
piado para tal fin. Las raices K;, Ky y K3 de esta ecuacién son los momentos princi-
pales de inercia del cuerpo.

b) Para determinar la direccion del eje principal correspondiente a Ky,
se sustituye ese valor en lugar de K en dos de las ecuaciones (9.54) y se resuelven
dichas ecuaciones con la ecuacién (9.57) para encontrar los cosenos directores del
eje principal correspondiente a Kj.

¢) Repetir este procedimiento con Ky y K; para determinar las direcciones
de los otros dos ejes principales. Como una comprobacién de los célculos realiza-
dos, se puede verificar que el producto escalar de algunos de los dos vectores uni-
tarios que vaya a lo largo de los tres ejes que se obtuvieron sea igual a cero y que,
por tanto, dichos ejes sean perpendiculares entre si.
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/24 mm

Figura P9.149

Figura P9.151

540

2.4 in.

0.8 in.

Problemas

9.149 Para el dispositivo de acero que se muestra en la figura, deter-
mine los productos de inercia de masa I, I e I.,. (La densidad del acero
es de 7 850 kg/mS.)

9.150 Para el elemento de mdquina hecho de acero que se muestra
en la figura, determine los productos de inercia de masa I, I,- e I... (La
densidad del acero es de 7 850 kg/ms.)

Figura P9.150

9.151y 9.152  Para el componente de méaquina hecho de aluminio co-
lado que se muestra en las figuras, determine los productos de inercia de

masa I, I,. e I,. (El peso especifico del aluminio es de 0.100 1b/in.?)

Figura P9.152
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9.153 2 9.156  Una seccién de hoja de acero con 2 mm de espesor se Problemas 549
corta y se dobla para formar el componente de miquina mostrado en la fi-
gura. Si la densidad del acero es de 7 850 kg/mS, determine los productos de
inercia de masa I, I,- e I, del componente.

yz

180 mm

300 mm
4

Figura P9.153 Figura P9.154

Figura P9.155 Figura P9.156

9.157 y 9.158 El arreglo mostrado en las figuras se formé con alam-
bre de latén que tiene un peso por unidad de longitud w, determine los pro-
ductos de inercia de masa I, I,- e I., de la figura de alambre.

Figura P9.157 Figura P9.158
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180 mm

250 mm

/ 300 mm X

Figura P9.159

Figura P9.162

z X

Figura P9.163

9.159 El arreglo mostrado en la figura se formé con un alambre de
aluminio de 1.5 mm de didmetro. Si la densidad del aluminio es de 2 800
kg/mS, determine los productos de inercia de masa I, I,- e I, de la figura
de alambre.

9.160 El arreglo mostrado en la figura se formé con un alambre del-
gado de aluminio de didmetro uniforme. Si la masa por unidad de longitud
del alambre se denota con m’, determine los productos de inercia de masa
Ly, I,z e I, de la figura de alambre.

Yy

Figura P9.160

9.161 Complete la obtencién de las ecuaciones (9.47) que expresan el
teorema de los ejes paralelos para productos de inercia de masas.

9.162 Para el tetraedro homogéneo de masa m que se muestra en la
figura, a) determine por integracién directa el producto de inercia de masa
I y b) con base en el resultado del inciso a) deduzca I,.. e I,

9.163 En la figura se muestra un cilindro circular homogéneo de masa
m. Determine el momento de inercia de masa del cilindro con respecto a la
linea que une al origen O y al punto A que se encuentra localizado sobre el
perimetro de la superficie superior del cilindro.

9.164 En la figura se muestra un cono circular homogéneo de masa
m. Determine el momento de inercia de masa del cono con respecto a la li-
nea que une al origen O con el punto A.

Figura P9.164
www.geocienciasvirtual.blogspot.com.co



9.165 Para el elemento de mdquina del problema 9.141 que se mues- Problemas 543
tra en la figura, determine su momento de inercia de masa con respecto a la
linea que une el origen O y el punto A.

Figura P9.165 A T
a
9.166 Determine el momento de inercia de masa del dispositivo de o l
acero de los problemas 9.145 y 9.149 con respecto a un eje que pasa por el 0 x
origen y que forma dngulos iguales con los ejes x, y y z. = =

9.167 Una placa delgada con densidad uniforme y peso W estd do-
blada en la forma que se muestra en la figura. Determine su momento de

inercia de masa con respecto a la linea que une el origen O y el punto A. Figura P9.167

9.168 Una pieza de hoja de metal con espesor ¢ y peso especifico y se y
corta y se dobla para formar el componente de miquina mostrado en la fi-
gura. Determine su momento de inercia de masa con respecto a una linea
que une al origen O y al punto A.

9.169 Para los componentes de mdquina de los problemas 9.136 y
9.155, determine el momento de inercia de masa con respecto a un eje que

pasa por el origen y que estd caracterizado por el vector unitario A = (—4i +
Sj + k)/o.

9.170 a2 9.172 Para el arreglo de alambre del problema indicado, de- ou O\
termine el momento de inercia de masa con respecto a un eje que pasa por
el origen y que estd caracterizado por el vector unitario A = (=3i — 6j +
2k)/7.
9.170 Problema 9.148.
9.171 Problema 9.147. z
9.172 Problema 9.146. Figura P9.168

9.173 Para el prisma rectangular mostrado en la figura, determine los
valores de las relaciones b/a y c/a tales que el elipsoide de inercia del prisma se
transforme en una esfera cuando se calcule en a) el punto A y b) el punto B.

x Figura P9.173
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544 Fuerzas distribuidas: momentos de inercia

Figura P9.175

Figura P9.179

9.174 Para el cono circular recto del problema resuelto 9.11, deter-
mine el valor de la relacién a/h tal que el elipsoide de inercia del cono se
transforme en una esfera cuando se calcule en a) el dpice del cono y b) el
centro de la base del cono.

9.175 Para el cilindro circular homogéneo de radio a y longitud L que
se muestra en la figura, determine el valor de la relacién a/L tal que el elip-
soide de inercia del cilindro se transforme en una esfera cuando la inercia se
calcule en a) el centroide del cilindro y b) el punto A.

9.176  Dados un cuerpo arbitrario y tres ejes rectangulares x, y y z, de-
muestre que el momento de inercia de masa del cuerpo con respecto a cual-
quiera de los tres ejes no puede ser mayor que la suma de los momentos de
inercia de masa del cuerpo con respecto a los otros dos ejes. Esto es, de-
muestre que se cumple la desigualdad I, < I, + I. asi como las otras desi-
gualdades. Ademads, demuestre que si el cuerpo es un sélido homogéneo de
revolucion entonces I, > %Ix, donde x es el eje de revolucién y y es el eje
transversal. \

9.177 Considere un cubo de masa m y lados de longitud a. a) De-
muestre que el elipsoide de inercia en el centro del cubo es una esfera y uti-
lice esta propiedad para determinar el momento de inercia del cubo con res-
pecto a una de sus diagonales. b) Demuestre que el elipsoide de inercia en
una de las esquinas del cubo es un elipsoide de revolucién y determine los
momentos principales de inercia del cubo en dicho punto.

9.178 Dados un cuerpo homogéneo de masa m y de forma arbitraria,
asf como los tres ejes rectangulares x, 4 y z con origen en O, demuestre que
la suma de los momentos de inercia de masa I, + I, + I del cuerpo no
puede ser menor que la suma de los momentos de inercia de una esfera del
mismo material y masa m con centro en O. Ademds, con el resultado del pro-
blema 9.176, demuestre que si el cuerpo es un sélido de revolucién, donde
x es el eje de revolucién, su momento de inercia de masa I, alrededor del
eje transversal y no puede ser menor que 3ma®/10, donde a es el radio de
una esfera con la misma masa y del mismo material.

*9.179 Enla figura se muestra un cilindro circular homogéneo de masa
m. El didmetro OB de la cara superior forma un dngulo de 45° con los ejes
x y z. a) Determine los principales momentos de inercia de masa del cilin-
dro en el origen O. b) Calcule los dngulos que los ejes principales de iner-
cia en O forman con los tres ejes coordenados. ¢) Trace el cilindro y mues-
tre la orientacién que tienen sus ejes principales de inercia con respecto a
los ejes x, y y z.

9.180 a 9.184 Para el componente que se describe en el problema
indicado, determine @) los momentos principales de inercia de masa en el
origen y b) los ejes principales de inercia en el origen. Dibuje el cuerpo y
muestre la orientacién que sus ejes principales de inercia tienen con respecto
alos ejes x, y y z.

*9.180 Problema 9.165.
*9.181 Problemas 9.145 y 9.149.
*9.182 Problema 9.167.
*9.183 Problema 9.168.
*9.184 Problemas 9.148 y 9.170.
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REPASO Y RESUMEN

DEL CAPITULO 9

En la primera mitad de este capitulo se expuso la determinacién
de la resultante R de las fuerzas AF distribuidas sobre un drea plana
A cuando las magnitudes de dichas fuerzas son proporcionales,
tanto a las dreas AA de los elementos sobre las cuales actdan, como
a las distancias y desde dichos elementos hasta un eje dado x; por
consiguiente, se tiene AF = ky AA. Se encontré que la magnitud
de la resultante R es proporcional al primer momento Q, = [y dA
del drea A, mientras que el momento de R con respecto al eje x
es proporcional al segundo momento o momento de inercia, I,
= [y* dA de A con respecto al mismo eje [seccién 9.2].

Los momentos rectangulares de inercia I, e I, de un drea [sec-
cién 9.3] se obtuvieron al evaluar las integrales

I, = Jy2 dA  I,= fxz dA (9.1)

Estos célculos se pueden reducir a una sola integracién seleccio-
nando dA como una tira delgada paralela a uno de los ejes coor-
denados. También se debe recordar que es posible calcular I, e I,
a partir de la misma tira elemental (figura 9.35) utilizando la
férmula para el momento de inercia de un drea rectangular [pro-
blema resuelto 9.3].

y
dI, = %y3 dx
. dI, =xy dx
dx x
Figura 9.35

El momento polar de inercia de un drea A con respecto al polo
O [seccién 9.4] se definié como

Jo= frz dA (9.3)

donde r es la distancia que hay desde O hasta el elemento de drea
dA (figura 9.36). Observe que r2=x2+ yz estableci6 la relacién

Jo=L+I, (9.4)

Momentos rectangulares de inercia

dA
s
x|

O X
\%

Figura 9.36

Momento polar de inercia
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Radio de giro

Teorema de los ejes paralelos

B B’
C
d
A A’
Figura 9.37

Areas compuestas

Producto de inercia

El radio de giro de un drea A con respecto al eje x [seccién
9.5] se definié como la distancia k,, donde I, = k?A. Con defini-
ciones similares como los radios de giro de A con respecto al eje y
y con respecto a O, se obtuvo

=gk k=Jb k= Jlo @sen)

Enlaseccion 9.6 se present6 el teorema de los ejes paralelos, el cual
establece que el momento de inercia I de un drea con respecto a un
eje dado AA’ (figura 9.37) es igual al momento de inercia I del drea con
respecto al eje centroidal BB que es paralelo AA" mds el producto del
drea A y el cuadrado de la distancia d entre los dos ejes:

I1=1+ Ad> (9.9)

La férmula anterior también puede utilizarse para determinar el
momento de inercia I de un drea con respecto a un eje centroidal
BB’ cuando se conoce su momento de inercia I con respecto de
un eje paralelo AA’. Sin embargo, en este caso se debe restar el
producto Ad”® del momento de inercia I conocido.

Una relacién similar se cumple entre el momento polar de iner-
cia Jo de un drea con respecto a un punto O y el momento polar
de inercia | de la misma drea con respecto a su centroide C. Re-
presentando con d la distancia entre O y C, se tiene

]o:jc + Ad® (9.11)

El teorema de los ejes paralelos se puede utilizar en forma
efectiva para calcular el momento de inercia de un drea compues-
ta con respecto a un eje dado [seccién 9.7]. Considerando cada
drea componente por separado, primero se calcula el momento de
inercia de cada drea con respecto a su eje centroidal, con la infor-
macién proporcionada en las figuras 9.12 y 9.13 cuando sea posi-
ble. Entonces se aplica el teorema de los ejes paralelos para deter-
minar el momento de inercia de cada una de las dreas componentes
con respecto al eje deseado y se suman los valores obtenidos de
esta forma [problemas resueltos 9.4 y 9.5].

Las secciones 9.8 a la 9.10 estuvieron dedicadas a la transfor-
macién de los momentos de inercia de un 4rea mediante una
rotacion de ejes coordenados. En primer lugar, se definié el pro-
ducto de inercia de un drea A como

L, = fxy dA (9.12)

y

y se demostré que I, = 0 si el drea A es simétrica con respecto a
uno de ambos ejes coordenados. También se derivé el teorema de
los ejes paralelos para productos de inercia. Se obtuvo

L, = Z\"’y’ +xyA (9.13)

donde fxryr es el producto de inercia del drea con respecto a los ejes
centroidalesx” yy" que son paralelos a los ejes x y y, respectivamen-
te, Xy y son las coordenadas del centroide del drea [seccién 9.8].
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Figura 9.38

En la seccién 9.9 se determinaron los momentos y el produc-
to de inercia I, I,s e I+, de un drea con respecto a los ejes x" y
y' que fueron obtenidos rotando los ejes coordenados x y y origi-
nales a través de un dngulo 6 en sentido contrario al del movimien-
to de las manecillas del reloj (figura 9.38). Se expres6 I, I, e L,
en términos de los momentos y el producto de inercia I, I,, e I,
calculados con respecto a los ejes x y y originales. Se obtuvo que

Lt Ll op— 20 (9.18)
o= 2 B cos xy Sen 0
L+1, I—1I
I, =*—%— cos 20 + I, sen 20 (9.19)
: 2 2 y
Ix — L/
Loy = —5 sen 260 + I, cos 26 (9.20)

Los ejes principales del drea con respecto a O se definieron co-
mo los dos ejes perpendiculares entre si respecto a los cuales los
momentos de inercia de un drea son maximo y minimo. Los valo-
res correspondientes de 6, representados por 6,,, se obtuvieron a
partir de la férmula

2Ly

tan20m=—1x_1

(9.25)

v
Los valores maximo y minimo correspondientes de I son llamados
los momentos principales de inercia del drea con respecto a O; se

obtuvo
I.+1 I = I \2
Iméx,ml’n = = - it \/<X7y> + Ii/ (927)

2 2

También se sefialé6 que el valor correspondiente del producto de
inercia es cero.

La transformacién de los momentos y el producto de inercia
del drea bajo rotacién de ejes puede representarse con gréficas al
dibujar el circulo de Mohr [seccion 9.10]. Dados los momentos y
el producto de inercia I, I, e I, del drea con respecto a los ejes

Repaso y resumen del capitulo 9 547

Rotacién de ejes

Ejes principales

Momentos principales de inercia

Circulo de Mohr
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B

Figura 9.39

Momentos de inercia de masas

<z
/

Figura 9.40

~

Ilmi\

coordenados x y y se grafican los puntos X (I, I,,)) y Y (I, —L,) y
se dibuja la linea que une estos dos puntos (figura 9.39). Esta linea
es un didmetro del circulo de Mohr y, por tanto, define dicho
circulo. Conforme se rotan los ejes coordenados a través de un dn-
gulo 0, el didmetro rota a través del doble de dicho dngulo y las co-
ordenadas de X" y Y' proporcionan los nuevos valores I, I, € L,
de los momentos y el producto de inercia del drea. Ademas, el an-
gulo 6, y las coordenadas de los puntos A y B definen los ejes prin-
cipales @ y b y los momentos principales de inercia del drea [pro-
blema resuelto 9.8].

La segunda parte del capitulo estuvo dedicada a calcular los
momentos de inercia de masas, los cuales aparecen en dindmica en
problemas que involucran la rotacién de un cuerpo rigido alrede-
dor de un eje. El momento de inercia de masa de un cuerpo con
respecto a un eje AA’ (figura 9.40) se definié6 como

I= f r dm (9.28)

donde r es la distancia desde AA’ hasta el elemento de masa [sec-
cién 9.11]. El radio de giro del cuerpo de definié como

= \/Z (9.29)
m

Los momentos de inercia de un cuerpo con respecto a los ejes
coordenados se expresaron de la siguiente manera

I, =f(y2 + 2% dm

I, = f (z% + 2 dm (9.30)

Y

Z=f(x2+y2)dm

www.geocienciasvirtual.blogspot.com.co



Se vio que el teorema de los ejes paralelos también se aplica a
los momentos de inercia de masa [seccién 9.12]. Por tanto, el mo-
mento de inercia I de un cuerpo con respecto a un eje arbitrario
AA’ (figura 9.41) puede expresarse como

1=14+ md> (9.33)

donde I es el momento de inercia del cuerpo con respecto al eje
centroidal BB’ que es paralelo al eje AA’, m es la masa del cuerpo
y d es la distancia entre los dos ejes.

A

R

\

o

A L

B
Figura 9.41 Figura 9.42

Los momentos de inercia de placas delgadas se pueden obtener
a partir de los momentos de inercia de sus dreas [seccién 9.13]. Se
encontrd que para una placa rectangular los momentos de inercia
con respecto a los ejes mostrados (figura 9.42) son

Iya = 5ma®  Ipg = 5mb? (9.39)

Icer = Lyar + Igp = ymla® + b?) (9.40)
mientras que para una placa circular (figura 9.43) estdn dados por

Iaar = Ipp = %mrz (9.41)

Iocr = Ina + Ipg = vmr? (9.42)

Cuando un cuerpo posee dos planos de simetria, es posible uti-
lizar una sola integracién para determinar su momento de inercia
con respecto a un eje dado si se selecciona el elemento de masa
dm como una placa delgada [problemas resueltos 9.10 y 9.11]. Por
otra parte, cuando un cuerpo consta de varias formas geométri-
cas comunes, su momento de inercia con respecto a un eje dado
puede obtenerse con las férmulas proporcionadas en la figura 9.28
con el teorema de los ejes paralelos [problemas resueltos 9.12 y
9.13].

En la dltima parte del capitulo se aprendié a determinar el mo-
mento de inercia de un cuerpo con respecto a un eje arbitrario OL
que se dibuja a través del origen O [seccién 9.16]. Si se presentan

\

\

Repaso y resumen del capitulo 9 549

Teorema de los ejes paralelos

—
3
t
N
B
A
Figura 9.43

Momentos de inercia de placas delgadas

Cuerpos compuestos

Momento de inercia con respecto a un eje
arbitrario

www.geocienciasvirtual.blogspot.com.co



550

Fuerzas distribuidas: momentos de inercia

Figura 9.44

Elipsoide de inercia

Ejes principales de inercia
Momenos principales de inercia

con A, A, y A las componentes del vector unitario A a lo largo de
OL (figura 9.44) y se introducen los productos de inercia

by = fxy dm I = fyz dm L, = fzx dm (9.45)

se encontré que el momento de inercia del cuerpo con respecto a
OL se pueden expresar como

Ior, = LAY + LA + LAZ — 2L, A A, — 2L, A A, — 21 A A, (9.46)

2

Figura 9.45

Graficando un punto Q a lo largo de cada eje OL a una distan-
cia OQ = 1/VIpy, desde O [seccién 9.17], se obtuvo la superficie de
un elipsoide, conocido como el elipsoide de inercia del cuerpo en el
punto O. Los ejes principales x’, y" y z" de este elipsoide (figura
9.45) son los ejes principales de inercia del cuerpo; esto es, los pro-
ductos de inercia I, I,;- e I.» del cuerpo con respecto a dichos
ejes son iguales a cero. Existen muchas situaciones en las cuales se
pueden deducir los ejes principales de inercia de un cuerpo a partir
de las propiedades de simetria de este dltimo. Entonces, si se selec-
cionan los ejes principales como los ejes coordenados, se puede ex-
presar a Ior, como

Iop, = LA + I\ + LAZ (9.50)

donde I, I, e I son los momentos principales de inercia del cuer-
po en O.

Cuando no se pueden obtener los ejes principales de inercia por
inspeccién [seccion 9.17], es necesario resolver la ecuacién ctibica

K= (I, + I, + LK* + (LI, + II. + LI, — I}, — I, — 2)K
- (LIL - LI, - I, — LIZ, — 2, I,.I.) =0 (9.56)

Se encontré [seccién 9.18] que las raices K;, Ky y K3 de esta
ecuacioén son los momentos principales de inercia del cuerpo dado.
Entonces, se determinan los cosenos directores (A,);, (A,); y (A
del eje principal correspondiente al momento principal de inercia
K; sustituyendo K; en las ecuaciones (9.54) y resolviendo simul-
taneamente dos de esas ecuaciones y la ecuacién (9.57). Después
se repite el mismo procedimiento con Ky y K3 para determinar los
cosenos directores de los otros dos ejes principales [problema re-
suelto 9.15].
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Problemas de repaso

9.185 Para el drea sombreada que se muestra en la figura, determine
por integracién directa los momentos de inercia con respecto a los ejes x y .

g =mx _’7

Y1 =ka? ‘

X
| a

Figura P9.185

9.186 Para el drea sombreada que se muestra en la figura, determine
los momentos de inercia y el radio de giro con respecto a los ejes x y .

—-—

N X
! a |

Figura P9.186

9.187 Para el drea sombreada que se muestra en la figura, determine
el momento de inercia y el radio de giro con respecto al eje .

- y=2b—cx?

y = ka2 ‘

I a

Figura P9.187
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Fuerzas distribuidas: momentos de inercia 9.188 Para el drea sombreada que se muestra en la figura, determine
los momentos de inercia con respecto a los ejes x y y.

y 9.189 Para el drea que se muestra en la figura, determine el momento
polar de inercia con respecto a @) el punto O y b) el centroide del drea.

~—54 mm—>I<— 54 mm Semielipse

a
Figura P9.188 SGTmm
Ol
o M

8 mm

Figura P9.189

9.190 Con el propésito de construir una viga asimétrica, se sueldan
entre si dos dngulos L76 X 76 X 6.4 mm y dos dngulos L152 X 102 X
12.7 mm, como se muestra en la figura. Determine los momentos de iner-
cia de la seccién combinada con respecto a sus ejes centroidales x y y.

L76 x 76 x 6.4

AN

BB

540 mm
C x
'/ L C [ l a]
. — [~<—0.746 in. 16 mm — <—&LIF)'Z x 102 x 12.7
— 1. —>
2
-— Figura P9.190
- L5x3x%x %
9.191 Para la seccién transversal del dngulo L5 X 3 X % in. que se
5in muestra en la figura, utilice el teorema de los ejes paralelos y determine el
producto de inercia con respecto a los ejes centroidales x y .
C T X .. p 1.
L7 9.192 Para la seccién transversal del dngulo L5 X 3 X 5 in. que se
. m. . B , .
| muestra en la figura, utilice el circulo de Mohr y determine @) los momen-
r | tos y productos de inercia con respecto a los nuevos ejes centroidales que se
I._ 3in. | 11‘ obtienen al rotar los ejes x y  un dngulo de 30° en el mismo sentido que las
z 1 manecillas del reloj, b) la orientacion de los ejes principales a través del cen-
Figura P9.191 y P.192 troide y los valores correspondientes de los momentos de inercia.
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9.193 El componente de mdquina que se muestra en la figura se corté Problemas de repaso 553
de una pieza de hoja de metal delgada y uniforme. Si la masa del compo-
nente se representa con m, determine su momento de inercia de masa con
respecto a a) el eje x y b) el eje y.

Figura P9.193 y P.194

9.194 El componente de mdquina que se muestra en la figura se cort6
de una pieza de hoja de metal delgada y uniforme. Si la masa del compo- y
nente se representa con m, determine su momento de inercia de masa con
respecto a a) el eje AA'y b) el eje BB', donde los ejes AA" y BB’ son para-
lelos al eje x y se encuentran en un plano paralelo y que estd a una distan-
cia a por encima del plano xz.

0.48 m

9.195 Una pieza gruesa de 2 mm de hoja de acero se corta y se dobla
para formar el componente de mdquina que se muestra en la figura. Si se
sabe que la densidad del acero es de 7 850 kg/mS, determine el momento de
inercia de masa del componente con respecto a cada uno de los ejes coor- £ S 76 \
denados. RN

9.196 Para el elemento de maquina hecho de acero que se muestra  Figura P9.195
en la figura, determine los momentos de inercia de masa y los radios de giro
con respecto a los ejes x y y. (La densidad del acero es de 7 850 kg/mS.)

Dimensiones en mm

Figura P9.196
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Problemas de computadora

9.C1 Para un drea con momentos y productos de inercia conocidos
I, I, e I,,, utilice software para calcular los momentos y productos de iner-
cia Iy, I,y e Iy del drea con respecto a los ejes x" y ¢’ obtenidos al rotar,
en un dngulo 6y en sentido inverso al de las manecillas del reloj, los ejes
originales. Utilice este programa para calcular I,., I,» e I,»,- de la seccién
del problema resuelto 9.7 con valores de 6 desde 0 hasta 90° con incre-

mentos de 5°.

9.C2 Para un drea con momentos y productos de inercia conocidos I,
I, e I, utilice software para calcular la orientacién de los ejes principales
del drea y los valores correspondientes de los momentos de inercia princi-
pales. Utilice este programa para resolver @) el problema 9.89, b) el problema
resuelto 9.7.

9.C3 En la figura se muestra cémo las secciones transversales pueden
aproximarse mediante una serie de rectdngulos. Con un software calcule los
momentos de inercia y los radios de giro de secciones transversales de esta
forma con respecto a sus ejes centroidales horizontal y vertical. Utilice este
programa en las secciones transversales mostradas en a) las figuras P9.31 y
P9.33, b) las figuras P9.32 y P9.34, ¢) la figura P9.43 y d) la figura P9.44.

| wy, i 1

| +Cjy | d,
Y
C x
+ dg
Cy
— ~— Wy
+C,; d,

! wy !_1_

Figura P9.C3 y P9.C4

9.C4 En la figura se muestra cmo las secciones transversales pueden
aproximarse mediante una serie de rectdngulos. Con un software calcule los
productos de inercia de las secciones transversales de este tipo con respecto
a sus ejes centroidales horizontal y vertical. Utilice este programa para re-
solver a) el problema P9.71, b) el problema P9.75, ¢) el problema P9.77.
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9.C5 Eldrea mostrada en la figura se rota alrededor del eje x para for-
mar un sélido homogéneo de masa m. Aproxime esta drea usando una serie
de 400 rectdngulos de la forma bee’b’, cada uno con un ancho Al, y utilice
software para determinar el momento de inercia de masa del sélido de re-
volucién con respecto al eje x. Use este programa para resolver a) el pro-
blema resuelto 9.11, b) el problema 9.121. Suponga que en estos problemas
m = 2kg, a =100 mmyh = 400 mm.

‘_ll_’l b

Figura P9.C5

9.C6 Un alambre homogéneo con un peso por unidad de longitud de
0.04 Ib/ft se usa para formar la figura que se muestra. Aproxime esta figura
usando 10 segmentos de linea recta y utilice software para determinar el mo-
mento de inercia de masa I, del alambre con respecto al eje x. Utilice este
programa para determinar I, cuando @) ¢ = 1 in., L = 11 in., h = 4 in,,
b)a=2in,L=17in,h =10in.yc)a =5in, L = 25in.y h = 6 in.

<—a—>|

Figura P9.C6

*9.C7 Para un cuerpo con momentos y productos de inercia de masa
conocidos I, I, I, I, I,- e I,, utilice software para calcular los momentos
de inercia de masa principales K;, Ky y K5 del cuerpo en el origen. Utilice
este programa para resolver el inciso a) del @) problema 9.180, b) problema

9.181 y ¢) problema 9.184.

*9.C8 En la configuracion del problema 9.C7 incluya el calculo de los
angulos que forman los ejes principales de inercia en el origen con los ejes
coordenados. Utilice este programa para resolver a) el problema 9.180, b) el
problema 9.181 y ¢) el problema 9.184.

www.geocienciasvirtual.blogspot.com.co

Problemas de computadora

555



8.46
8.47
8.48
8.49
8.52
8.53
8.54
8.55
8.56
8.57
8.60
8.61
8.62
8.63
8.64
8.65
8.69
8.70
8.72
8.73
8.75
8.76
8.77
8.78
8.79
8.80
8.82
8.85
8.86
8.87
8.88
8.90
8.91
8.96
8.97
8.98
8.99
8.100
8.101
8.102
8.103
8.104
8.107
8.108
8.109
8.110
8.111
8.112
8.115
8.116
8.117
8.120
8.121
8.122
8.123
8.124
8.125
8.126
8.131
8.132
8.133
8.135
8.136

a)P =5661b <« b)B, =8261b <« B, =96.01b l. 8.138

0.225.

a)P=2141b—.b) B, =12221b «— B, =96.01b . 8139 @) 620 N «. b) B, = 1390 N «— B, = 1 050 N |.
P=2080N . 8.140 a)yb) 50.4 Ib.

P=1966N|. 8.142 4) 0.238.b) 218 N |

a) 62.7 1b. b) 62.7 1b. 8.C1 x = 500 mm: 63.3 N; P4 = 67.8 N en x = 355 mm.
9.86 kN «—. 8.C2 Wy =101b: 0 = 46.4° Wy = 70 Ib: 6 = 21.3°.
913 N «—. 8.C3 w,y = 0.25:M = 0.0603 N - m.

a) 28.1°. b) 728 N = 14.0°. 8.C4 0=230%133N-m=M,<223N-m.

29.9 Ib. 8.C5 0 =60%P=16401b |; R =5.141b.

67.4 N. 8.C6 6 =20%10.39 N - m.

b) 283 N . 8.C7 0 = 20%30.31b; 13.25 Ib.

0.442. 8.C8 a)xy = 0.600L; x,, = 0.604L; 6, = 5.06°. b) 6, = 55.4°.
a) 90.0 1b. b) La base se mueve.

a) 89.4 1b. b) La base no se mueve. CAPI’TU LO 9

0.1103.

0.1013. 9.1 b3h/12.

1068 N - m. 9.2 3a'/2.

418N - m. 9.3 24°b/15.

169.7 b - in. 9.4 ha®/5

3271 - in. 9.6 a'/8.

0.098. 9.7 2ab*/7.

450 N. 9.9 ab®/15.

412 N. 9.10 0.1056 ab®.

344 N. 9.1 ab®/15.

376 N. 9.12 24°b/21.

0.226. 9.15 ab®/10; b/ V5.

Tyg = 775 1b; Tep = 72.5 Ib; Trp = 67.8 1b. 9.16 3ab®/35; b\/9/35.

22.01b «. 9.17 a°b/6;a/ V3.

1.9481b |. 9.18 34°b/35; b\V/9/35.

18.01 Ib «. 9.21 20a*; 1.826a.

a) 4.80 kN. b) 1.375°. 9.22 434*/48; 0.773a

375 Ib. 9.23 (m/2)(Rs — RY); (m/4)(R3 — R})

0.1670. 9.24 D) Parat/R,, = 1, =10.56%; para t/R,, = 3, —2,99%,
154.4 N. parat/R,, = 15, —0.1250%.

0.0600 in. 9.25 64a'/15; 1.265a.

10.87 1b 9.28 bh (12h> + b*Y48; V (12h* + b*) /24

a) 1.288 kN. b) 1.058 kN. 9.31 390 X 10> mm* 21.9 mm.

300 mm. 9.32 46.0 in."; 1.599 in.

a) 0.329. b) 2.67 vueltas. 9.33 64.3 X 10°> mm*; 8.87 mm.

a) 22.8 kg. b) 291 N. 9.34 46.5 in.%; 1.607 in.

a) 109.7 kg. b) 828 N. 9.37 I =950 X 10° mm*; d, = 60.0 mm.

73.0b =P =12331b. 9.38 A = 6600 mm?* I = 3.72 X 10° mm*.

351N m 9.39 I, =150.0in.%; I, = 300 in."

a) 270 N - m b) 675 N. 9.41 I, =1.874 X 10° mm* I, = 5.82 X 10° mm*.

a) 39.0 N - m. b) 844 N. 9.42 I, =489 X 10° mm* I, = 8.35 X 10> mm".

421 1b - in. 943 I,=191.3in%1, = 75.2in.*

301 1b - in. 9.44 I,=1813in* 1, = 451 in"

449N -m?. 9.45 @) 80.9 X 10° mm*. b) 57.4 X 10° mm*.

4.49 in. 9.46 a) 12.16 X 10° mm*. b) 9.73 X 10° mm*.

a) 11.66 kg. b) 38.6 kg. ¢) 34.4 ke, 9.49 I, =260 X 10° mm* k, = 144.6 mm; I, = 17.53 X 10°
a) 9.46 kg. b) 167.2 kg. ¢) 121.0 kg. 5nm4; E,, = 37.6 mm. ~ _

a) 10.39 1b. b) 58.5 1b. 9.50 I, =254in*k, =4.00in;I, =102.1in%k, = 2.54 in.
a)yb) 28.9 1b. 9.51 I, =255 X 10° mm* k. = 134.1 mm; I, = 100.0 X 10°
5.97 N. mm'; k, = 83.9 mm.

9.56 N. 9.52 1.077 in.

a)30.31b -in".b)3.781b |. 9.53 I, =3.55 X 10° mm* I, = 49.8 X 10° mm*.

a) 17.231b - in ). b) 2.151b 1. 9.55 I, =745 X 10° mm* I, = 91.3 X 10° mm".
0.350. 9.57 3mr/16. ‘

a)51.0 N - m. b) 875 N. 9.58 3mh/16.

a) 170.5 N. b) 14.04°. 9.59 15h/14.

53.5° 9.60 4h/7.

6.35 < L/a = 10.81. 9.63 5a/8.

0.0533. 9.64 80.0 mm.
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9.67
9.68
9.69
9.71
9.72
9.74
9.75
9.76
9.78
9.79

9.80

9.81
9.83
9.85
9.86
9.87
9.89
9.91

9.92

9.93
9.95
9.97
9.98
9.99
9.100
9.103

9.104
9.105

9.106
9.107
9.111
9.112
9.113
9.114
9.115
9.116
9.119
9.120
9.121
9.122
9.124
9.125
9.127
9.128
9.129
9.131
9.133

9.134
9.135

9.136

9.137

624

a'/2.

a’b*/12.

—b*h%/8.

—1.760 X 10° mm®.
—21.6 X 10° mm™.
—0.380 in*.

471 X 10° mm™.
-9 010 in.*

1.165 X 10% mm*
>1 = 0.4824* ,IJ —0.5894".

b) I, = 1.120a%1, = 0843a i1y = 0.760a".

I, = 1035 X 106 mm* 1 =979 X 10° mm*

Loy = —38.3 X 10° mm*

= 14824d%1,, =

Iy = =873 in!
= 0.1132 in.*

1 1033m4 I, —20201n4
I, =0236in% 1, = 1.244in*% I,
20.2° 1.754a", 0,209a4.

—17.11°% 139.1 X 10° mm?, 62.3 X 10° mm®.
29.7° 2 530 in.%, 524 in.*

—237°y663° 1.257 in.%, 0.224 in.*

a) I, = 0.4824*% 1, —1482a Ly = —0.589a".
b) I, = 1.120a* 1 = 0.8434"; I, = 0.760a".

I, = 1035 % 10° mm’: i1, 7979><100mm
i, = —38.3 X 10° mm". -

I, =1033in. ,IJ = 2020 in.*; I, = —873 in.*
I, = 0.236in" I, = 1.244 in%; I, = 0.1132 in.*

v
20.2° 1.754a", 0.209a .

—17.11° 139.1 X 10° mm*, 62.3 X 10° mm®.
—33.4°% 22.1 X 10° in., 2490 in.*
29.7% 2 530 in.*, 524 in.*
a)—1.146 in.*. b) 29.1° en el sentido de las manecillas del
reloj. ¢) 3.39 in.*
23.8° en el sentido de las manecillas del reloj; 0.524 X 108
mm®, 0.0917 X 10° mm®.
19.54° en sentido contrario al de las manecillas del reloj;
4.34 X 10° mm*, 0.647 X 10° mm*.
25.3° b) 1459 in.*, 40.5 in.*
a) 88.0 X 10"mm b)963 % 10° mm*, 39.7 X 10° mm™.
m(r{ + r3 Y4 b) m(r} + rz )’2
0.0699 ma>. b) 0.320 m(l
25 mr3/64. b) 0.1522 mr3.
mb?/7. b) m(7a* + 10b* Y 70.
ma®/3. b) 3ma®/2.
Tma*/6. b) ma*/2.
1.329 mh?.
m(3a> + L* )12,
a) 0.241 mh?. b) m(3a® + 0.1204 h).
mb* + h*Y10.
ma® + b )5.
L=1= ma®/4; I. = ma*/2
837 X 10 kg - m% 6.92 mm.
1.160 X 107%1b - ft - s% 0.341 in.
m(3a> + 2h* )6
a) 27.5 mm a la derecha de A. b) 32.0 mm.
a) 2.30in. b) 20.6 X 1073 1b - ft - s% 2.27 in.
2
a )wplz{602t<5{llz + 27“ + 1> d[j}. b) 0.1851,
I, =26 X 10 kg - m% I, = 38.2 X 107 kg - m*;
=17.55 X 107 kg - m”.
I, =1755 X 10 kg * m* I, = 309 X 10 kg - m*;
I.= 1544 X 10 kg - m%.
I,=745x 107 Ib - ft - s I, = 896 X 107" Ib - ft - s*;
L =304%10%1b - ft-s>

a)
)
a)
a)
a)
a)
a)
a)

ol
|

9.138

9.141

9.142
9.144
9.145

9.147

9.148
9.149

9.150

9.151

9.152

9.155

9.156

9.157

9.158
9.159

9.160
9.162
9.165
9.166
9.167
9.168
9.169
9.170
9.173
9.174
9.175
9.179

9.180

9.182

9.183

9.185
9.187
9.188
9.189
9.190
9.191

I, =344 X 107°1b - ft - =1321 X 107°1b - ft - s%;
I.=453 X 1071b - ft -

a) 13.99 X 10 kg - m .b) 20.6 X 10 kg - m* .

) 14.30 X 107 kg - m*.

0.17851b - ft - §*

I, = 38.1 X 107 kg - m? k, = 110.7 mm.

a) 264 X 10 kg - m”. b) 31.2 X 10 kg - m”.
) 8.58 X 10 kg - m%.
I, =0.03921b - ft - 52;
I, =0.03041b - ft

I, = 0323 kg - rn 1 —1- = 0419 kg - m*.
I, =250 %107 kg m* I, = 4.06 X 107 kg - m*;
I,=881 xX107"kg - m%

=244 X 10 kg * m* I, = 1.415 X 10" kg - m*;
I, =459 %10 kg - m2

1,=0.03631b - ft - s°

=~
|

j
I,=1120x10%1b - ft -

I, =-1726 X 10 1b - ft - 52
L,=-212X1071b - ft - §*

I, = =804 X 10 kg - m% I, = 12.90 X 10 kg - m?;
I, =940 X 107 kg - m”.

I,=0:1, =483 x 10" kg - m>;

I, = —443 X 10 kg - m”.

L, = wa*(1 — 57 Y g; I.=-11 mwa®/g ;

L, =4wd’(1l + 2m)g.

I, = —11wad’/g 1 ) wa (m + 6)/2g; I, = —wa’/4g.

=479 X 100 kg - m i1, =1021 %X 107%kg - m*;

I,=641X10"kg - m*

I\,, = —m'R}/2; I.=m 31/2 I, = —m'R3/2.

a) mac/20. b I, = m(lb/ZO I,. = mbc/20.

18.17 X 10~ kg m?

11.81 X 10 kg - .

5 Wa*/18g.

4.41 yta*/g.

281 X 107 kg - m?.

0.354 kg - m*.

a)b/a = 2;c/a =2.b)b/a = 1;c/a = 0.5.

2.b) V3.

1/V3.b) 7/1

0.363ma’; Ky = 1.583ma* Ky = 1.720ma> .
(©

=8 8 8
T aesr
=
Il

>
2
<
=

= 49.7° (0,), = 113.7%

45°,(6,)> = 90°, (6.), = 135°;

3= (0.3 = 73.5°, < >3—237°

1<1= 14.30 X 10~ kg m

=13.96 X 10 kg - m?% K3 =20.6 X 10 kg - m*
<0x>1 = (6,1 = 90.0° (- = 0;

e = 3.42°, (0,); = 86.6° (6., = 90.0°.

)s = 93.4°, (6, >3 = 3.4° (0.); = 90.0°.

K, = 0.1639Wa®/g; Ky = 1.054Wa’/g; K5 = 1.115Wa’/g.
(0.0, = 36.7° (0,), = 71.6° (6., = 59.5%

D = T4.9% (0,); = 54.5° (0.), = 140.5%

)5 = 57.5% (0,); = 138.8°, (63 = 112.4°.

K, = 2. ZGyta Y/ a: Ky = 17.2Tyta"/g; Ky = 19.08yta’/g .
(0., = 85.0° (6, = 36.8°, (0. = 53.7°;

)2 = 81.7°, (6,); = 54.7°, (6.), = 143.4%

(0,); = 9.70° (e s = 99.0% (6.); = 86.3°

I, = ab®/28; I, = a°h/20.

4a3b/15 a/\f

I, = 4a%; 1, = 16 a'/3.

a) 3.13 X 10° mm*. b) 2.41 X 10° mm*.

I, = 634 X 10"mm ; 1, = 38.0 X 10° mm*,

—2.81 in.*

[

X

=T
o
B

Il

X

=

a

X

SRS

QV&QEGVVQ;Q:V

=<

\1/ =
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=538 X 107°1b - ft - o= —1714 X 10%1b - ft - §*;

I, =0507 X 107 1b - ft - s>



9.193
9.195
9.C1
9.C3

9.C5
9.C6

a) 7 ma*/18. b) 0.819 ma>.

I, =0877kg - m% I, = 1.982 kg - m* L. = 1.652 kg - m”.
0 =20°1, = 14.20in* I, = 315 in* L, = —3.93 in*
a) I, = 371 X 10° mm*, I, = 64.3 X 10> mm’*;

k. = 21.3 mm, k, = 8.87 mm. b) I, = 40.4 in.*,

I, =465 in'; ky = 1.499 in., k, = 1.607 in.

g} k., = 2.53 in., k!, = 1.583in. d) k, = 1.904 in.,

k, = 0.950 in.

a)5.99 X 10 kg - m* b) 77.4 X 10 kg - m*.

a) T4.0 X 107 1b - ft - s> b) 645 X 107°Ib - ft - s* .

) 208 X 10°°1b - ft - s%

CAPITULO 10

10.1

10.2

10.3

10.4

10.7

10.8

10.9
10.10
10.11
10.12
10.15
10.16
10.17
10.18
10.21
10.22
10.24
10.25
10.26
10.28
10.30
10.31
10.32
10.33
10.35
10.36
10.37
10.38
10.39
10.40
10.43
10.44
10.45
10.46
10.47
10.49
10.51

82.5N |.

120 1b —.

495N - m ).

12001b - in. .

a) 60.0 N C, 8.00 mm |.. b) 300 N C, 40.0 mm | .
a) 120.0 N C, 16.00 mm |. b) 300 N C, 40.0 mm | .
Q = 2P sen 0/cos 6/2.
Q = 2P cos 6/cos 6/2.
Q = (3P/2) tan 6

Q= P[(l/a)cos® 6 — 1].
M = ;WI tan & sen 6.
M = Pl/2 tan 6.

M = TPa cos 6

a) M = Pl sen 20. b) M = 3Pl cos 0. ¢) M = Pl sen 6.
85.21b - ft ).

22.8 1b 27 70.0°.

36.4°,

38.7°.

68.0°.

19.81° y 51.9°.

25.0°.

39.7° y 69.0°.

52.2°.

40.2°.

22.6°.

51.1°.

52.4°.

19.40°.

59.0°.

78.7°, 324°, 379°.
12.03 kN \.

20.4°.

2370 Ib \.

2550 Ib \.
n=1/1+ u cot @)
37.6 N, 31.6 N.

300N - m, 81.8 N - m.

10.52
10.53
10.54
10.57
10.58
10.66
10.67
10.69

10.70

10.71
10.72
10.73
10.74
10.78
10.79
10.80
10.81
10.83
10.85
10.86
10.88
10.90
10.91
10.92
10.93
10.94
10.96
10.98
10.100
10.101
10.102
10.104
10.106
10.107
10.108
10.110
10.112
10.C1

10.C2
10.C3
10.C4

10.C5

10.C6

10.C7

n = tan O/tan (0 + ¢,).

775 kN 1.
H=1361kN1; My =550N-m?.

0.833 in. | .

0.625 in. —.

19.40°.

El equilibrio es neutro.

6 = 0y 6 = 180.0° inestable;

0 = 75.5°y 6 = 284°, estable.

0 = 90.0°y 6 = 270° inestable;

0 = 22.0°y 6 = 158.0°, estable.

0 = —45.0°, inestable; 0 = 135.0°, estable.

6 = —63.4°, inestable; 6 = 116.6°, estable.
59.0° estable.

78.7°, estable; 324°, inestable; 379°, estable.
9.39° y 90.0°, estable; 34.2°, inestable.

357 mm.

252 mm.

17.11°, estable; 72.9°, inestable.

49.1°.

54.8°.

37.4°.

16.88 m.

k > 6.94 Ib/in.

15.00 in.

P < 2kL/9.

P < kL/18.

P <kl —a¥/2lL

P < 160.0 N.

P < 764 N.

a) P < 10.00 1b. b) P < 20.0 Ib.

60.01b | .

600 1b - in. J.

a) 20.0 N. b) 105.0 N.

39.2°.

60.4°,

7.13 in.

a) 0, inestable. b) 137.8°, estable

a) 22.0°. b) 30.6°.

6 = 60° 2.42in.; 6 = 120°: 1.732 in.;
(M/P),.sx = 2.52in. en § = 73.7°.

0 = 60° 171.1 N C. Para 32.5° = 6§ = 134.3°, |F |= 400 N.
0 = 60° 296 N T. Para 6 = 125.7° |F |= 400 N.
b) 0 = 60°, nivel de referencia en C: V.= —294 in - lb.
c) 34.2°, estable; 90°, inestable; 145.8°, estable
b) 6 = 50°, nivel de referencia en E: V = 100.5 |.
dv/dg = 2297.

¢) 6 = 0, inestable; 30.4°.

b) 6 = 60°, nivel de referencia en B: 30.0 J.

¢) 0 = 0, inestable; 41.4°, estable.

b) 6 = 60°, nivel de referencia en 6 = 0: =37.0 J. ¢) 52.2°,
estable

625
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