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5.1. INTRODUCCION

Hasta ahora se ha supuesto que la atraccién ejercida por la Tierra so-
bre un cuerpo rigido podia representarse por una sola fuerza W. Esta
fuerza, denominada fuerza de gravedad o peso del cuerpo, debia apli-
carse en el centro de gravedad del cuerpo (seccién 3.2). De hecho, la
Tierra ejerce una fuerza sobre cada una de las particulas que constitu-
yen al cuerpo. En este sentido, la accién de la Tierra sobre un cuerpo
rigido debe representarse por un gran nimero de pequefias fuerzas
distribuidas sobre todo el cuerpo. Sin embargo, en este capitulo se
aprenderd que la totalidad de dichas fuerzas pequefias puede ser reem-
plazada por una sola fuerza equivalente W. También se aprenderd c6-
mo determinar el centro de gravedad, esto es, el punto de aplicacién
de la resultante W, para cuerpos de varias formas.

En la primera parte del capitulo se describen cuerpos bidimensio-
nales como placas planas y alambres que estin contenidos en un pla-
no dado. Se introducen dos conceptos que estin muy relacionados con
la determinacién del centro de gravedad de una placa o de un alam-
bre: el concepto de centroide de un drea o de una linea y el concepto
del primer momento de un drea o de una linea con respecto a un eje
dado.

También se aprenderd que el cédlculo del drea de una superficie de
revolucién o del volumen de un cuerpo de revolucion estd directamen-
te relacionado con la determinacién del centroide de la linea o del 4rea
utilizados para generar dicha superficie o cuerpo de revolucion (teore-
mas de Pappus-Guldinus). Ademds, como se muestra en las secciones
5.8 y 5.9, la determinacién del centroide de un drea simplifica el and-
lisis de vigas sujetas a cargas distribuidas y el cdlculo de las fuerzas ejer-
cidas sobre superficies rectangulares sumergidas, como compuertas hi-
drdulicas y porciones de presas.

Al final del capitulo se aprenderd cémo determinar tanto el cen-
tro de gravedad de cuerpos tridimensionales como el centroide de un
volumen y los primeros momentos de dicho volumen con respecto a
los planos coordenados.

AREAS Y LINEAS

5.2. CENTRO DE GRAVEDAD DE UN CUERPO BIDIMENSIONAL

Para iniciar, considere una placa plana horizontal (figura 5.1). La pla-
ca puede dividirse en n elementos pequefios. Las coordenadas del pri-

AW

IM,: TW=Xx AW
IM,: yW=ZyAW

Figura 5.1 Centro de gravedad de una placa.
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mer elemento se representan con x; y yy, las del segundo elemento se
representan con x y v, etc. Las fuerzas ejercidas por la Tierra sobre
los elementos de la placa serdn representadas, respectivamente, con
AW,, AW,, . . ., AW,. Estas fuerzas o pesos estin dirigidos hacia el
centro de la Tierra; sin embargo, para todos los propdsitos précticos,
se puede suponer que dichas fuerzas son paralelas. Por tanto, su resul-
tante es una sola fuerza en la misma direccién. La magnitud W de es-
ta fuerza se obtiene a partir de la suma de las magnitudes de los pesos
de los elementos:

EF: W:AW1+AW2+"'+AWH

para obtener las coordenadas x y i del punto G, donde debe aplicarse
la resultante W, se escribe que los momentos de W con respecto a los
ejes y y x son iguales a la suma de los momentos correspondientes de
los pesos elementales, esto es

EMyI xW = X1 AWl + Xo AWQ + -+ Xn AWn (5 1)

EMxl yW =1 AWl + Yo AWZ + o+ Yn AWn o
Si ahora se incrementa el niimero de elementos en los cuales se ha di-
vidido la placa y simultdneamente se disminuye el tamafio de cada ele-
mento se obtienen, en el limite, las siguientes expresiones:

w=[daw iw=[xzaw gw=[yaw (52

Estas ecuaciones definen el peso Wy las coordenadas x y y del centro
de gravedad G de una placa plana. Se pueden derivar las mismas ecua-
ciones para un alambre que se encuentra en el plano xy (figura 5.2).
Se observa que usualmente el centro de gravedad G de un alambre no
estd localizado sobre este tltimo.

2
2

21\1_,/ :

axW=23%x AW
XM,: yW=ZyAW

Figura 5.2 Centro de gravedad de un alambre.
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5.3. CENTROIDES DE AREAS Y LINEAS

En el caso de una placa plana homogénea de espesor uniforme, la mag-
nitud AW del peso de un elemento de la placa puede expresarse como

AW = yt AA

donde y = peso especifico (peso por unidad de volumen) del material
t = espesor de la placa
AA = drea del elemento

En forma similar, se puede expresar la magnitud W del peso de toda
la placa como

W = ytA

donde A es el drea total de la placa.

Si se emplean las unidades de uso comiin en Estados Unidos, se
debe expresar el peso especifico y en Ib/ft’, el espesor ¢ en pies y las
dreas AA y A en pies cuadrados. Entonces, se observa que AW y W
estardn expresados en libras. Si se usan las unidades del SI, se debe
expresar a y en N/m®, at en metros y a las dreas AA y A en metros
cuadrados; entonces, los pesos AW y W estardn expresados en new-
tons.’l

Si se sustituye a AW y a W en las ecuaciones de momento (5.1) y
se divide a todos los términos entre yt, se obtiene

EMyZ EA:xlAA1+QC2AA2+"'+anAn
EMXZ yA:ylAAl+y2AA2+.'.+ynAAn

Si se incrementa el nimero de elementos en los cuales se divide el drea
Ay simultdneamente se disminuye el tamafio de cada elemento, se ob-
tiene en el limite

va=[xda  ga=][yda (5.3)

Estas ecuaciones definen las coordenadas x y iy del centro de gravedad
de una placa homogénea. El punto cuyas coordenadas son X y  tam-
bién se conoce como el centroide C del drea A de la placa (figura 5.3).
Si la placa no es homogénea, estas ecuaciones no se pueden utilizar pa-
ra determinar el centro de gravedad de la placa; sin embargo, éstas atin
definen al centroide del 4rea.

En el caso de un alambre homogéneo de seccion transversal uni-
forme, la magnitud AW del peso de un elemento de alambre puede
expresarse como

AW = ya AL

donde y = peso especifico del material
a = drea de la seccién transversal del alambre
AL = longitud del elemento

'Se debe sefialar que en el Sistema Internacional de unidades generalmente se caracte-
riza a un material dado por su densidad p (masa por unidad de volumen) en lugar de ca-
racterizarlo por su peso especifico y. Entonces, el peso especifico del material se puede
obtener a partir de la relacién

Y=prg

donde g = 9.81 m/s>. Como p se expresa en kg/m®, se observa que 7y estard expresado en
(kgn_]s)(m/sz), esto es, en N/m°.
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5.4. Primeros momentos de areas y lineas 223

Y !
y y J
L
(—x>‘
AA J—
y 1 y
o Yy
O O
O T X x
TA=XxAA IM,: xL=ZXxAL
IM,: yA=3ZyAA SM,: yL=3yAL
Figura 5.3 Centroide de un area. Figura 5.4 Centroide de una linea.

El centro de gravedad de un alambre coincide con el centroide C de
la linea L que define la forma del alambre (figura 5.4). Las coorde-
nadas X y i del centroide de la linea L se obtienen a partir de las ecua-
ciones

iL=[xdl  gL=]ydL (5.4)

5.4. PRIMEROS MOMENTOS DE AREAS Y LINEAS

La integral [ x dA en las ecuaciones (5.3) de la seccién anterior se co-
noce como el primer momento del drea A con respecto al eje y y se re-
presenta con Q,. En forma similar, la integral [y dA define el primer
momento de A con respecto al eje x y se representa con Q.. Asi se es-
cribe

QyZJ x dA Qx:J y dA (5.5)

Si comparamos las ecuaciones (5.3) con las ecuaciones (5.5), se obser-
va que los primeros momentos del drea A pueden ser expresados co-
mo los productos del drea con las coordenadas de su centroide:

Q,=¥A Q. =yA (5.6)

A partir de las ecuaciones (5.6) se concluye que las coordenadas del
centroide de un drea pueden obtenerse al dividir los primeros momen-
tos de dicha drea entre el drea misma. Los primeros momentos de un
drea también son dtiles en la mecdnica de materiales para determinar
los esfuerzos de corte en vigas sujetas a cargas transversales. Por tltimo,
a partir de las ecuaciones (5.6) se observa que si el centroide de un drea
estd localizado sobre un eje coordenado, entonces el primer momento
del drea con respecto a ese eje es igual a cero. De manera inversa, si el
primer momento de un drea con respecto a un eje coordenado es igual
a cero, entonces el centroide del drea estd localizado sobre ese eje.

Se pueden utilizar relaciones similares a partir de las ecuaciones
(5.5) y (5.6) para definir los primeros momentos de una linea con res-
pecto a los ejes coordenados y para expresar dichos momentos como los
productos de la longitud L de la linea y las coordenadas x y iy de su cen-

troide. o
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224 e oy uidas: centroides v centros Se dice que un drea A es simétrica con respecto a un eje BB' si pa-
ra todo punto P del drea existe un punto P’ de esa misma drea tal que
la linea PP’ sea perpendicular a BB" y dicha linea estd dividida en dos

. B’ partes iguales por el eje en cuestion (figura 5.5a). Se dice que una li-
N / nea L es simétrica con respecto a un eje BB’ si satisface condiciones
\/ similares. Cuando un drea A o una linea L posee un eje de simetria

N BB', su primer momento con respecto a BB’ es igual a cero y su cen-

- ot troide estd localizado sobre dicho eje. Por ejemplo, en el caso del drea

A de la figura 5.5b, la cual es simétrica con respecto al eje y, se obser-
va que para cada elemento de drea dA de abscisa x existe un elemen-
to de drea dA' que tiene la misma superficie y cuya abscisa es —x. Se
concluye que la integral en la primera de las ecuaciones (5.5) es igual
Y a cero y, por tanto, se tiene que Q, = 0. También se concluye a partir
de la primera de las relaciones (5.3) que ¥ = 0. Por consiguiente, si un
BN drea A o una linea L poseen un eje de simetria, su centroide C estd lo-
B-1--8 calizado sobre dicho eje.
daA’ s iued Ademds, se debe sefialar que si un drea o una linea posee dos ejes
de simetria, su centroide C debe estar localizado en la interseccién de
esos dos ejes (figura 5.6). Esta propiedad permite determinar de inme-
diato el centroide de dreas como circulos, elipses, cuadrados, rectan-
gulos, tridngulos equiléteros u otras figuras simétricas, asi como el cen-
troide de lineas que tienen la forma de la circunferencia de un circulo,
el perimetro de un cuadrado, entre otros.

Figura 5.5

& .

D B 5

a) b)
Figura 5.6

Se dice que un drea A es simétrica con respecto a un centro O si
para cada elemento de drea dA de coordenadas x y y existe un elemen-
to de drea dA’ de igual superficie con coordenadas —x y —y (figura
5.7). Entonces, se concluye que ambas integrales en las ecuaciones (5.5)

. son iguales a cero y que Q, = Qy_= 0. También, a partir de las ecua-
_>| ciones (5.3), se concluye que x =y = 0, esto es, que el centroide del
drea coincide con su centro de simetria O. En forma andloga, si una li-
; ] nea posee un centro de simetria O, el centroide de la linea coincidird
/ con el centro O.
Se debe sefialar que una figura con un centro de simetria no ne-
j cesariamente posee un eje de simetria (figura 5.7) y que una figura con
' / X dos ejes de simetria no necesariamente tiene un centro de simetria (fi-
/ gura 5.6a). Sin embargo, si una figura posee dos ejes de simetria que
/ son perpendiculares entre si, el punto de interseccién de dichos ejes
L o dA’ es un centro de simetrfa (figura 5.6D).
La determinacién de los centroides de dreas asimétricas y de li-
I‘T' neas y dreas que poseen un solo eje de simetria se estudiard en las sec-
ciones 5.6 y 5.7. En las figuras 5.8A y 5.8B se muestran los centroides

Figura 5.7 de formas comunes de dreas y de lineas.
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5.4. Primeros momentos de areas y lineas 225

Forma X n Area
P ) h bh
Area triangular 5 5
Un cuarto de drea 4r 4r ar?
circular 3T 3 4
Area semicircular 0 4r mr
37 2
Un cuarto de drea 4a 4b aab
eliptica 3 37 4
Area 4b mab
e 0 b mab
semieliptica 3 2
Area 3a 3h 2ah
semiparabdlica S 5 3
Area parabdlica 0 3h 4ah
5 3
Enjuta parabdlica 3a 3h ah
4 10 3
n+1 n+1 ah
i h
Enjuta general P yw p—]
Sector circul 2rsena 0 or?
ector circular v

Figura 5.8A Centroides de areas comunes.
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226 Fuerzas distribuidas: centroides y centros

de gravedad

Forma x m Longitud
Un cuarto de arco 2r 2r r
circular T T B)
i - 2r
Arco semicircular 0 - r
. rsen o
Arco de circulo v 0 20rr

Figura 5.8B Centroides de formas comunes de lineas.

5.5. PLACAS Y ALAMBRES COMPUESTOS

En muchos casos, una placa plana puede dividirse en rectiangulos, tridn-
gulos u otras de las formas comunes mostradas en la figura 5.8A. La
abscisa X de su centro de gravedad G puede determinarse a partir de
las abscisas xy, Xa, . . ., x,, de los centros de gravedad de las diferentes
partes que constituyen la placa, expresando que el momento del peso
de toda la placa con respecto al eje y es igual a la suma de los mo-
mentos de los pesos de las diferentes partes con respecto a ese mismo
eje (figura 5.9). La ordenada Y del centro de gravedad de la placa se
encuentra de una forma similar, igualando momentos con respecto al
eje x. Asi, se escribe

SM,: X(Wy+ Wo+ -+ W,) =W, +5LWs + - - - +X,W,
M, Y<W1+W2+"'+Wn>=y1W1+y2W2+"‘+§an

2
2

Y
W j—

X

IM,: XIW=XxW
M, YIW=ZyW
Figura 5.9 Centro de gravedad de una placa compuesta.
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o en forma condensada,
XSW =3xW  YIW=3ZyWw (5.7)

Estas ecuaciones se pueden resolver para las coordenadas X y Y del
centro de gravedad de la placa.

Aq Cse

—_ A,

X (0] X

Q,= XZA=ZTA
Q.= YZA=ZyA
Figura 5.10 Centroide de un area compuesta.

Si la placa es homogénea y de espesor uniforme, el centro de gra-
vedad coincide con el centroide C de su drea. La abscisa X del centroi-
de del drea puede determinarse observando que el primer momento
Q, del drea compuesta con respecto al eje yy puede expresarse como el
producto de X con el drea total y como la suma de los primeros mo-
mentos de las dreas elementales con respecto al eje y (figura 5.10). La
ordenada Y del centroide se encuentra de forma similar, considerando
el primer momento Q, del drea compuesta. Asi, se tiene

Qy=X(A; +As+ - +A,) =TA + A + - T 1A,
Q\:YA1+A2+ .'+An>:ylAl+!72A2+.”+gnA

o en forma condensada,

Q,=X3A=3%A Q,=YSA=3yA (5.8)

Estas ecuaciones proporcionan los primeros momentos del drea com-
puesta o pueden utilizarse para obtener las coordenadas X y Y de su
centroide.

Se debe tener cuidado de asignarle el signo apropiado al momen-
to de cada drea. Los primeros momentos de dreas, al igual que los mo-
mentos de las fuerzas, pueden ser positivos o negativos. Por ejemplo,
un drea cuyo centroide estd localizado a la izquierda del eje y tendra
un primer momento negativo con respecto a dicho eje. Ademds al drea
de un agujero se le debe asignar un signo negativo (figura 5.11).

De manera similar, en muchos casos es posible determlnar el cen-
tro de gravedad de un alambre compuesto o el centroide de una linea
compuesta dividiendo al alambre o a la linea en elementos mds sim-
ples (véase problema resuelto 5.2).

5.5. Placas y alambres compuestos 227

circular

X |A|XA
A, Semicirculo |- -
A, Rectangulo | + +
completo
Az Agujero + -

Figura 5.11
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120 mm

60 mm
40 mm

e

PROBLEMA RESUELTO 5.1

Para el drea plana mostrada en la figura, determine: ) los primeros mo-
mentos con respecto a los ejes x y y, y b) la ubicacién de su centroide.

80 mm
!
60 mm x
3
SOLUCION
Componentes del area. El drea se obtiene con la suma de un rec-
tingulo, un tridngulo y un semicirculo y después se resta un circulo. Uti-
lizando los ejes coordenados mostrados, se determinan el drea y las coorde-
nadas del centroide para cada una de las dreas componentes y luego se
introducen en la tabla que aparece en la parte inferior. El drea del circulo
se indica como negativa puesto que debe restarse de las demds dreas. Nétese
que la coordenada y del centroide del tridngulo es negativa para los ejes
mostrados. Los primeros momentos de las dreas componentes con respecto
a los ejes coordenados se calculan y se introducen en la tabla.
Yy Y Yy Yy Y
120 mm 47’1: 2546mm | _ 60
r; = 60 mm 60 mm 3 ! ry =40 mm
rg =40 mm + + —e -
40 mm T ] p
0 mm . fZ 80 mm 105.46 mm 80 mm
| L0 1 ; |
A x x i x x
mm
+— ~90 mm 60 mm 60 mm
Componente | A, mm? X, mm y, mm XA, mm?® YA, mm?3
Rectingulo | (120)(80) = 9.6 X 10° 60 40 +576 X 10° +384 < 10°
Trigngulo | $(120)(60) = 3.6 X 10° 40 —20 +144 % 10° —72 X 10°
Semicirculo $m(60)* = 5.655 X 10° 60 105.46 +339.3 X 10° +596.4 X 10°
Circulo —m(40)? = —5.027 X 10? 60 80 —301.6 X 10° —402.2 X 10°
A = 13.828 X 10° SYA = +757.7 X 10° | 2yA = +506.2 X 10°

Yy

228

a) Primeros momentos del drea.

b) Ubicacién del centroide.

Q. = ZyA = 506.2 X 10° mm”®
Q, = =XA = 757.7 X 10° mm®

Con las ecuaciones (5.8), se escribe

Q. =506 X 10° mm®> <
Q, =758 X 10° mm® <

Si se sustituyen los valores dados en la

tabla, dentro de las ecuaciones que definen el centroide de un drea com-
puesta se obtiene

XZA =3¥A:  X(13.828 X 10> mm?) = 757.7 X 10> mm>

X=548mm <
YSA =3yA:  Y(13.828 X 10° mm?) = 506.2 X 10> mm®

Y =366 mm <
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PROBLEMA RESUELTO 5.2

La figura mostrada estd hecha a partir de un pedazo de alambre delgado y
homogéneo. Determine la ubicacién de su centro de gravedad.

SOLUCION

Como la figura estd hecha de un alambre homogéneo, su centro de grave-
dad coincide con el centroide de la linea correspondiente. Por tanto, se de-
terminard dicho centroide. Si se seleccionan los ejes mostrados, con origen
en A, se determinan las coordenadas del centroide de cada segmento de li-
nea y se calculan los primeros momentos con respecto a los ejes coordena-

dos.

10 in.
J—A " Segmento | L, in. X, in. y,in. XL, in? YL, in?
AB 24 12 0 288 0
BC 26 12 5 312 130
CA 10 0 5 0 50
>L =60 >xL = 600 EyL = 180

Con la sustitucién de los valores obtenidos en la tabla, en las ecuaciones que
definen el centroide de una linea compuesta, se obtiene
XSL =3xL:  X(60 in.) = 600 in> X=10in. <

YSL =3yL:  Y(60in.) = 180 in® Y= 3in. 4
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PROBLEMA RESUELTO 5.3

Una barra semicircular uniforme de peso W'y radio r estd unida a un perno
en Ay descansa contra una superficie sin friccién en B. Determine las reac-
ciones en Ay B.

SOLUCION

Diagrama de cuerpo libre. Se dibuja un diagrama de cuerpo libre
de la barra. Las fuerzas que acttan sobre la barra son su peso W, el cual estd
aplicado en el centro de gravedad G (cuya posicién se obtiene a partir de la
figura 5.8B); una reaccién en A, representada por sus componentes A,y A,
y una reaccion horizontal en B.

Ecuaciones de equilibrio

2r
+YZEM, = 0: B(2r)—W<_)=0

w w
B=+ — B=—— 4
T T
5H3F, = 0: A, +B=0
\1% W
A,=—-B=—-——" A, = —<«
T T
+1SF,=0: A, —W=0 A, =W
Sumando las dos componentes de la reaccion en A:
W\271/2 1 \1/2
A=[W2+(—)] A=W<1+—2> <
T T
__w _ o
tana—W/ﬂ_—ﬂ a=tan ‘7 4

Las respuestas también pueden expresarse como sigue:

A = 1.049W =n72.3° B =0318W — <«
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RESOLUCION DE PROBLEMAS

EN FORMA INDEPENDIENTE

En esta leccién se desarrollaron las ecuaciones generales para localizar los centros de
gravedad de cuerpos bidimensionales y alambres [ecuaciones (5.2)] y los centroides de
dreas planas [ecuaciones (5.3)] y de lineas [ecuaciones (5.4)]. En los problemas que se
presentan a continuacion, se deberdn localizar los centroides de dreas compuestas y li-
neas o tendrdn que determinarse los primeros momentos del drea de placas compues-
tas [ecuaciones (5.8)].

1. Localizacion de centroides de dreas compuestas y lineas. Los problemas re-
sueltos 5.1 y 5.2 ilustran el procedimiento que debe seguirse al resolver problemas de
este tipo. Sin embargo, hay ciertos puntos que se deben enfatizar.

a) El primer paso en la solucién debe ser decidir c6mo construir el drea o la linea
dada, a partir de las formas comunes de la figura 5.8. Se debe reconocer que, en el ca-
so de dreas planas, una forma en particular se puede construir de varias maneras. Ade-
mds, mostrar las diferentes componentes (como se hace en el problema resuelto 5.1)
ayudard a establecer correctamente sus centroides y sus dreas o longitudes. No debe
olvidarse que, para obtener la forma deseada, es posible restar o sumar dreas.

b) Se recomienda que para cada problema se construya una tabla que contenga las
dreas o las longitudes y las coordenadas respectivas de sus centroides. Es esencial re-
cordar que las dreas que son “removidas” (por ejemplo los agujeros) se toman como ne-
gativas. Ademds se debe incluir el signo de las coordenadas negativas. Por tanto, siem-
pre debe observarse la ubicacién del origen de los ejes coordenados.

¢) Cuando sea posible, se deben utilizar consideraciones de simetria [seccién 5.4]
para determinar con mayor facilidad la ubicacién de un centroide.

d) En las férmulas de la figura 5.8 para el sector circular y para el arco del circulo,
el dngulo siempre debe ser expresado en radianes.

2. Cdlculo de los primeros momentos de un drea. Los procedimientos para ubi-
car el centroide de un drea y para determinar los primeros momentos de un drea son
similares; sin embargo, para calcular estos tdltimos no es necesario determinar el drea
total. Ademds, como se sefial6 en la seccién 5.4, se debe reconocer que el primer mo-
mento de un drea con respecto a un eje centroidal es igual a cero.

3. Resolucion de problemas que involucran al centro de gravedad. En los pro-
blemas que se presentan a continuacién se considera que los cuerpos son homogéneos;
por tanto, sus centros de gravedad coinciden con sus centroides. Ademds, cuando un
cuerpo que estd suspendido de un solo perno estd en equilibrio, el perno y el centro
de gravedad del cuerpo deben estar localizados sobre la misma linea vertical.

Pudiera parecer que muchos de los problemas en esta leccién tienen poco que ver con
el estudio de la mecdnica. Sin embargo, ser capaz de localizar el centroide de formas
compuestas serd esencial en varios tépicos que se estudiardn mds adelante.
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Problemas

5.1a5.9 Localice el centroide del drea plana que se muestra en cada
y figura.

30 mm —»I |<— y
ey 20 mm | 30 mm
I
T y
300 mm 36 mm <12 in.—>I<— 21 in. —-I
30 mm ‘ _T
(o o nm 15 in.
s : |
240 mm x x
Figura P5.1 Figura P5.2 Figura P5.3
y y
6in. _>| 6in. _)I 6 in. 8 in. i

U

3% T \ : 120 mm i

6 in. .

L L redin ooy

Figura P5.4 Figura P5.5 Figura P5.6

Y
y - v
20 in.
} 30 in.
16 in.
L o 60 mm
l‘_’| X
20 in. L— 30 in. —>| X
Figura P5.7 Figura P5.8 Figura P5.9
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5.10 a 5.15 Localice el centroide del drea plana que se muestra en Problemas 233
cada figura.

Y
47 mm 47 mm y
Semielipse T 1 y
26 mm
! T Pardbola
50 mm| Vértice
70 mm
‘ 15 mm
x ! 80 mm | *
Figura P5.10 Figura P5.11 Figura P5.12
Y
Vértice
Yy _
y Pardbola
60 mm
60 mm

|<— 30 mm—*l ' |<— 20 in. —> ) __|<_75 mm—>| *

Figura P5.13 Figura P5.14 Figura P5.15

5.16 Determine la coordenada y del centroide del drea sombreada en
términos de ry, ra y o

—_— T Ty g
af — N — (L b
X ~_ 1
Figura P5.16 y P5.17 y=hkx
o X
5.17 Demuestre que si r; tiende a rs, la localizacién de su centroide Figura P5.18

tiende a ser igual al centroide de un arco circular de radio (ry + r2)/2.
5.18 Para el drea mostrada, determine la relacién a/b tal que x = y
5.19 Para el drea semianular del problema 5.11, determine la relacién

rofry tal que y = 3ri/4.
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Fuerzas distribuidas: centroides y centros

de gravedad

5.20 Una viga compuesta se construye empernando cuatro placas a
cuatro dngulos de 60 X 60 X 12 mm, como se muestra en la figura. Los per-
nos estdn igualmente espaciados a lo largo de la viga, la cual sostiene una
carga vertical. Como se demuestra en la mecénica de materiales, las fuerzas
cortantes ejercidas sobre los pernos en A y B son proporcionales a los pri-
meros momentos respecto del eje centroidal x de las dreas sombreadas de
rojo que se muestran, respectivamente, en las partes a y b de la figura. Si se
sabe que la fuerza ejercida sobre el perno en A es de 280 N, determine la
fuerza ejercida sobre el perno en B.

300 mm—>| 12 mm
)

P |

e
60 mm_j_ L ‘
12 mm —>| -

1

%S
'¥9)

450 mm

L

12 mm

Figura P5.20

5.21y 5.22 El eje horizontal x se traza a través del centroide C y di-
vide al drea mostrada en dos dreas componentes A; y As. Determine el pri-

Y
7.51n. Ay
A x
45in. = 4.5in.
Figura P5.21

mer momento de cada drea componente respecto del eje x, y explique los
resultados obtenidos.

Y
1.50 in.
~— |[=0.75in.
—>| |<—1450 in.
2.00 in. Ay
C
4.00 in. x
1.50 in A,
2.00 in.
0.75in. ' "2.00 in.
Figura P5.22
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5.23 El primer momento respecto del eje x del drea sombreada que
se muestra en la figura se representa con Q,. a) Exprese Q, en términos de
b, ¢ y la distancia y desde la base del drea sombreada hasta el eje x. b) De-
termine el valor de y para el cual Q, es méximo y encuentre dicho valor ma-
ximo.

1
Y
!

M-

Figura P5.23

5.24 a 5.27 Un alambre delgado y homogéneo se dobla para formar
el perimetro de las figuras que se indican a continuacién. Localice el centro
de gravedad de la figura formada con el alambre.

5.24  Figura P5.1.

5.25 Figura P5.2.

5.26 Figura P5.3.

5.27 Figura P5.7.

5.28 Una barra circular uniforme con 8 Ib de peso y 10 in. de radio

se une a un pasador en C y al cable AB. Determine «) la tensién en el ca-
ble, b) la reaccién en C.

/

Figura P5.28

5.29 El elemento ABCDE forma parte de un mévil y se hizo a partir
de una sola pieza de tuberfa de aluminio. Si se sabe que el elemento estd
apoyado en C y que [ = 2 m, determine la distancia d de manera que la por-
cién BCD del elemento permanezca horizontal.

5.30 El elemento ABCDE forma parte de un mévil y se hizo a partir
de una sola pieza de tuberfa de aluminio. Si se sabe que el elemento estd
apoyado en C y que d es igual a 0.50 m, determine la longitud [ del brazo
DE tal que esta porcién del elemento permanezca horizontal.

Problemas

B
e Ao

Figura P5.29 y P5.30

www.geocienciasvirtual.blogspot.com.co

235



236 Fuerzas distribuidas: centroides y centros
de gravedad

C
Figura P5.31

5.31 El alambre homogéneo ABC estd doblado en un arco semicircu-
lar y una seccién recta como se muestra en la figura, ademds se encuentra
unido a una articulacién en A. Determine el valor de 6 tal que el alambre se
encuentre en equilibrio en la posicién indicada.

5.32 Determine la distancia h tal que el centroide del drea sombreada
esté tan lejos como sea posible de la linea BB', cuando @) k = 0.10 y b) k =
0.80.

B ‘ I__ Kb _>| ‘ B’
I b I
Figura P5.32 y P5.33

5.33 Si se sabe que la distancia h se seleccioné para maximizar la dis-
tancia y desde la linea BB hasta el centroide del drea sombreada, demues-
tre que y = 2h/3

5.6. DETERMINACION DE CENTROIDES POR INTEGRACION

El centroide de un drea limitada por curvas analiticas (esto es, curvas
definidas por ecuaciones algebraicas) por lo general se determina eva-
luando las integrales que aparecen en las ecuaciones (5.3) de la sec-
cion 5.3:

va=[xdr  ga=][yda (5.3)

Si el elemento de drea dA es un pequeiio rectangulo de lados dx y dy,
la evaluacién de cada una de estas integrales requiere una integracion
doble con respecto a ry y. También es necesaria una integracién doble
si se usan coordenadas polares para las cuales dA es un elemento de
lados dry r d6.

Sin embargo, en la mayoria de los casos es posible determinar las
coordenadas del centroide de un drea con una sola integracion. Esto
se logra seleccionando a dA como un rectdngulo o tira delgada o como
un sector circular delgado (figura 5.12); el centroide de un rectingulo
delgado estd localizado en su centro y el centroide de un sector del-
gado estd localizado a una distancia de 2r a partir de su vértice (como
en el caso de un tridngulo). Entonces, las coordenadas del centroide
del drea en consideracién se obtienen expresando que el primer mo-
mento del drea total con respecto a cada uno de los ejes coordenados
es igual a la suma (o integral) de los momentos correspondientes de
los elementos del drea. Representando con x,; y y/.; las coordenadas del
centroide del elemento dA, se escribe

Q=7 = [ %,da

(5.9)
Qx=yA=f Yo dA
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5.6. Determinacion de centroides 237
por integracion

x(,l =X

yﬂ[ :'//2

dA =ydx dA=(a—-x)dy
a) b)

Figura 5.12 Centroides y areas de elementos diferenciales.

Si el drea A no se conoce atn, ésta también puede calcularse a partir
de estos elementos.

Las coordenadas x,; y y,; del centroide del elemento del area dA
deben expresarse en términos de las coordenadas de un punto locali-
zado sobre la curva que limita al drea en consideracion. Ademds, el drea
del elemento dA debe expresarse en términos de las coordenadas de
dicho punto y de los diferenciales apropiados. Esto se ha hecho
en la figura 5.12 para tres tipos comunes de elementos; la porcién
de circulo de la parte ¢ debe utilizarse cuando la ecuacién de la curva
que limita al drea esté dada en coordenadas polares. Deben sustituir-
se las expresiones apropiadas en las férmulas (5.9) y debe utilizarse la
ecuacién de la curva que limita al drea para expresar a una de las coor-
denadas en términos de la otra. De esta forma, se reduce a una sola
integracién. Una vez que se ha determinado el drea y han sido evalua-
das las integrales en las ecuaciones (5.9), estas ecuaciones pueden re-
solverse para las coordenadas x y y del centroide del drea.

Cuando una linea estd definida por una ecuacién algebraica, pue-
de determinarse su centroide al evaluar las integrales que aparecen en
las ecuaciones (5.4) de la seccién 5.3:

fL=[xdl L= ydL (5.4)

El diferencial de longitud dL debe reemplazarse por una de las siguien-
te expresiones, dependiendo de cudl coordenada x, y o 6 se seleccio-
ne como la variable independiente en la ecuacién utilizada para defi-
nir la linea (estas expresiones pueden derivarse con el uso del teorema
de Pitdgoras):

2 2
dL = 1+(d—y>dy dL = 1+(ﬂ>dy

dA = % r2de

c)
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238 Fuerzas distribuidas: centroides y centros
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Fotografia 5.2 Todos los tanques de
almacenamiento que se muestran en la fotografia
son cuerpos de revolucion. Por tanto, las areas
de sus superficies y sus volimenes pueden
determinarse con los teoremas de Pappus-
Guldinus.

Después de que se ha utilizado la ecuacion de la linea para expresar
una de las coordenadas en términos de la otra, se puede llevar a cabo
la integracién y se pueden resolver las ecuaciones (5.4) para las coor-
denadas x y y del centroide de la linea.

5.7. TEOREMAS DE PAPPUS-GULDINUS

Estos teoremas fueron formulados primero por el geémetra griego Pap-
pus durante el siglo 111 después de Cristo y fueron replanteados poste-
riormente por el matemadtico suizo Guldinus o Guldin (1577-1643), se
refieren a superficies y cuerpos de revolucion.

Una superficie de revolucion se genera mediante la rotacién de una
curva plana con respecto a un eje fijo. Por ejemplo (figura 5.13), se

B B
AL 94_ N
A C
Esfera Cono Toroide
Figura 5.13

puede obtener la superficie de una esfera rotando un arco semicircu-
lar ABC con respecto al didmetro AC; se puede producir la superficie
de un cono rotando una linea recta AB con respecto a un eje AC y se
puede generar la superficie de un toroide o anillo rotando la circun-
ferencia de un circulo con respecto a un eje que no interseca a dicha
circunferencia. Un cuerpo de revolucion se genera mediante la rotacién
de un drea plana alrededor de un eje fijo. Como se muestra en la figura
5.14, se puede generar una esfera, un cono y un toroide rotando la
forma apropiada con respecto al eje que se indica.

Esfera Cono Toroide
Figura 5.14

TEOREMA |.  El drea de una superficie de revolucion es igual a
la longitud de la curva generatriz multiplicada por la distancia reco-
rrida por el centroide de dicha curva al momento de generar la super-

ficie.

Demostracion. Considérese un elemento dL de la linea L (figura
5.15) que rota alrededor del eje x. El drea dA generada por el elemento
dL es igual a 27y dL. Por tanto, el drea total generada por L es A =
J 27y dL. En la seccién 5.3 se encontré que la integral [ y dL es igual
a yL, por tanto, se tiene

A = 2myL (5.10)
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dA
Figura 5.15

donde 27y es la distancia recorrida por el centroide de L (figura 5.15).
Se debe senalar que la curva generatriz no debe cruzar el eje sobre el
cual rota; si lo hiciera, las dos secciones, una a cada lado del eje, gene-
rarian dreas que tendrian signos opuestos y el teorema no podria apli-
carse.

TEOREMA II.  El volumen de un cuerpo de revolucion es igual al
drea generatriz multiplicada por la distancia recorrida por el centroide

del drea al momento de generar el cuerpo.

Demostracién. Considérese un elemento dA del drea A, el cual se
rota con respecto al eje x (figura 5.16). El volumen dV generado por

dA

dv
Figura 5.16

el elemento dA es igual a 27y dA. Por tanto, el volumen total gener-
ado por A es V = [ 27y dA vy, puesto que la integral [ y dA es igual a
yA (seccién 5.3), se tiene

V = 2wyA (5.11)

donde 27y es la distancia recorrida por el centroide de A. Es impor-
tante sefialar que el teorema no puede aplicarse si el eje de rotacion
interseca al drea generatriz.

Los teoremas de Pappus-Guldinus proporcionan una forma senci-
lla de calcular las dreas de superficies de revolucién y los volimenes
de cuerpos de revolucion. En forma inversa, estos teoremas se emplean
para determinar el centroide de una curva plana cuando el drea de la
superficie generada por la curva es conocida o para determinar el cen-
troide de un drea plana cuando el volumen del cuerpo generado por
el drea es conocido (véase el problema resuelto 5.8).
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dA=(a-x)dy
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X ) yel:y
_ a+x
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a
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PROBLEMA RESUELTO 5.4

Determine por integracién directa la localizacién del centroide de una en-
juta parabdlica.

SOLUCION

Determinacion de la constante k. El valor de k se determina susti-
tuyendox = a y y = b en la ecuacién dada. Se tiene b = ka*> ok = b/a* Por
tanto, la ecuacién de la curva es

b

- =2 = 4,12
y= .27 0 SEAVEL)

Elemento diferencial vertical. Se selecciona el elemento diferen-
cial mostrado y se determina el drea total de la figura.

A=fdA=fydx:f:%x2dx:[%%gT:%
0

El primer momento del elemento diferencial con respecto al eje y es x,; dA;
por tanto, el primer momento de toda el drea con respecto a dicho eje es

_ a (b b x*7« &b
Q,= fxel dA = fxy dx = fo x(a_2x2) dx = [?ZL =1
Como Q, = XA, se tiene que

ab a’b .
X e x=4%a <4

WA= [fida ¥5 =

De la misma forma, el primer momento del elemento diferencial con res-
pecto al eje x es i dA y el primer momento de toda el drea es

R AR (0 S0 U S i (O
Qx_Jyf’f”lA_jzydx_L 2<a2x> d’“‘[zcﬁ 5]0_ 10

Como Q, = yA, se tiene que

yA = f Yo dA y

I
S
o

dl’) — 3
3710 j=ab 4

Elemento diferencial horizontal.  Se pueden obtener los mismos re-
sultados considerando un elemento horizontal. Los primeros momentos del
area son

a+ b g? — 5?2

_ X a
Q!I:jxeldA—j 2 (a—x)dy—J; 2 dy
1@/, a° a’b
=5 [ (=)=

_ a
Qx:fyesz:fW—xMy=fy<a‘blxzy“z)dy

(ot

a _ 3/2 _
H72Y ) ="
Para determinar X y y, las expresiones obtenidas se sustituyen nuevamente
en las ecuaciones que definen el centroide del drea.
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/\, PROBLEMA RESUELTO 5.5

rr, Determine la ubicacién del centroide del arco mostrado.

AN
O
S /a
AN
\\
AN
AN
AN
AN
SOLUCION
) Como el arco es simétrico con respecto al eje x, y = 0. Se selecciona un ele-
mento diferencial, como se muestra en la figura, y se determina la longitud
/\/ =a del arco por integracién.
7/
7/ o 6%
r /s — — — _
do L—de—J’ rd@—rj do = 2ra
/// j/dL = rd@ —a —a
< /// A | El primer momento del arco con respecto al eje y es
O X o ey
|<\+\x=rcos«9——l Q!,=fde=f (r cos 0)(rd0)=1’2f cos 6 db
N —a —a
\\\ = r’[sen 0]%, = 2r° sen a
AN —
\ A Como Q, = xL, se escribe
=—a
X(2ra) = 2 sen @ F=nt
a

PROBLEMA RESUELTO 5.6

Determine el drea de la superficie de revoluciéon mostrada en la figura, la
cual se obtiene rotando un cuarto de arco circular con respecto a un eje ver-

tical.
SOLUCION
y o De acuerdo con el teorema I de Pappus-Guldinus, el drea generada es igual
? e al producto de la longitud del arco y la distancia recorrida por su centroide.
’ Refiriéndose a la figura 5.8B, se tiene que
oC I=2r—g=2r(l——)
—ar—] A = 2mxL = 2 [2r<1 - L)KK
T 2

A=2m2(mr—1 <
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PROBLEMA RESUELTO 5.7

El didmetro exterior de una polea es 0.8 m y la seccién transversal de su co-
rona es como se muestra en la figura. Se sabe que la polea estd hecha de ace-
ro y que la densidad de dicho material es p = 7.85 X 10° kg/m®, determine
la masa y el peso de la corona.

SOLUCION

El volumen de la corona se puede encontrar con el teorema II de Pappus-
Guldinus, el cual establece que el volumen es igual al producto del drea de
la seccién transversal dada por la distancia recorrida por su centroide en una
revolucién completa. Sin embargo, el volumen se puede determinar més f4-
cilmente si se observa que la seccién transversal se puede transformar a par-
tir del rectngulo I, cuya drea es positiva y del rectdangulo II, cuya drea es ne-
gativa.

) B Distancia viajada
Area, mm?| ¥, mm | por C, mm Volumen, mm?

+5000 |375 27 (375) = 2356 | (5 000)(2 356) = 11.78 X 10°
II{ —1800 |365 27(365) = 2293 | (—1800)(2 293) = —4.13 X 10°

Volumen de la corona = 7.65 X 10°

L

Como 1 mm = 102 m, se tiene que 1 mm® = (102 m)> =107 m? y se
obtiene V = 7.65 X 10° mm® = (7.65 X 10°)(107% m?®) = 7.65 X 107° m®.

m = pV = (7.85 X 10? kg/mg)(7.65 X 1073 m?) m=600kg <
W = mg = (60.0 kg)(9.81 m/s*) =589 kg - m/s> W =589 N <

PROBLEMA RESUELTO 5.8

Con los teoremas de Pappus-Guldinus, determine: a) el centroide de un drea

semicircular y b) el centroide de un arco semicircular. Se debe recordar que
, . . 4 K

el volumen vy el drea superficial de una esfera son, respectivamente, Lo y

4,

SOLUCION

El volumen de una esfera es igual al producto del drea de un semicirculo y
la distancia recorrida por el centroide del semicirculo en una revolucién
alrededor del eje x.
_ _ _ 4r
V =2myA 2 = 2arip(37mr®) y=—
: 3
De la misma forma, el area superficial de una esfera es igual al producto de
la longitud del semicirculo generatriz por la distancia recorrida por su cen-
troide en una revolucion.

_ _ _  2r
A = 2myL 47r® = 2ary(7rr) y =

<

w
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SOLUCION DE PROBLEMAS

EN FORMA INDEPENDIENTE

En los problemas propuestos correspondientes a esta leccion se usardn las ecuaciones

TA=[xda  gA=[yda (5.3)

iL=[xdl  GL=[ydL (5.4)

para localizar, respectivamente, los centroides de dreas y lineas planas. Ademds, se apli-
cardn los teoremas de Pappus-Guldinus (seccién 5.7) para determinar las dreas de su-
perficie de revolucion y los voltimenes de cuerpos de revolucién.

1. Determinacion de los centroides de dreas y lineas por integracion directa.
Cuando se resuelven problemas de este tipo, se debe seguir el método de solucién mos-
trado en los problemas resueltos 5.4 y 5.5: calcular A o L, determinar los primeros mo-
mentos del drea o de la linea y resolver las ecuaciones (5.3) o (5.4) para las coordena-
das del centroide. Ademds, se debe poner atencién especial en los siguientes puntos.

a) La solucién se inicia con la definicién o determinacién cuidadosa de cada tér-
mino en las integrales de las férmulas aplicables. Es bastante recomendable mostrar en
el esquema del drea o de la linea dada la eleccién que se ha hecho para dA o para dL
y las distancias a su centroide.

b) Como se explic6 en la seccién 5.6, la x y la y en las ecuaciones anteriores re-
presentan las coordenadas del centroide de los elementos diferenciales dA y dL. Es im-
portante reconocer que las coordenadas del centroide de dA no son iguales a las coor-
denadas de un punto localizado sobre la curva que limita al drea en consideracién. Se
debe estudiar con detalle la figura 5.12 hasta que se comprenda en forma cabal este
punto que es tan importante.

¢) Para tratar de simplificar o minimizar los célculos, siempre se debe examinar la
forma del drea o de la linea dada antes de definir el elemento diferencial que se utili-
zard. Por ejemplo, algunas veces es preferible utilizar elementos rectangulares que sean
horizontales en lugar de verticales. Por lo general es mejor emplear coordenadas pola-
res cuando una linea o un 4rea tienen simetria circular.

d) A pesar de que la mayoria de las integraciones en esta leccién son sencillas, en
algunas ocasiones es posible que se tengan que utilizar técnicas més avanzadas como la
sustitucién trigonométrica o la integracién por partes. Por supuesto, emplear una tabla
de integrales es el método més rapido para evaluar integrales dificiles.

2. Aplicacion de los teoremas de Pappus-Guldinus. Como se mostré en los pro-
blemas resueltos 5.6 al 5.8, estos teoremas, que son simples pero muy dtiles, permiten
aplicar el conocimiento sobre centroides para el célculo de dreas y volimenes. A pesar
de que los teoremas hacen referencia a la distancia recorrida por el centroide y a la
longitud de la curva generatriz o del drea generatriz, las ecuaciones resultantes [ecua-
ciones (5.10) y (5.11)] contienen los productos de estas cantidades, los cuales son sim-
plemente los primeros momentos de una linea (yL) y de un drea (yA), respectivamen-
te. Por tanto, para aquellos problemas en los cuales la linea o el drea generatriz consista
de més de una forma comun, s6lo se necesita determinar yL o yA; de esta manera, no
se tiene que calcular la longitud de la curva generatriz o el drea generatriz.
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Problemas

5.34 a 5.36 Determine por integracién directa el centroide del drea
mostrada en las figuras. Exprese la respuesta en términos de a y h.

Yy
y y
Yy ﬁn\"\ ! _
h h
y=kx? AN
y= ka
X X
Figura P5.34 Figura P5.35 Figura P5.36

5.37 a 5.39 Determine por integracién directa el centroide del drea
mostrada en cada figura.

Y
Y -
’ :
2
14
! |
@ |1 «
o 2
1 —+—
X —_ _x a
Figura P5.37 Figura P5.38 Figura P5.39

5.40 y 5.41 Determine por integracién directa el centroide del drea
mostrada en las figuras. Exprese la respuesta en términos de a y b.

T y=k(x—a)?
/

b

Figura P5.40 Figura P5.41
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5.42 Determine por integracion directa el centroide del drea mostrada
en la figura.

5.43y 5.44 Determine por integracién directa el centroide del drea
mostrada en las figuras. Exprese la respuesta en términos de a y b.

y y
x=ky? —f
_é Y= kx2 b
2 =—|
b
Bt b
e — ——— |~ g —>| * | | | L X
2 2 | a { a |
Figura P5.43 Figura P5.44

5.45 y 5.46  Un alambre homogéneo se dobla en la forma mostrada.
Determine por integracion directa la coordenada x de su centroide.

r\ ‘\45"

X
~—da

Figura P5.45 Figura P5.46

*5.47 Un alambre homogéneo se dobla en la forma mostrada. Deter-
mine por integracién directa la coordenada x de su centroide. Exprese la res-
puesta en términos de a.

*5.48 y *5.49 Determine por integracién directa el centroide del drea
mostrada en las figuras.

\
v R
X
2 2
Figura P5.48

Problemas

Figura P5.42

<—a—>|

e

Figura P5.47

r=aef

245

Figura P5.49
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Figura P5.50 y P5.51

Yy A’

|<—:—>

I«—a—»«—a—»l«—a—»A *

Figura P5.55

—in.
4

Figura P5.58

5.50 Determine el centroide del drea mostrada en la figura cuando
a = 2in.
5.51 Determine el valor de a para el que la relacién x/ y es igual a 9.
5.52 Determine el volumen y el drea de la superficie del sélido que
se obtiene al rotar el drea del problema 5.1 alrededor de a) la linea x = 240

mm y b) el eje y.

5.53 Determine el volumen y el drea de la superficie del sélido que
se obtiene al rotar el drea del problema 5.2 alrededor de a) la linea y = 60

mm y b) el eje y.

5.54 Determine el volumen y el drea de la superficie del sélido que
se obtiene al rotar el drea del problema 5.8 alrededor de «) el eje x y b) el

eje y.

5.55 Determine el volumen del sélido que se genera al rotar el drea
parabdlica mostrada en la figura alrededor de a) el eje x, b) el eje AA’.

5.56 SiR =10 mmy L = 30 mm, determine el volumen y el drea de
la superficie del eslabén de cadena que se muestra en la figura, el cual estd
hecho de una barra de 6 mm de didmetro.

Figura P5.56

5.57 Verifique que las expresiones para los volimenes de los prime-
ros cuatro perfiles en la figura 5.21 son correctas.

. 3. .. .
5.58 Un agujero de 7 in. de didmetro se taladra en una pieza de acero
de 1 in. de espesor, y después se avellana como se muestra en la figura. De-
termine el volumen de acero removido durante el proceso de avellanado.

5.59 Determine la capacidad en litros de la ponchera que se muestra
en la figura si R = 250 mm.

\_J

i

-

Figura P5.59
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5.60 Tres perfiles diferentes de bandas motrices se someten a un es-
tudio. Si en cualquier momento cada una de las bandas hace contacto con la
mitad de la circunferencia de su polea, determine el drea de contacto entre
la banda y la polea para cada disefio.

(400?—70 625 in. o 40°
A

a) b) c)
Figura P5.60

5.61 El reflector de aluminio de una pequefa ldmpara de alta inten-
sidad tiene un espesor uniforme de 1 mm. Si se sabe que la densidad del
aluminio es de 2 800 kg/ms, determine la masa del reflector.

T T

56 mm 32mm 26 mm -——— 66 mm

+ B L

32 mm [I 28 mmI
8 mm

Figura P5.61

5.62 El escudete (que es una placa decorativa colocada sobre la parte
de la tuberfa que sale de una pared) estd moldeado en latén como se mues-
tra en la figura. Si se sabe que la densidad del lat6n es de 8 470 kg/ms, de-
termine el peso del escudete.

5.63 Un fabricante planea producir 20 000 clavijas de madera que tie-
nen la forma mostrada en la figura. Determine cudntos galones de pintura
debe comprar, si se sabe que cada clavija recibird dos manos de pintura y
que un galén de pintura cubre 100 2.

5.64 La clavija de madera que se muestra en la figura se tornea a par-
tir de una pieza con 1 in. de didmetro y 4 in. de longitud. Determine el por-
centaje del volumen de la pieza inicial que se convierte en desperdicio.

*5.65 El reflector de una luz montada en la pared se forma a partir
de una hoja delgada de plastico traslicido. Determine el drea de la superfi-
cie exterior del reflector, si se sabe que tiene la seccién transversal parabé-
lica que se muestra en la figura.

Problemas 247
75 mm
26°
26°
Figura P5.62
r=0.1875 in.
0.50 in.
\ SN
LT ) .
0.625 in J_D r = 0.875 in. 1.00 in.
[
| I
| 3.00 in.
0.50 in.
Figura P5.63 y P5.64
Yy
100 mm
250 mm
X
y = kx?

Figura P5.65
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w
dW
dW =dA
|
o !B«
A dx _'I |l <R
| X |
| r |
a)
w
w
W=A
= |5 c
|
OA- P a8 *
| . |
b)
Figura 5.17

Fotografia 5.3 Los techos de las construcciones
que se muestran en la fotografia pueden ser
capaces de soportar no sélo el peso de la nieve,
sino también las cargas distribuidas no simétricas
causadas por el amontonamiento de la nieve.

*5.8. CARGAS DISTRIBUIDAS EN VIGAS

El concepto del centroide de un édrea puede utilizarse para resolver
otros problemas distintos a los relacionados con los pesos de placas pla-
nas. Por ejemplo, considérese una viga que soporta una carga distri-
buida; esta carga puede estar constituida por el peso de los materiales
soportados directa o indirectamente por la viga o puede ser ocasiona-
da por el viento o por una presion hidrostdtica. La carga distribuida
puede representarse al graficar la carga w soportada por unidad de lon-
gitud (figura 5.17); esta carga estd expresada en N/m o en Ib/ft. La mag-
nitud de la fuerza ejercida sobre un elemento de viga de longitud dx
es dW = w dx, y la carga total soportada por la viga es

L
W= | wdx
0

Se observa que el producto w dx es igual en magnitud al elemento de
drea dA mostrado en la figura 5.17a. Por tanto, la carga W es igual en
magnitud al drea total A bajo la curva de carga:

WZJdAZA

Ahora se procede a determinar dénde debe aplicarse, sobre la vi-
ga, una sola carga concentrada W, de la misma magnitud W que la car-
ga distribuida total, si se deben producir las mismas reacciones en los
apoyos (figura 5.17b). Sin embargo, debe aclararse que esta carga con-
centrada W, la cual representa la resultante de la carga distribuida da-
da, es equivalente a esta tltima sélo cuando se considera el diagrama
de cuerpo libre de toda la viga. El punto de aplicacién P de la carga
concentrada equivalente W se obtiene expresando que el momento de
W con respecto a un punto O es igual a la suma de los momentos de
las cargas elementales W con respecto a O:

(OP)W =[x dw

0, como dW =w dx = dAy W = A,

L
(OP)A = f x dA (5.12)

0

Puesto que la integral representa el primer momento con respecto al
eje w del drea bajo la curva de carga, ésta puede ser reemplazada por
el producto xA. Por tanto, se tiene que OP = x, donde x es la distan-
cia desde el eje w hasta el centroide C del drea A (nétese que dicho
centroide no es el centroide de la viga).

En este sentido, una carga distribuida que actia sobre una viga
puede reemplazarse por una carga concentrada, la magnitud de dicha
carga es igual al drea bajo la curva de carga y su linea de accion pasa
a través del centroide de dicha drea. Sin embargo, se debe sefialar que
la carga concentrada es equivalente a la carga distribuida dada s6lo en
lo que respecta a las fuerzas externas. Esta carga concentrada puede
utilizarse para determinar reacciones pero no debe ser empleada para
calcular fuerzas internas y deflexiones.
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*5.9. FUERZAS SOBRE SUPERFICIES SUMERGIDAS

El procedimiento usado en la seccién anterior puede emplearse para
determinar la resultante de las fuerzas de presion hidrostatica ejerci-
das sobre una superficie rectangular sumergida en un liquido. Consi-
dérese la placa rectangular mostrada en la figura 5.18, la cual tiene una
longitud L y un ancho b, donde b se mide perpendicular al plano de
la figura. Como se sefialé en la seccién 5.8, la carga ejercida sobre un
elemento de la placa de longitud dx es w dx, donde w es la carga por
unidad de longitud. Sin embargo, esta carga también puede expresar-
se como p dA = pb dx, donde p es la presién manométrica en el liqui-
do' y b es el ancho de la placa; por tanto, w = bp. Como la presién
manométrica en un liquido es p = yh, donde vy es el peso especifico
del liquido y / es la distancia vertical a partir de la superficie libre, se
concluye que

w =bp =byh (5.13)

lo cual demuestra que la carga por unidad de longitud w es propor-
cional a h y, por tanto, varfa linealmente con x.

De acuerdo con los resultados de la seccién 5.8, se observa que la
resultante R de las fuerzas hidrostiticas ejercidas sobre un lado de
la placa es igual en magnitud al drea trapezoidal bajo la curva de cargay
su linea de accién pasa a través del centroide C de dicha drea. El punto
P de la placa donde se aplica R se conoce como el centro de presién.'

A continuacién se consideran las fuerzas ejercidas por un liquido
sobre una superficie curva de ancho constante (figura 5.194). Como la
determinacién por integracion directa de la resultante R de dichas fuer-
zas podria no ser ficil, se considera el cuerpo libre obtenido por la se-
paracién del volumen de liquido ABD el cual estd limitado por la su-
perficie curva AB y por las dos superficies planas AD y DB como se
muestra en la figura 5.19b. Las fuerzas que actdan sobre el cuerpo li-
bre ABD son el peso W del volumen de liquido separado, la resultan-
te R; de las fuerzas ejercidas sobre AD, la resultante Ry de las fuerzas
ejercidas sobre BD vy la resultante —R de las fuerzas ejercidas por la
superficie curva sobre el liquido. La resultante —R es igual y opuesta
y tiene la misma linea de accién que la resultante R de las fuerzas ejer-
cidas por el liquido sobre la superficie curva. Las fuerzas W, Ry y Ry
se pueden determinar mediante los métodos convencionales; una vez
que se han encontrado estos valores, la fuerza —R se obtiene al resol-
ver las ecuaciones de equilibrio para el cuerpo libre de la figura 5.195.
Entonces la resultante R de las fuerzas hidrostéticas ejercidas sobre la
superficie curva se obtienen invirtiendo el sentido de —R.

Los métodos presentados en esta secciéon pueden emplearse para
determinar la resultante de las fuerzas hidrostéticas ejercidas sobre las
superficies de presas y de compuertas rectangulares y dlabes. Las re-
sultantes de las fuerzas que actdan sobre superficies sumergidas de an-
cho variable se determinardn en el capitulo 9.

"La presién p, la cual representa una carga por unidad de 4rea, se expresa en N/m? o
en Ib/ft%. La unidad derivada del SI N/m? recibe el nombre de pascal (Pa).

tObserve que el drea bajo la curva de carga es igual a wpL., donde wy es la carga por unidad
de longitud en el centro E de la placa y de acuerdo con la ecuacion (5.13), se puede escribir
R = wgL = (bpp)L = pp(bL) = prA

donde A representa el drea de la placa. Por tanto, se puede obtener la magnitud de R si
se multiplica el drea de la placa por la presién en su centro E. Sin embargo, la resultante
R debe ser aplicada en P, no en E.

5.9. Fuerzas sobre superficies sumergidas 249

Figura 5.18

Figura 5.19
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wp =4 500 N/m

A B
L=6m
4.5 kN/m
1.5 kN/m
x
6 m
I8N
X=35m
\ /
p |
A b A B
A5KN 13.5 kN
-
- |
—— |
e I
———__ B,
A .
A
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PROBLEMA RESUELTO 5.9

Una viga soporta una carga distribuida como lo muestra la figura; ) deter-
mine la carga concentrada equivalente y b) determine las reacciones en los
apoyos.

SOLUCION

a) Carga concentrada equivalente. La magnitud de la resultante de
la carga es igual al drea bajo la curva de carga y la linea de accién de la re-
sultante pasa a través del centroide de dicha drea. Se divide el drea bajo la
curva de carga en dos tridngulos y se construye la tabla que se presenta a
continuacién. Para simplificar los célculos y la tabulacién, las cargas por
unidad de longitud dadas se han convertido a kN/m.

Componente A, kN X, m XA, kN - m
Tridngulo I 4.5 2 9
Tridgngulo 11 13.5 4 54
>A=18.0 XA = 63

Por tanto, XZA = 3XA:  X(I8kN)=63kN-m X=35m

La carga concentrada equivalente es
W=1SkN| <
y su linea de accién estd localizada a una distancia
X=35maladerechade A <«

b) Reacciones. La reaccion en A es vertical y se representa con A; la
reaccién en B estd representada por sus componentes B, y B,. Como se
muestra en la figura, la carga dada se puede considerar como la suma de dos
cargas triangulares. La resultante de cada carga triangular es igual al drea del
tridangulo y acttia en su centroide. Se escriben las siguientes ecuaciones de
equilibrio para el cuerpo libre mostrado:

53F, = 0; B,=0 4
+Y3M, = 0:  —(45kN)(2 m) — (135 kN)(4 m) + B,(6 m) = 0

B, = 105kN 1 <
+Y3Mp=0:  +(45kN)4 m) + (135 kN)(2 m) — A(6 m) = 0

A=T5kN] <

Solucién alternativa. La carga distribuida dada se puede reemplazar
por su resultante, la cual se determiné en la parte a. Las reacciones pueden
determinarse con las ecuaciones de equilibrio 2F, = 0,ZM, = 0y ZMp = 0.
De nuevo se obtiene

B,=0 B,=105kN7 A=75kN| <
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<—9ft—>|<5—ﬂ>I<—10 ft —] PROBLEMA RESUELTO 5.10
c

La seccion transversal de una presa de concreto es como se muestra en la
figura. Considere una seccién de la presa de 1 ft de espesor y determine:
a) la resultante de las fuerzas de reaccién ejercidas por el suelo sobre la base

29 ft AB de la presa y b) la resultante de las fuerzas de presion ejercidas por
18 fi el agua sobre la cara BC de la presa. Los pesos es?ecfficos del concreto y del
‘ agua son, respectivamente, 150 b/t y 62.4 1b/ft".
A

SOLUCION

a) Reaccion del suelo.  Se selecciona como cuerpo libre la seccién
de 1 ft de espesor AEFCDB de la presa y el agua. Las fuerzas de reaccién
ejercidas por el suelo sobre la base AB estin representadas por un sistema
equivalente fuerza-par en A. Otras fuerzas que actian sobre el cuerpo libre
son el peso de la presa, representado con los pesos de sus componentes Wi,
Wy v Ws; el peso del agua W, y la resultante P de las fuerzas de presion
ejercidas sobre la seccion BD por el agua que se encuentra a la derecha de
dicha seccion. Asf se tiene

W, = (9 f)(22 ft)(1 ft)(150 Ib/ft) = 14 850 Ib
(

W, = (5 ft)(22 ft)(1 ft)(150 Ib/ft®) = 16 500 1b
W; = é(lo ft)(18 fO)(1 £t)(150 Ib/ft®) = 9 000 Ib
(ffwug f6241b/63) Wa= %(10 ft)(18 ft)(1 ft)(62.4 Ib/ft®) = 7488 b
P = 3(18 ft)(1 ft)(18 ft)(62.4 Ib/ft®) = 10 109 Ib

Ecuaciones de equilibrio
SYF,=0:  H-101091b =0 H=101101b > <
+12F, = 0: V—-148501b — 16500 1b — 9000 b — 7488 1b = 0
V=478401h1 <

+Y2ZM, =0 —(14 850 Ib)(6 ft) — (16 500 Ib)(11.5 ft) — (9 000 1b)(17 ft)
— (7488 1b)(20 ft) + (10 109 1b)(6 ft) + M =0

M=5209601b-fty <

Se puede reemplazar el sistema fuerza-par obtenido por una fuerza que ac-
tia a una distancia d a la derecha de A, donde

520960 1b - ft

| _
y: . If—ft»| d="—"gom 1089 ft
| o]
/ 1C D _R 7

: / W, :a§ }\7‘;5; b b) Resultante R de las fuerzas ejercidas por el agua. Se elige

: / + = 101001 como cuerpo libre la seccién parabdlica de agua BCD. Las fuerzas involu-

: / | - v cradas son la resultante —R de las fuerzas ejercidas por la presa sobre el

| ,/ R 3G P =365 agua, el peso W, y la fuerza P. Como estas fuerzas deben ser concurrentes,

: // P 6 it R=12580b _R pasa a través del punto de interseccién G de W, y P. Se dibuja un tridn-

o\ ¥ gulo de fuerzas a partir del cual se determinan la magnitud y la direccién de
B X —R. La resultante R de las fuerzas ejercidas por el agua sobre la cara BC es

igual y opuesta:

R =125801b 736.5° <
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RESOLUCION DE PROBLEMAS

EN FORMA INDEPENDIENTE

Los problemas en esta leccién involucran dos tipos de cargas comunes muy impor-
tantes: cargas distribuidas sobre vigas y fuerzas sobre superficies sumergidas de an-
cho constante. Como se estudié en las secciones 5.8 y 5.9 y se ilustré en los pro-
blemas resueltos 5.9 y 5.10, la determinacién de la fuerza equivalente tnica para
cada una de estas cargas requiere conocimiento sobre centroides.

1. Andlisis de vigas sujetas a cargas distribuidas. En la seccién 5.8 se de-
mostré que una carga distribuida que actiia sobre una viga puede reemplazarse por
una fuerza equivalente. La magnitud de dicha fuerza es igual al drea bajo la curva
de la carga distribuida y su linea de accién pasa a través del centroide de dicha drea.
Por tanto, la solucién debe comenzar reemplazando las diversas cargas distribuidas
que actdan sobre una viga dada, por sus respectivas fuerzas equivalentes. Enton-
ces, las reacciones en los apoyos de la viga pueden determinarse empleando los mé-
todos del capitulo 4.

Cuando sea posible, las cargas distribuidas complejas deben dividirse en dreas que
correspondan a las formas comunes mostradas en la figura 5.8A [problema resuel-
to 5.9]. Entonces, cada una de estas dreas se puede reemplazar por una sola fuer-
za equivalente. Si asi se requiere, el sistema de fuerzas equivalentes puede redu-
cirse ain mds a una sola fuerza equivalente. A medida que se estudie el problema
resuelto 5.9, observe como se ha utilizado la analogia entre fuerza y drea y las téc-
nicas para localizar el centroide de dreas compuestas para analizar una viga sujeta
a una carga distribuida.

2. Resolucion de problemas que involucran fuerzas que actiian sobre cuer-
pos sumergidos. Se deben recordar los siguientes puntos y las siguientes técni-
cas al momento de resolver problemas de este tipo.

a) La presién p a una profundidad & por debajo de la superficie libre de un li-
quido es igual a yh o pgh, donde 7y y p son, respectivamente, el peso especifico y
la densidad del liquido. Por tanto, la carga por unidad de longitud w que actia so-
bre una superficie sumergida de ancho constante b estd dada por

w = bp = byh = bpgh
b) Lalinea de accién de la fuerza resultante R que actiia sobre una superficie
plana sumergida es perpendicular a dicha superficie.

¢) Para una superficie rectangular plana vertical o inclinada de ancho b, la carga
que actda sobre la superficie puede representarse por medio de una carga lineal-
mente distribuida que tiene forma trapezoidal (figura 5.18). Ademads, la magnitud
de R estd dada por

donde hy es la distancia vertical al centro de la superficie y A es el drea de la su-
perficie.
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d) En virtud de que la presion del liquido en la superficie libre del mismo es
igual a cero, la curva de carga serd triangular (en lugar de trapezoidal) cuando el
borde superior de una superficie rectangular plana coincida con la superficie libre
del liquido. Para este caso, la linea de accién de R puede determinarse ficilmente
debido a que pasa a través del centroide de una carga distribuida ¢triangular.

e) Para el caso general, en lugar de analizar un trapezoide, se sugiere que se
use el método sefialado en la parte b del problema resuelto 5.9. Primero se divide
a la carga distribuida trapezoidal en dos tridngulos y, entonces, se calcula la magni-
tud de la resultante de cada carga triangular. (La magnitud es igual al producto del
area del triangulo por el ancho de la placa.) Observe que la linea de accién de ca-
da fuerza resultante pasa a través del centroide del tridngulo correspondiente y que
la suma de dichas fuerzas es equivalente a R. Por tanto, en lugar de utilizar R, se
pueden usar las dos fuerzas resultantes equivalentes cuyos puntos de aplicacion pue-
den determinarse facilmente. Por supuesto, la ecuacion dada para R en el parrafo
¢ se debe utilizar cuando s6lo se necesite conocer la magnitud de R.

/) Cuando la superficie sumergida de ancho constante es curva, la fuerza re-
sultante que actida sobre la superficie se obtiene al considerar el equilibrio del vo-
lumen del liquido, limitado por la superficie curva y por planos horizontales y ver-
ticales (figura 5.19). Obsérvese que la fuerza R, de la figura 5.19 es igual al peso
del liquido que se encuentra por encima del plano AD. El método de solucién pa-
ra problemas que involucran superficies curvas se muestra en la parte b del pro-
blema resuelto 5.10.

En los cursos subsecuentes de mecdnica (en particular el curso de mecénica de ma-

teriales y el curso de mecdnica de fluidos) se tendrd una oportunidad amplia de uti-
lizar las ideas presentadas en esta leccion.
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5.68 2 5.73 Paralas cargas dadas, determine las reacciones en los apo-
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Vértice
200 Ib/ft Pardbolas Paribola
900 N/m
L 100 Ib/ft
A
A B B
| 300 N/m
12 ft 1 6 ft 6 m
Figura P5.72 Figura P5.73
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Problemas

5.66 y 5.67 Paralavigay las cargas mostradas en la figura, determine
a) la magnitud y la localizacién de la resultante de la carga distribuida y b)

las reacciones en los apoyos de la viga.
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5.74 Determine a) la distancia a tal que las reacciones verticales en Problemas 255
los apoyos A y B sean iguales, b) las reacciones correspondientes en los apo-

yOs.
1 800 N/m )
M 600 N/m
A B
W
4m
Figura P5.74 y P5.75
450 Ib/ft
Wy
5.75 Determine a) la distancia a tal que la reaccién en el apoyo B sea , Kip - f't( 'D
minima, b) las reacciones correspondientes en los apoyos. A ==p c A
. . <4 ft ! 12 ft ! |
5.76 Para la carga que se muestra en la figura, determine las reaccio- 2 ft
nes en los apoyos de la viga cuando w, = 150 Ib/ft. Figura P5.76 y P5.77
5.77 Determine a) la carga distribuida w, en el extremo D de la viga
ABCD para la cual la reaccién en B es cero y b) la reaccién correspondiente
en C.
5.78 La viga AB soporta dos cargas concentradas y descansa sobre el
suelo, el cual ejerce una carga ascendente linealmente distribuida como se
muestra en la figura. Determine los valores de w, y wg que corresponden a
la posicién de equilibrio.
24 kN 30 kN
a=0.6m 0.3m
‘_,| 48 2.4m
Y Y o
Al B Vertlce\ C
10:\
I 1.8m !

Figura P5.78

5.79 Para la viga y las cargas del problema 5.78, determine a) la dis-
tancia a para la cual w, = 20 kN/m, b) el valor correspondiente de wp.

. Figura P5.80
En los problemas siguientes debe usarse y = 62.4 Ib/ft> para el peso especi- 9

fico del agua dulce y 7. = 150 Ib/ft® para el peso especifico del concreto
cuando se utilicen las unidades de uso comin en Estados Unidos. Cuando
se usen las unidades del SI, se debe utilizar p = 10° kg/m® para la densidad
del agua dulce y p, = 2.40 X 10° kg/m"; para la densidad del concreto. (Vea
la nota a pie de la pagina 222 para saber cémo se determina el peso especi-
fico de un material a partir de su densidad.)

5.80 La seccién transversal de un dique de concreto tiene la forma
que se muestra en la figura. Para una seccién del dique de 1 m de ancho,
determine ) la resultante de las fuerzas de reaccién ejercidas por el suelo
sobre la base AB del dique, b) el punto de aplicacién de la resultante de las
fuerzas de reaccién encontradas en el inciso a) y ¢) la resultante de las fuer-
zas de presion ejercidas por el agua sobre la cara BC del dique.
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256 Fuerzas distribuidas: centroides y centros
de gravedad

A

~— Q, —
-

Figura P5.82 y P5.83

AT

15 ft

t
6 ft
|

Figura P5.84

5.81 La seccién transversal de un dique de concreto tiene la forma
que se muestra en la figura. Para una seccién del dique de 1 ft de ancho, de-
termine @) la resultante de las fuerzas de reaccién ejercidas por el suelo so-
bre la base AB del dique, b) el punto de aplicacién de la resultante de las
fuerzas de reaccion encontradas en el inciso a) y ¢) la resultante de las fuer-
zas de presion ejercidas por el agua sobre la cara BC del dique.

ri= 21 ft

A

Figura P5.81

5.82 Ellado AB de un tanque de 3 X 4 m se sostiene mediante bisa-
gras en el fondo A y se mantiene en su lugar por medio de una barra del-
gada BC. La fuerza méxima de tensién que la barra puede soportar sin frac-
turarse es de 200 kN, y las especificaciones de disefio requieren que la fuerza
en la barra no exceda 20 por ciento de dicho valor. Si el tanque se llena de
agua lentamente, determine la profundidad maxima permisible d que puede
tener el agua en el tanque.

5.83 Un tanque abierto de 3 X 4 m de lado se sostiene mediante bi-
sagras en el fondo A y se mantiene en su lugar por medio de una barra del-
gada BC. El tanque debe llenarse con glicerina, la cual tiene una densidad
de 1 263 kg/ms. Determine la fuerza T en la barra y las reacciones en las bi-
sagras una vez que el tanque se llena a una profundidad de 2.9 m.

5.84 La fuerza de friccién entre la compuerta cuadrada AB de 6 X 6
ft y sus gufas es igual a 10 por ciento de la resultante de las fuerzas de pre-
sién ejercidas por el agua sobre la cara de la compuerta. Determine la fuerza
inicial requerida para levantar la compuerta si ésta pesa 1 000 Ib.

5.85 Una marisma de agua dulce drena hacia el océano a través de
una compuerta de marea automdtica que tiene 4 ft de ancho y 3 ft de alto.
La compuerta se sostiene mediante bisagras ubicadas a lo largo de su borde
superior en A y se apoya sobre un tope en B. Si el nivel de agua en la ma-
risma es h = 6 ft, determine el nivel d del océano para el cual la compuerta
se abrird. (El peso especifico del agua salada es de 64 Ib/fe.)

Océano
Marisma
\ d
h=6ft .A_f
\ B SLft
Figura P5.85
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5.86 El dique en un lago se disefia para soportar la fuerza adicional
producida por el sedimento que se encuentra en el fondo del lago. Si se su-
pone que la densidad del sedimento es equivalente a la de un liquido con
densidad p, = 1.76 X 10° kg/m® y se considera que el ancho del dique es de
1 m, determine el porcentaje de incremento en la fuerza que actia sobre la
cara del dique cuando se tiene una acumulacién de sedimento de 2 m de

profundidad.

Sedimento ‘

Figura P5.86y P5.87

5.87 La base del dique para un lago se disefia para soportar hasta el
120 por ciento de la fuerza horizontal ejercida por el agua. Después de su
construccion, se descubrié que se estd acumulando sedimento (equivalente
a un liquido de densidad p, = 1.76 X 10° kg/mS) en el fondo del lago a ra-
z6n de 12 mm/afio. Puesto que el ancho del dique es de 1 m, determine el
nimero de afios que deben transcurrir para que el dique se vuelva inseguro.

5.88 Una compuerta AB de 0.5 X 0.8 m se localiza en la parte infe-
rior de un tanque lleno de agua. La compuerta tiene bisagras a lo largo de
su borde superior A y descansa sobre un tope sin friccién en B. Determine
las reacciones en A y B cuando el cable BCD se encuentra flojo.

5.89 Una compuerta AB de 0.5 X 0.8 m se localiza en la parte infe-
rior de un tanque lleno de agua. La compuerta tiene bisagras a lo largo de
su borde superior A y descansa sobre un tope sin friccién en B. Determine
la tensiéon minima requerida en el cable BCD para que la compuerta se abra.

5.90 Un canal largo se sostiene mediante una bisagra continua en todo
su borde inferior y por medio de una serie de cables horizontales unidos
a su borde superior. Determine la tensién, en cada uno de los cables, en el
momento que el canal estd completamente lleno de agua.

Figura P5.90

~0.64 m—>|
Figura P5.88 y P5.89
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5.91 Una compuerta de 4 X 2 ft estd articulada en A y se sostiene en
la posicién mostrada mediante la barra CD. El extremo D de la barra se apoya
sobre un resorte cuya constante es de 828 Ib/ft. El resorte estd sin deformar
cuando la compuerta se encuentra en la posicién vertical. Si se supone que
la fuerza ejercida sobre la compuerta por la barra CD siempre es horizontal,
determine la profundidad minima d del agua para la cual el fondo B de la
compuerta se moverd hacia el extremo de la parte cilindrica del piso.

Figura P5.91

5.92 Retome el problema 5.91, y ahora la compuerta pesa 1 000 Ib.

5.93 Al final de un canal de agua dulce se encuentra una compuerta
en forma de prisma, la cual se sujeta por medio de un pasador y una mén-
sula en A, y descansa sobre un soporte sin friccién en B. El pasador se loca-
liza a una distancia igual 1 = 0.10 m por debajo del centro de gravedad C
de la compuerta. Determine la profundidad de agua d para la que se abrird
la compuerta.

.75 m

le——a, ——

|‘ '|

0.40 m
Figura P5.93 y P5.94

5.94 Al final de un canal de agua dulce se encuentra una compuerta
en forma de prisma, la cual se sujeta por medio de un pasador y una mén-
sula en A, y descansa sobre un soporte sin friccién en B. Determine la dis-
tancia h si la compuerta debe abrirse cuando d = 0.75 m.

5.95 Un tonel de 55 galones y 23 pulgadas de didmetro se coloca so-
bre su costado para actuar como dique en un canal de agua dulce de 30 in.
de ancho. Si se sabe que el tonel se ancla a los lados del canal, determine la
resultante de las fuerzas de presién que acttian sobre el tonel.

|

23 in.

Figura P5.95
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VOLUMENES

5.10. CENTRO DE GRAVEDAD DE UN CUERPO
TRIDIMENSIONAL. CENTROIDE DE UN VOLUMEN

El centro de gravedad G de un cuerpo tridimensional se obtiene divi-
diendo el cuerpo en pequefios elementos y expresando que el peso W
del cuerpo actuando en G es equivalente al sistema de fuerzas dis-
tribuidas AW que representan a los pesos de los elementos pequefios.
Al seleccionar al eje y vertical con un sentido positivo hacia arriba
(figura 5.20) y representar con r al vector de posicién de G, se escribe

AG T

/ 1
/
1

r

=l

N
—

AW
AW = -AW;j

W=-Wj
z

Figura 5.20

2

que W es igual a la suma de los pesos elementales AW y que su mo-
mento con respecto a O es igual a la suma de los momentos con res-
pecto a O de los pesos elementales.

SF: —Wj = S(—AWj) .
SMo: F X (~Wj) = S[r X (—AWj)] (5.14)

Se reescribe la dltima ecuacién de la siguiente forma
W X (—j) = (Zr AW) X (—j) (5.15)

se observa que el peso W del cuerpo es equivalente al sistema de pe-
sos elementales AW si se cumplen las siguientes condiciones:

W =2 AW W =Z2r AW

Si se incrementa el nimero de elementos y al mismo tiempo se dis-
minuye el tamafio de cada uno de ellos, se obtiene en el limite

w=[aw Fw=][raw (5.16)

Se observa que las relaciones obtenidas son independientes de la orien-
tacién del cuerpo. Por ejemplo, si el cuerpo y los ejes coordenados fue-
ran rotados de manera que el eje z apuntara hacia arriba, el vector uni-
tario —j serfa reemplazado por —k en las ecuaciones (5.14) y (5.15),
pero las relaciones (5.16) permanecerian intactas. Descomponiendo los
vectores Ty r en sus componentes rectangulares, se observa que la se-
gunda de las relaciones (5.16) es equivalente a las tres ecuaciones es-
calares que se presentan a continuacién

xW=[xaw gw=[yaw zw=[zaw (517)

5.10. Centro de gravedad de un cuerpo 259
tridimensional. Centroide de un volumen

Fotografia 5.4 Cuando el Boeing 747 fue
modificado para transportar un transbordador
espacial, fue necesario determinar el centro de
gravedad de cada nave para predecir las
caracteristicas del vuelo.
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Si el cuerpo estd hecho de un material homogéneo de peso espe-
cifico v, la magnitud dW del peso de un elemento infinitesimal se pue-
de expresar en términos del volumen dV de dicho elemento y la mag-
nitud W del peso total puede expresarse en términos del volumen total
V. Asi, se escribe

dW =vydV W=~V

Sustituyendo a dW'y a W en la segunda de las relaciones (5.16), se es-
cribe

TV = f r dV (5.18)

o, en forma escalar,
W=[xdv gv=[yav =[zav .19

El punto cuyas coordenadas son x, iy y z también se conoce como el
centroide C del volumen V del cuerpo. Si el cuerpo no es homogéneo,
las ecuaciones (5.19) no pueden utilizarse para determinar el centro de
gravedad del mismo; sin embargo, las ecuaciones (5.19) atin definen al
centroide de su volumen.

La integral [ x dV se conoce como el primer momento del volu-
men con respecto al plano yz. De manera andloga, las integrales [y dV
y | z dV definen, respectivamente, los primeros momentos del volu-
men con respecto al plano zx y al plano xy. A partir de las ecuaciones
(5.19) se observa que si el centroide de un volumen estd localizado en
un plano coordenado, el primer momento del volumen con respecto a
dicho plano es igual a cero.

Se dice que un volumen es simétrico con respecto a un plano da-
do si para cada punto P del volumen existe un punto P" del mismo vo-
lumen tal que la linea PP’ es perpendicular al plano dado y estd divi-
dida en dos partes por dicho plano. Bajo estas circunstancias, se dice
que el plano en cuestion es un plano de simetria para el volumen da-
do. Cuando un volumen V posee un plano de simetria, el primer mo-
mento de V con respecto a ese plano es igual a cero y el centroide del
volumen estd localizado en el plano de simetria. Cuando un volumen
posee dos planos de simetria, el centroide del volumen esta localizado
en la linea de interseccién de los dos planos. Finalmente, cuando un
volumen tiene tres ejes de simetria que se intersecan en un punto bien
definido (esto es, que no se intersecan a lo largo de una linea comiin),
el punto de interseccion de los tres planos coincide con el centroide
del volumen. Esta propiedad permite determinar la ubicacién de los
centroides de esferas, elipsoides, cubos y paralelepipedos rectangula-
res, entre otros.

Los centroides de volimenes que no son simétricos o de volime-
nes que tienen sélo uno o dos planos de simetria deben determinarse
mediante integracién (seccién 5.12). Los centroides de varios volime-
nes comunes se muestran en la figura 5.21. Se debe observar que, en
general, el centroide de un volumen de revolucién no coincide con el
centroide de su seccién transversal. Por tanto, el centroide de un he-
misferio es diferente al de un édrea semicircular y el centroide de un
cono es diferente al de un tridngulo.
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Forma X Volumen
Semiesfera 3_; %77'03
Semielipsoide 3h 2,
de revolucién s 37
Paraboloide h L rach
de revolucion 3 2™
Cono % % zaZh
Pirdmide % % abh

Figura 5.21 Centroides de formas y volumenes comunes.
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P(x,y.z)

2

Xy =2, gel =Y 2= %
dV =z dx dy

Figura 5.22 Determinacion del centroide
de un volumen por integracion doble.

i‘el =X
dV =mr2dx

Figura 5.23 Determinacion del centroide
de un cuerpo de revolucion.

5.11. CUERPOS COMPUESTOS

Si un cuerpo puede dividirse en varias de las formas comunes mostradas
en la figura 5.21, su centro de gravedad G puede determinarse al ex-
presar que el momento con respecto a O de su peso total es igual a la
suma de los momentos con respecto a O de los pesos de las diferentes
partes que lo componen. Si se procede de la misma forma que en la
seccion 5.10, se obtienen las siguientes ecuaciones que definen las
coordenadas X, Yy Z del centro de gravedad G de un cuerpo.

XSW=3xW  YSW=3yW  ZIW=3ZW (5.20)

Si el cuerpo estd hecho de un material homogéneo, su centro de
gravedad coincide con el centroide de su volumen y se obtiene:

XSV=3xV YSV=3yV ZZV=3zV  (521)

5.12. DE',I'ERMINACIO'N DE CENTROIDES
DE VOLUMENES POR INTEGRACION

E1 centroide de un volumen limitado por superficies analiticas se puede
determinar al evaluar las integrales dadas en la seccién 5.10:

wW=[xav  gv=[yav =[zav (522

Si el elemento de volumen dV se selecciona de manera que sea igual
a un pequeiio cubo de lados dx, dy y dz, la evaluacion de cada una de
estas integrales requiere una integracion tm'ple. Sin embargo, es posi-
ble determinar las coordenadas del centroide de la mayoria de los
voltimenes utilizando integracion doble si dV se selecciona de tal forma
que sea igual al volumen de un filamento delgado (figura 5.22). En-
tonces, las coordenadas del centroide del volumen se obtienen rees-
cribiendo las ecuaciones (5.22),

W= [5av  gv=[gudv  =[z.av (523

y sustituyendo después las expresiones dadas en la figura 5.22 para el
volumen dV'y para las coordenadas x,;, y,; y z.;. Si se utiliza la ecuacion
de la superficie para expresar a z en términos de x y y, la integracién
se reduce a una integracién doble en x y y.

Si el volumen en consideracion posee dos planos de simetria, su
centroide debe estar localizado sobre la linea de interseccion de los dos
planos. Seleccionando al eje x de manera que coincida con esta linea
se tiene

y=2=0

y la tinica coordenada que se tiene que determinar es x. Esto se pue-
de realizar con una sola integracion dividiendo el volumen dado en pla-
cas delgadas paralelas al plano yz y expresando a dV en términos de x
y dx en la ecuacion

¥V = [ &dv (5.24)

Para un cuerpo de revolucién las placas son circulares y sus volimenes
se dan en la figura 5.23.
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Y PROBLEMA RESUELTO 5.11
}‘100 mm —>|

Determine la ubicacién del centro de gravedad del cuerpo de revolucién ho-
> mogéneo que se muestra en la figura, el cual se obtuvo al unir una semies-
- T fera y un cilindro y removiendo un cono.

SOLUCION

Debido a la simetria, el centro de gravedad se encuentra sobre el eje x, co-
mo se muestra en la figura que se presenta a continuacién. El cuerpo pue-
de obtenerse suméndole una semiesfera a un cilindro y después restindole
un cono. El volumen y la abscisa del centroide de cada una de estas compo-
nentes se obtiene a partir de la figura 5.21 y se introduce en la tabla que apa-
rece a continuacién. Entonces, se determinan el volumen total del cuerpo y
el primer momento de dicho volumen con respecto al plano yz.

y | y

60 mm

| gy Wy N

Q
=

|
| 50 | 3
% (60 mm) = 22.5 mm mm 1 (100 mm) = 75 mm

Componente |Volumen, mm?® X, mm |xV, mm*

Semiesfera é%ﬂ(ﬁoﬁ = 04524 X 105—22.5 —10.18 x 10°

Cilindro m(60)%(100) =  1.1310 X 10°[+50 +56.55 X 10°

Cono —%(60)2(100) = —0.3770 X 10°|+75 —28.28 X 10°
SV= 1.206x 10° SV = +18.09 X 10°

Por tanto,

XSV =3xV:  X(1.206 X 10° mm®) = 18.09 X 10° mm*
X=15mm <«
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/ PROBLEMA RESUELTO 5.12

Localice el centro de gravedad del elemento de una maquina hecho de acero
2.5in. que se muestra en la figura. El didmetro de cada agujero es 1 in.

4.5 in.

0.5 in.

AN

y x

SOLUCION

45in. ) El elemento de mdquina se puede obtener sumandole a un paralelepipedo
rectangular (I) un cuarto de cilindro (II) y, entonces, restando dos cilindros
de 1 in. de didgmetro (IIT y IV). Se determinan el volumen y las coordenadas
del centroide de cada componente y se introducen en la tabla que se presen-
+ /@ 1 in. didm. ta a continuacién. Entonces, al utilizar los datos que estdn en la tabla se deter-

mina el volumen total y los momentos de dicho volumen con respecto a cada

2 in. uno de los planos coordenados.

111 v
Yy Yy
0.51in
5%_ 43(7? 0.8488 in.
| l«— 2.25 in.—
o | ~0.25in
AL / * A l _[g .
1 D e R
Cp Cyp, Cry Cig K Cu
T 0.5 in.
—] [—0.25in. 2in. 15 ine|
V, in.2 X, in. Y, in. Z,in xV, in4 yV, in# zV, in.#
1 (4.5)(2)(0.5) = 0.25 -1 2.95 1.125 —4.5 10.125
11 i 7(2)%0.5) = 1 571 1.3488 —0.8488 0.25 2.119 —1.333 0.393
11T —7(0 5)2(0 5) = —0.3927 | 0.25 -1 3.5 —0.098 0.393 —1.374
I\% —(0.5)%(0.5) = —0.3927 | 0.25 -1 1.5 —0.098 0.393 —0.589
2V = 5.286 2xV=23.048 | 2yV = —5.047 | 2zV = 8.555
Por tanto,

XV =3xV: X(5.286in° = 3.048in.* X= 0577in.
YEV=3yV:  Y(5286in.°) = —5.047 in.* Y = —0.955 in.
ZZV=3zV.  Z(5.286in.*) = 8.555in.* Z= 1618in.

AAA
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y PROBLEMA RESUELTO 5.13

Determine la ubicacién del centroide del medio cono circular recto mostrado

h
\A‘ en la figura.

SOLUCION

Como el plano xy es un plano de simetria, el centroide se encuentra en di-
cho plano y z = 0. Se selecciona una placa de espesor dx como el elemento
diferencial. El volumen de dicho elemento es

dv = éﬂrz dx

Las coordenadas x,; y y,; del centroide del elemento se obtienen de la figura
5.8 (4rea semicircular).

4r

Xet = X Yel = 37

Se observa que r es proporcional a x y se escribe

a

2 s

a
h
Asi, el volumen del cuerpo estd dado por

h h 2 2
V=f dV=J;) %m’zdx=f0 %ﬂ'(%x) dx = m;h

El primer momento del elemento diferencial con respecto al plano yz es
X, dV; en consecuencia, el momento total del cuerpo con respecto a ese
mismo plano es

f X dV = f: x(%ﬂ'rz) dx = Joh x(%w)(ﬁ

Por tanto,

_ _ _ma’h wa’h® 3
xV = f X, dV = 3 X=7

En forma similar, el momento del elemento diferencial con respecto al plano
zx es y, dV; en consecuencia, el momento total es

_ _h4rl2 _ghi,g ‘_ﬁ
fyddV—L 377(2777”>dx_ 3 0<hl> dx = 6

Por tanto,

<
<
I
—
N
L
<
<|
o
I
|
<|
Il
3=
A
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RESOLUCION DE PROBLEMAS

EN FORMA INDEPENDIENTE

En los problemas correspondientes a esta leccién se pedird localizar los centros de grave-
dad de cuerpos tridimensionales o los centroides de sus voltimenes. Todas las técnicas que
se presentaron anteriormente para cuerpos bidimensionales, como usar simetrfa, dividir al
cuerpo en formas comunes, seleccionar el elemento diferencial mds eficiente, entre otros,
también pueden aplicarse para el caso tridimensional general.

1. Localizacion de los centros de gravedad de cuerpos compuestos. En general, se
deben utilizar las ecuaciones (5.20):

XEW =3xW  YEW=3yW  ZEZW =3zW (5.20)

Sin embargo, para el caso de un cuerpo homogéneo, el centro de gravedad del mismo coin-
cide con el centroide de su volumen. Por tanto, para este caso especifico, el centro de gra-
vedad del cuerpo también puede localizarse con las ecuaciones (5.21):

XIV=3xV  YIV=3yV  Z3V=3zZV (5.21)

Debe observarse que estas ecuaciones son sélo una extensién de las ecuaciones utilizadas
para los problemas bidimensionales considerados en secciones anteriores de este mismo ca-
pitulo. Como lo ilustran las soluciones de los problemas resueltos 5.11 y 5.12, los métodos
de solucién para problemas bidimensionales y tridimensionales son idénticos. Por tanto, de
nuevo se recomienda construir diagramas y tablas apropiadas cuando se analicen cuerpos
compuestos. Ademds, cuando se estudie el problema resuelto 5.12, se debe observar como
las coordenadas x y y del centroide del cuarto de cilindro se obtuvieron mediante las ecua-
ciones para el centroide de un cuarto de circulo.

Se debe sefialar que se presentan dos casos especiales de interés cuando el cuerpo dado con-
siste de alambres uniformes o de placas uniformes hechos del mismo material.

@) Para un cuerpo hecho de varios elementos de alambre que tienen la misma seccion
transversal uniforme, el drea A de la seccion transversal de los elementos de alambre se podra
eliminar de las ecuaciones (5.21) cuando V se reemplaza por el producto AL, donde L es la
longitud de un elemento dado. Entonces, para este caso, las ecuaciones (5.21) se reducen a

X3L=33L  YSL=3yL  Z3L=3iL

b) Para un cuerpo hecho de varias placas que tienen el mismo espesor uniforme, el es-
pesor ¢ de las placas puede factorizarse y eliminarse de las ecuaciones (5.21) cuando V se
reemplaza por el producto tA, donde A es el drea de una placa dada. Por tanto, en este ca-
s0, las ecuaciones (5.21) se reducen a

XSA=3%A YSA=3yA Z3A=37A

2. Localizacion de los centroides de voliumenes por integracion directa. Como se
explic en la seccion 5.12, la evaluacién de las integrales de las ecuaciones (5.22) se puede
simplificar seleccionando para el elemento de volumen dV un filamento delgado (figura 5.23)
o una placa delgada (figura 5.23). Por tanto, la solucién se debe iniciar con la identificacién,
de ser posible, del dV que produce integrales sencillas o dobles que son fdciles de calcular.
Para cuerpos de revolucién, este elemento de volumen puede ser una placa delgada (como en
el problema resuelto 5.13) o un cascarén cilindrico delgado. Sin embargo, es importante
recordar que las relaciones que se establezcan entre las variables (como las relaciones entre r
yx en el problema resuelto 5.13) afectardn directamente la complejidad de las integrales que
se tendrdn que calcular. Finalmente, conviene recordar quex,;, .,y z.; enlas ecuaciones (5.23)
son las coordenadas del centroide de dV.
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Problemas

5.96 Determine la ubicacién del centroide del cuerpo compuesto que
se muestra en la figura cuando @) h = 2b, b) h = 2.5b.

“‘b\
’\ h

a

A C\L

B
Figura P5.96

5.97 Determine la coordenada y del centroide del cuerpo mostrado
en la figura.

5.98 Determine la coordenada z del centroide del cuerpo mostrado
en la figura. (Sugerencia: Use el resultado del problema resuelto 5.13.)

5.99 El cuerpo compuesto que se muestra en la figura se obtiene al
retirar un semielipsoide de revolucién con eje semimayor & y eje semimenor
a/2 de una semiesfera con radio a. Determine a) la coordenada y del cen-
troide cuando h = a/2 y b) la relacién h/a para la cual § = —0.4a. Figura P5.97 y P5.98

5.100 Para la ménsula de tope que se muestra en la figura, localice la
coordenada x del centro de gravedad.

Figura P5.99

34 mm

Figura P5.100 y P5.101

5.101 Para la ménsula de tope que se muestra en la figura, localice la
coordenada z del centro de gravedad.
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268 zuerlas (éiséribuidaS: centroides y centros 5.102'y 5.103 Para el elemento de maquina que se muestra en la fi-
€ graveda

gura, localice la coordenada y del centro de gravedad.

y 16 mm

%m

24 mm
10 mm

Figura P5.102y P5.105

Figura P5.103 y P5.104
5.104 Para el elemento de mdquina que se muestra en la figura, lo-

calice la coordenada z del centro de gravedad.

5.105 Para el elemento de mdquina que se muestra en la figura, lo-
calice la coordenada x del centro de gravedad.

5.106 y 5.107 Localice el centro de gravedad de la hoja metdlica que
tiene la forma mostrada en la figura.

5.108 Una canasta de basura, disefiada para colocarse en la esquina de
una habitacién, tiene 16 in. de altura y una base en forma de un cuarto
de circulo con radio de 10 in. Localice el centro de gravedad de la canasta de
basura, si se sabe que estd hecha de hoja metilica de espesor uniforme.

Figura P5.107 16 in.

z
Figura P5.108
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5.109 Una ménsula de montaje para componentes electrénicos se
formé a partir de hoja metdlica de espesor uniforme. Localice el centro de
p ] P
gravedad de la ménsula.

in.

z
1.25 inE/
0.75 in.

Figura P5.109

/6

5.110 Una hoja delgada de pléstico de espesor uniforme se dobla para
formar un organizador de escritorio. Localice el centro de gravedad del or-
ganizador.

5.111 Eltoldo para ventana que se muestra en la figura estd fabricado
a partir de una hoja de metal de espesor uniforme. Localice el centro de gra-

vedad del toldo.

34 in.

Figura P5.111

5.112 Un codo para el ducto de un sistema de ventilacién estd hecho
a partir de una hoja de metal de espesor uniforme. Localice el centro de gra-

vedad del codo.

j‘
60 mm

’}/ A r=>5mm
T 69 mm
74Ti i

30 mm

4L4 (AN

r=6mm r=6mm

Figura P5.110

Problemas

r=6mm

269

Figura P5.112
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Fuerzas distribuidas: centroides y centros
de gravedad

|

e

~

15m

O\Q

D

m 0.6m x
\/B\/

Figura P5.115

1

5.113 Un ducto cilindrico de 8 in. de didmetro y un ducto rectangu-
lar de 4 X 8 in. se unen en la forma indicada en la figura. Localice el cen-
tro de gravedad del ensamble si se sabe que los ductos fueron fabricados con
la misma hoja de metal de espesor uniforme.

Figura P5.113

5.114 Un alambre delgado de acero con una seccién transversal uni-
forme se dobla en la forma mostrada en la figura. Localice su centro de gra-

vedad.

N

X

Figura P5.114

5.115y 5.116 Localice el centro de gravedad de la figura mostrada,
si se sabe que estd hecha con varillas delgadas de latén de didmetro uniforme.

Yy

A

\

/

z r=161in.

Figura P5.116
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5.117 El bastidor de un invernadero se construye a partir de canales
uniformes de aluminio. Localice el centro de gravedad de la parte del basti-
dor que se muestra en la figura.

K
N

/\

.
3ft \()\
z ~ 2ft

Figura P5.117

[

51t

5.118 Una lesna marcadora tiene un mango de pléstico, un vistago y
una punta de acero. Si se sabe que la densidad del pléstico es de 1 030 kg/m3
y la del acero es de 7 860 kg/mS, localice el centro de gravedad de la lesna.

’—50 mm i 90 mm | ’~10 mm
T | 1 L

25 mm 1’/ T

|
3.5
! | mm

80 mm |
Figura P5.118

;

5.119 Un buje de bronce se coloca en el interior de un man%o de
acero. Si se sabe que el peso especifico del bronce es de 0.318 Ib/in.” y el
del acero es de 0.284 1b/in.?, determine la ubicacién del centro de gravedad
del ensamble.

5.120 Un collarin de latén, con una longitud de 2.5 in., se monta so-
bre una varilla de aluminio que tiene una longitud de 4 in. Localice el cen-
tro de gravedad del cuerpo compuesto. (Pesos especificos: laton = 0.306
Ib/in.%, aluminio = 0.101 1b/in.?)

Figura P5.120

~—1.125 in.—

0.5 in.

1

Problemas

075 i)

1.80 in.
Figura P5.119
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272 Fuerzas distribuidas: centroides y centros
de gravedad

>

© \ <1280 mm

7 =180 mm

Figura P5.121

'l
"’ y=k(x—h)2
/
a
i A

Figura P5.125

Y y=kx13

\

a

|

Figura P5.126

h —>|

x

Figura P5.128 y P5.129

5.121 Las tres patas de una pequefia mesa con cubierta de cristal es-
tan igualmente espaciadas y hechas de tubo metdlico, el cual tiene un did-
metro exterior de 24 mm y un drea de seccién transversal de 150 mm?>. El
didmetro y el espesor de la cubierta de la mesa son 600 mm y 10 mm, res-
pectivamente. Si se sabe que la densidad del acero es de 7 860 kg/m3 y la
del cristal es de 2 190 kg/mS, localice el centro de gravedad de la mesa.

5.122 25.124 Determine por integracion directa los valores de X para
los dos volimenes obtenidos al hacer pasar un plano de corte vertical a tra-
vés de las formas mostradas en la figura 5.21. El plano de corte es paralelo
a la base de la forma dada y la divide en dos volimenes de la misma altura.

5.122 Una semiesfera.
5.123 Un semielipsoide de revolucién.
5.124  Un paraboloide de revolucion.

5.125y 5.126 Localice el centroide del volumen que se obtiene al ro-
tar el drea sombreada alrededor del eje x.

5.127 Localice el centroide del volumen que se obtiene al rotar el drea
sombreada alrededor de la linea x = h.

Yy

I
Figura P5.127

*5.128 Localice el centroide del volumen generado al revolver la por-
cién de la curva senoidal mostrada alrededor del eje x.

*5.129 Localice el centroide del volumen generado al revolver la por-
cién de la curva senoidal mostrada alrededor del eje y. (Sugerencia: Use como
elemento de volumen un cascarén cilindrico delgado de radio r y espesor dr.)

*5.130 Muestre que para una pirdmide regular de altura h y n lados
(n = 3, 4,...) el centroide de su volumen se localiza a una distancia h/4 por
encima de su base.

5.131 Determine por integracién directa la ubicacion del centroide de
la mitad de un cascarén semiesférico delgado uniforme de radio R.

Figura P5.131
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5.132 Los lados y la base de la ponchera que se muestra en la figura Problemas 273
tienen un espesor uniforme ¢. Si ¢ << Ry R = 250 mm, determine la loca-
lizacién del centro de gravedad de @) la ponchera y b) el ponche.

i~

Figura P5.132

5.133 Después de medir y marcar un terreno, un constructor coloca
cuatro estacas para identificar las esquinas de la losa para una casa. Para su-
ministrar el firme, el constructor coloca un minimo de 3 in. de grava por de-
bajo de la losa. Determine el volumen de grava requerido y la coordenada x
del centroide de dicho volumen. (Sugerencia: La superficie del fondo de la ~ Figura P5.134
grava es un plano oblicuo que puede representarse mediante la ecuacién
y=a+Dbx+cz)

z X

Figura P5.135

Figura P5.133

5.134 Determine mediante integracién directa la ubicacién del cen-
troide del volumen entre el plano xz y la porcién mostrada de la superficie
y = 16h(ax — bz — 22)/a’b>.

5.135 Localice el centroide de la seccién que se muestra en la figura,
la cual se cort6 de un tubo circular mediante dos planos oblicuos.

*5.136 Localice el centroide de la seccién que se muestra en la figura,
la cual se cort6 de un cilindro eliptico mediante un plano oblicuo.

Figura P5.136
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Centro de gravedad de un cuerpo
bidimensional

Centroide de un area o linea

Primeros momentos

Propiedades de simetria

REPASO Y RESUMEN

DEL CAPITULO 5

Este capitulo estuvo dedicado primordialmente a la determinacién
del centro de gravedad de un cuerpo rigido, es decir, determinar
el punto G donde una sola fuerza W, llamada el peso del cuerpo,
se puede aplicar para representar el efecto de la atraccién de la
Tierra sobre el cuerpo en cuestién.

En la primera parte del capitulo se consideraron cuerpos bidi-
mensionales como placas planas y alambres contenidos en el plano
xy. Al sumar componentes de fuerza en la direccién vertical z y
sumar momentos con respecto a los ejes horizontales x y y [sec-
cién 5.2], se derivaron las relaciones

w=[aw FW=[raw §w=[ydw (52

las cuales definen el peso del cuerpo y las coordenadas x y i de su
centro de gravedad.

En el caso de una placa plana homogénea de espesor uniforme
[seccién 5.3], el centro de gravedad G de la placa coincide con el
centroide C del drea A de la placa cuyas coordenadas estdn definidas
por las relaciones

A= [rda gA=][yda (5.3)

De manera similar, la determinacién del centro de gravedad de un
alambre homogéneo de seccion transversal uniforme que esta con-
tenido en un plano, se reduce a la determinacion del centroide C
de la linea L que representa al alambre; asi, se tiene

fL=[rdl  gL=[ydL (5.4)

Se hace referencia a las integrales en las ecuaciones (5.3) como
los primeros momentos del drea A con respecto a los ejes x y y, los
cuales se representan, respectivamente, con Q, y Q, [seccién 5.4].
Asi, se tiene

Qy = XA Q. = yA (5.6)

Los primeros momentos de una linea se pueden definir en forma
similar.

La determinacién del centroide C de un 4rea o de una linea
se simplifica cuando el drea o la linea poseen ciertas propiedades
de simetria. Si el drea o la linea es simétrica con respecto a un eje,
su centroide C se encuentra sobre dicho eje; si el drea o la linea
es simétrica con respecto a dos ejes, C estd localizado en la inter-
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seccion de los dos ejes; si el drea o la linea es simétrica con res-
pecto a un centro O, C coincide con O.

Las dreas y los centroides de varias formas comunes estan ta-
bulados en la figura 5.8. Cuando una placa puede dividirse en va-
rias de estas formas, las coordenadas Xy Y de su centro de grave-
dad G se pueden determinar a partir de las coordenadas xy, x5, . . .
YY1, Yo, . . . de los centros de gravedad G, Go, . . . de las diferen-
tes partes [seccién 5.5]. Al igualar, respectivamente, los momentos
en relacion a los ejes y y x (figura 5.24), se tiene que

XSW = 3xW YW = 3yW (5.7)

Figura 5.24

Si la placa es homogénea y de espesor uniforme, su centro de gra-
vedad coincide con el centroide C del drea de la placa y las ecua-
ciones (5.7) se reducen a

Q=XSA=3FA Q,=YSA=3gA (58)

De estas ecuaciones se obtienen los primeros momentos del drea
compuesta o pueden resolverse para las coordenadas X y Y de su
centroide [problema resuelto 5.1]. La determinacion del centro de
gravedad de un alambre compuesto se lleva a cabo de forma simi-
lar [problema resuelto 5.2].

Cuando un drea estd limitada por curvas analiticas, las coor-
denadas de su centroide pueden determinarse por integracion [sec-
cién 5.6]. Esto se puede realizar evaluando las integrales dobles en
las ecuaciones (5.3) o evaluando una sola integral que emplea uno
de los elementos de drea mostrados en la figura 5.12 que tienen la
forma de un rectdngulo delgado o de un fragmento de circulo del-
gado. Al representar con x,; y y,; las coordenadas del centroide del
elemento dA, se tiene que

Q,=FA=[%,dA Q. =FA=[juda (59

Es ventajoso emplear el mismo elemento del drea para el cdlculo
de los dos primeros momentos Q, y Q.; ademds, el mismo ele-
mento también se puede utilizar para determinar el drea A [pro-
blema resuelto 5.4].

Repaso y resumen del capitulo 5 275

Centro de gravedad de un cuerpo
compuesto

Determinacion del centroide por integracion
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276 Fuerzas distribuidas: centroides y centros
de gravedad

Teoremas de Pappus-Guldinus

2wy

a) b)
Figura 5.25

Cargas distribuidas

Centro de gravedad de un cuerpo
tridimensional

Centroide de un volumen

Los teoremas de Pappus-Guldinus relacionan la determinacién
del drea de una superficie de revolucion o el volumen de un cuer-
po de revolucién con la determinacion del centroide de la curva
generatriz o del drea generatriz [seccién 5.7]. El drea A de la su-
perficie generada al rotar una curva de longitud L con respecto a
un eje fijo (figura 5.25a) es igual a

A = 2mjL (5.10)

donde y representa la distancia desde el centroide C de la curva has-
ta el eje fijo. En forma similar, el volumen V del cuerpo generado al
rotar un drea A alrededor de un eje fijo (figura 5.25b) es igual a

V = 2a7jA (5.11)

donde y representa la distancia desde el centroide C del drea has-
ta el eje fijo.

El concepto de centroide de un édrea también se puede utilizar
para resolver otros problemas distintos de aquellos relacionados con
el peso de placas planas. Por ejemplo, para determinar las reaccio-
nes en los apoyos de una viga [seccién 5.8], se puede reemplazar
una carga distribuida w por una carga concentrada W igual en mag-
nitud al drea A bajo la curva de carga y que pasa a través del cen-
troide C de dicha drea (figura 5.26). Se puede utilizar el mismo pro-
cedimiento para determinar la resultante de las fuerzas hidrostaticas
ejercidas sobre una placa rectangular que estd sumergida en un li-
quido [seccién 5.9].

dW W
dW =dA W=A

o
IS
=l
Q

] ]

Figura 5.26

La tltima parte del capitulo estuvo dedicada a la determina-
cién del centro de gravedad G de un cuerpo tridimensional. Las
coordenadas X,y y z de G se definieron por las relaciones

xW=[xaw  gw=[yaw zw=[zaw .17

En el caso de un cuerpo homogéneo, el centro de gravedad G coin-
cide con el centroide C del volumen V del cuerpo; las coordenadas
de C estdn definidas por las relaciones

¥=[xav  gv=[yav zv=[zav (519

Si el volumen tiene un plano de simetria, su centroide C estard en
dicho planos; si el volumen posee dos planos de simetria, C estard
localizado sobre la linea de interseccién de los dos planos; si el vo-
lumen tiene tres ejes de simetria que se intersecan en un solo pun-
to, C coincidird con dicho punto [seccién 5.10].
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Los voltimenes y los centroides de varias formas tridimensiona-
les comunes estan tabulados en la figura 5.21. Cuando un cuerpo se
puede dividir en varias de estas formas, las coordenadas X, Yy Z de
su centro de gravedad G se pueden determinar a partir de las coor-
denadas correspondientes de los centros de gravedad de sus diferen-
tes partes [seccién 5.11]. Asi se tiene que

XSW =3xW  YESW=3yW ZIW=3ZW (520)

Si el cuerpo estd hecho de un material homogéneo, su centro de
gravedad coincide con el centroide C de su volumen y se escribe
[problemas resueltos 5.11 y 5.12]

XSV =3xV YIV=3yV ZIV=3zV (521)

Cuando el volumen estd limitado por superficies analiticas, las
coordenadas de su centroide se pueden determinar por integra-
cion [seccién 5.12]. Para evitar el célculo de las integrales triples

z

dy

Xy =% Yo =V, Zg = %
dV =zdxdy
Figura 5.27

en la ecuacién (5.19), se pueden usar elementos de volumen que
tienen la forma de filamentos delgados, como se muestra en la fi-
gura 5.27. Al representar con X, . z¢ las coordenadas del cen-
troide del elemento dV, se reescriben las ecuaciones (5.19) como

¥=[zav gv=[gudv zv=[zdv (523

las cuales involucran s6lo integrales dobles. Si el volumen tiene dos
planos de simetria, su centroide C estd localizado sobre la linea de
interseccion de dichos planos. Si se selecciona al eje x de manera
que quede a lo largo de esa linea y se divide el volumen en placas
delgadas paralelas al plano yz, se puede determinar C a partir de
la relacion

¥V = [ %ydv (5.24)

realizando una sola integracion [problema resuelto 5.13]. Para un
cuerpo de revolucién, dichas placas son circulares y su volumen
estd dado en la figura 5.28.

Repaso y resumen del capitulo 5

Centro de gravedad de un cuerpo

compuesto

277

Determinacion del centroide por integracion

Figura 5.28
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Problemas de repaso

Yy 5.137 y 5.138 Localice el centroide del drea plana mostrada en las fi-
guras.

A /
30 mm

J o _—] y
54 mm x=ky?

X
48 mm b :14 in.
| X
54 mm 72 mm L—a =8 in———

Figura P5.137 Figura P5.138

5.139 El bastidor para un sefialamiento se fabrica a partir de una ba-
rra plana y delgada con 4.73 kg/m de masa por unidad de longitud. El bas-
tidor se sostiene mediante un pasador en C y por medio de un cable AB. De-
termine a) la tensién en el cable, b) la reaccién en C.

0.6 m

|<—>

0.8m

0.75 m

C L
0.2 m‘{
| 1.35 m |
Figura P5.139

5.140 Determine por integracién directa el centroide del drea mos-
trada en la figura. Exprese la respuesta en términos de a y h.

y
y=k(1-cx2)
h
L y=mx+b

| a |

Figura P5.140
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5.141 Determine por integracién directa el centroide del drea mos- Problemas de repaso

trada en la figura. Exprese la respuesta en términos de a y b.

I

a4 ——

Figura P5.141 y .
4in. / / \\\
5.142 Si se sabe que se han retirado dos tapas iguales de la esfera de |
madera con 10 in. de didmetro que se muestra en la figura, determine el drea  4in. |\
k y

superficial total de la porcion restante.

10 in.
5.143 Para las cargas dadas, determine las reacciones en los apoyos de " :
Figura P5.142

la viga.

900 N/m

A lc
B:&
I
|

! 3m
Im

Figura P5.143

5.144 Una viga estd sometida a una carga descendente linealmente
distribuida y descansa sobre dos apoyos anchos BC y DE, los cuales ejercen
cargas ascendentes uniformemente distribuidas como se muestra en la figura.
Determine los valores de wgc y wpp que corresponden a la posicién de equi-
librio cuando w, = 600 N/m.

1200 N/m
wy
A : F
B C D E
T T wa‘(:
0.6 m—, o |
l->0.8 m| 3.1m | l.OmL—
6 m

Figura P5.144

5.145 Lacompuerta cuadrada AB se mantiene en la posicién mostrada
en la figura mediante bisagras a lo largo de su extremo superior A y por me-
dio de un pasador cortante en B. Determine la fuerza ejercida por el pasa-
dor sobre la compuerta si la profundidad del agua es d = 3.5 ft. Figura P5.145
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Fuerzas distribuidas: centroides y centros 5.146 Considere el cuerpo compuesto que se muestra en la figura.

de gravedad

Determine a) el valor de x cuando h = L/2, b) la relacién h/L para la cual

x = L.

y
I
"

-7 X
-

oJ o
-

Figura P5.146

5.147 Localice el centro de gravedad de una hoja metilica que tiene
la forma mostrada en la figura.

Figura P5.147

5.148 Localice el centroide del volumen que se obtiene al rotar el drea
mostrada alrededor del eje x.

1m|

3 m ——

Figura P5.148
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Problemas de computadora

5.C1 Una viga debe soportar una serie de cargas uniformemente dis-
tribuidas y variantes, como se muestra en la parte a) de la figura. Divida el
drea bajo cada porcién de la curva de carga en dos tridngulos (vea el pro-
blema resuelto 5.9) y después use software para calcular las reacciones en A
y B. Utilice el software para calcular las reacciones en los apoyos de las vi-
gas mostradas en las partes b) y ¢) de la figura.

wy W ws Wy, 1 300 b/k 400 Ib/ft
A 5 B Al B
| R A
|
L(Jl ng L I‘_B ft I 9 ft 5 ft |
L
a) b)
Figura P5.C1

5.C2 La estructura tridimensional que se muestra en la figura estd fa-
bricada a partir de cinco barras delgadas de acero de igual didmetro. Use
software para determinar las coordenadas del centro de gravedad de la es-
tructura. Localice las coordenadas del centro de gravedad cuando a) h = 12
m,R=5m,o=90°%b)h =570 mm, R = 760 mm, ot = 30°;¢) h = 21 m,
R =20m, o = 135°.

y

{

h
NS
z
Figura P5.C2

5.C3 Un tanque abierto debe llenarse lentamente con agua. (La den-
sidad del agua es de 10° kg/ms.) Utilice software para determinar la resul-
tante de las fuerzas de presién ejercidas por el agua sobre una seccién de
1 m de ancho en el lado ABC del tanque. Determine la resultante de las
fuerzas de presion para valores de d desde 0 hasta 3 m, con incrementos de
0.25 m.

420 Ib/ft
240 1b/ft 150 Ib/ft
A | B
I«- 4.5 ft 4 ft !
3 ft 3.5 1t
c)
C
' B

i f
2.1m
Rl
A
Figura P5.C3
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282 Fuerzas distribuidas: centroides y centros 5.C4 Aproxime la curva mostrada en la figura empleando 10 segmen-
de gravedad tos de linea recta y después utilice software para determinar la ubicacion del
centroide de la linea. Use este programa para determinar la ubicacién del
centroide cuando @) ¢ = 1in., L = 1lin., h = 2in;b)a = 2in., L = 17

in,h=4in;c¢)a =>5in., L = 121in., h = 1 in.

Jl Ll—oa“ =
L

<—a—>|

Figura P5.C4

5.C5 Aproxime la enjuta general mostrada en la figura empleando una
serie de n rectdngulos, cada uno con un ancho Aa y de la forma bee'b’, y
después use software para calcular las coordenadas del centroide del drea.
Utilice este programa para localizar el centroide cuando @) m = 2, a = 80
mm, h =80 mm; b) m = 2,a =80 mm, h = 500 mm;c)m =25,a = 80
mm, h = 80 mm; (d) m = 5, a = 80 mm, h = 500 mm. En cada caso com-
pare las respuestas obtenidas con los valores exactos de X y ¢ calculados a
partir de las formulas dadas en la figura 5.8A y determine el porcentaje de
error.

y R
Aa
_>|2|<_
y=kxm [Ci _:d/, h
F ‘
| |
L
L
Aa
a
Figura P5.C5

5.C6 Retome el problema 5.C5, y ahora emplee rectingulos de la forma
bdd'b’.

*5.C7 Un granjero pide a un grupo de estudiantes de ingenierfa que
determinen el volumen de agua en un pequefio embalse. Mediante el uso
de cuerdas, los estudiantes establecieron primero una cuadricula de 2 X 2 ft
sobre todo el embalse y después registraron la profundidad del agua, en pies,
para cada punto de interseccion en la cuadricula (vea la tabla anexa). Utilice
software para determinar a) el volumen de agua en el embalse, b) la ubica-
cién del centro de gravedad del agua. Aproxime la profundidad de cada ele-
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mento de agua de 2 X 2 ft usando el promedio de las profundidades del agua Problemas de computadora 9283
en las cuatro esquinas de dicho elemento.

Cuerda
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 0 0 0
2 0 0 0 1 0 0 0
- 3 0 0 1 3 3 3 1 0 0
"E 4 0 0 1 3 6 6 6 3 1 0
g 5 0 1 3 6 8 8 6 3 1 0
C 6 0 1 3 6 8 7 7 3 0 0
7 0 3 4 6 6 6 4 1 0
8 0 3 3 3 3 3 1 0 0
9 0 0 0 1 1 0 0 0
10 0 0 0 0
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4.92 A = (56.0 N)j + (18.00 N)k; D = (24.0 N)j + (42.0 N)k.
4.93 A = (56.0 N)j + (14.40 N)k: D = (24.0 N)j + (33.6 N)k.
4.94 a)3751b.b) B = (33.8 Ib)j — (70.0 Ib)k
D = (338 1b)j + (28.0 Ibk.
4.97 a) 1219 N. b) —46.2 N. ¢) 100.9 N.
4.98 ) 95.6 N.b) —=7.36 N. ¢) 88.3 N.
4.99 T, = 30.0 Ib; Ty = 10.00 Ib; T, = 40.0 Ih.
4100 (W), = 40.0 Ib; X = 0 in.; Z = 30.0 in.
4401 Ty =235 N; To = 1177 N; T, = 1059 N,
4102 @) 0480 m.b) T, = 235 N; Tg = 0; Tp = 117.7 N.

4.105
4.106

4.107
4.108
4.109
4.110

4113
4114

4117

4.118

4119

4.120

4121

4122

4.125

4.126

4127

Typ = Tgp = 1100 Ib; A = (1 200 Ib)i — (560 Ib)j.
Typ = 2.60 kN; T, = 2.80 kN; C = (1.800 kN)j +
(4.80 kN)k.

Typ = 5.20 kN: Ty = 5.60 kN; C = (9.60 kN)k.
a) Tpp = Tpp = 262 1b. b) A = —(801 Ib)i + (1 544 Ib)j.
a) Tep = Teg = 3.96 kN. b) A = (6.67 kN)i + (1.667 kN)j.
@) Tep = 0.954 kN; T = 5.90 kN.
b) A = (5.77 kN)i + (1.443 kN)j — (0.833 kN)k.
) 101.6 N.b) A = —(26.3 N)i; B = (98.1 N)j.
a) 462 N. b) C = —(336 N)j + (467 N)k: D = (505 N)j —
(66.7 N)k.
@) 49.51h.b) A = —(12.00 Ib)i + (22.5 Ib)j — (4.00 Ib)k;
= (15.00 Ib)j + (34.0 Ib)k.
) 118.8 1b. b) A = (93.8 Ib)i + (22.5 Ib)j + (70.8 Ib)k;
= (15.00 b)j — (8.33 Ih)k.
a) 462 N. b) C = (169.1 N)j + (400 N)k ;
M. = (200 N - m)j + (1515 N - mk.
) 49.51b. b) A = —(12.00 Ib)i + (375 Ib)j + (30.0 Ib)k:
M, = —(10201b - in)j + (450 Ib - ink.
@) 5.001b. b) C = —(5.00 Ib)i + (6.00 Ib)j — (5.00 Ib)k
M¢ = (8.00Ib - in)j — (12.00 b - in.)k.
Tep = 200 N; Ty = 450 N: A = (160.0 N)i + (270 N)k ;

M, = —(16.20 N - m)i.

Typ = 975 N; Tep = 600 N; Tpe = 625 N; A = (2 100 N)i
+ (175.0 N)j — (375 N)k.
Typ = 1950 N; Ty = 0: Tpe = 1250 N; A = (3 000 N)i —

(750 N)k.

A = (120.0 Ib)j — (150.0 Ib)k; B = (180.0 Ib)i +

C = —(180.0 Ib)i + (120.0 Ib)j.
4128 A = (200 Ib)j + (25.0 Ib)k: B = (30.0 Ib)i — (25.0 Ib)k:
C = —(30.0 Ib)i — (20.0 Ib);.
4129 B = (60.0 N)k; C = (30.0 N)j — (16.00 N)k;
D = —(30.0 N)j + (4.00 N)k.
4130 B = (60.0 N)k; C = —(16.00 N)k; D = (4.00 N)k.
4133 85.3 Ih.
4134 181.7 Ib.
4135 373N
4136 301 N
4137 (45.0 Ib)j
4138 a)x = 4.00 ft; y = 8.00 ft. b) 10.73 Ib.
4139 a)x = 0 ft; y = 16.00 ft. b) 11.31 Ib.
4142 @) 379N 1. D) 373N 1.
4143 a)A = 225N 1; C = 641 N 7 20.6°.
b) A = 365 N £ 60.0% B = 844 N 3 22.0°.
4145 ) 130.0 N, b) 224 N 37 2.05°.
4146 C=7971b —; D = 4261b < E = 69.3 Ib 2 60.0°.
4148 A = 63.61b 5 45.0% C = 87.5 Ib = 59.0°.
4150 Ty, = 780 N; Ty = 390 N; A = —(195.0 N)i +
(1170 N)j + (130.0 N)k.
4152 Ty = 0; Tpy = 60.0 Ib; Ty = 80.0 Ib; A = (100.0 Ib)i —
(45.0 k.
4153 a) A = 0.745 P £ 63.4°% C = 0.471 P = 45.0°.

618

b) A = 0.812 P £ 60.0% C = 0.503 P & 36.2°.

(150.0 Ib)k;

¢) A = 0448 P = 60.0°% C = 0.652 P £ 69.9°.
d) impropiamente restringida; no hay equilibrio.
0 =20°T=11481b; 0 = 70°: T = 127.7 1Ib;
Ty = 132.21b en 6 = 50.4°.

4.C1

4.C2 x =600 mm: P =314 N;x = 150 mm: P = 37.7 N

Poix = 47.2 N enx = 283 mm.
4.C3 6 = 30°W =966 1b; 0 = 60° W = 36.6 Ib;

W =51Iben 6 = 22.9° [También en 6 = 175.7°].
4.C4 6 =30°W=0.801b; 0 = 60° W = 4.57 Ib;

W =51Ibenf = 62.6° [También en 0 = 159.6°].
4.C5 6 =30°m = 7.09 kg; § = 60° m = 11.02 kg.

Cuando m = 10 kg, 6 = 51.0°.
4.C6 0 = 15% Typ = 10.30 kN, Ty = 21.7 kN;

0 = 30°% Typ = 5.69 kN, Ty = 24.4 kN;

T, = 26.5 kN en 0 = 36.9°.

CAPITULO 5

51 X = 175.6 mm, Y = 94.4 mm.
52 X = 1621 mm, Y = 31.9 mm.
5.3 X = 19.28 in., Y = 6.94 in.
54 X =567in,Y =517 in.

5.5 X =7221in.,Y = 9.56 in.

5.6 X—920mm Y = 23.3 mm.
5.9 X = —10.00 mm, Y = 87.5 mm.
510 X = —9.89 mm, Y = —10.67 mm
511 X =0,Y = 6.45 in.
5.12 X=5)5mm Y = 19.34 mm.
514 X =Y = 9.00 in.
516 T = 2(1"3—7‘%)(20051,‘()
’ T3 3 —r/)\7m— 2a

— o tn
517 Y = CoS &

T — 2«

5.8 a/b = 4/5
5.20 459 N
5.21 QH—ZSOm Qs = —25.0 in.*
5.22 (Q) = 23.3in% (Q), = —23.3 in’

5.24 X = 1725 mm, Y = 97.5 mm

5.26 X = 1845 in., Y = 6.48 in.

5.28 a) T =5.091b.b) C = 9.48 Ib &= 57.5°.
5.29 0.739 m

5.30 L = 0.204m 0 0.943 m

5.32 a) h = 0.513a. b) h = 0.691a

5.34 x =2/3a,y = h.

5.35 x =a/2,y = 2h/5.

5.37 x = 2a/3(4 — m),y = 2b/34 — m)
5.39 ¥ =a(3 —4sen )/6(1 — ),y = 0.
5.40 X = a4,y = 3b/10.

5.41 % =54/, = b/3.

5.42 X = 5L/4, 5 = 33a/40.

5.44 % =a,y = 17b/35.

5.45 2/5a

5.46 —2V2r/3m.

5.48 x = 0.236L,y = 0.454a.

5.49 ¥ = —9.27a, y = 3.09a.

5.50 x = 1.629 in., y = 0.1853 in.

5.51 a = 1.901 in. 0 3.74 in.

5.52 a) V = 6.19 X 10° mm®; A = 458 X 10° mm?.
D)V =16.88 X 10° mm® A = 1.171 X 10° mm>.

5.53 a) V =308 X 10° mm® A = 38.2 X 10°> mm?.

b))V =1772 X 10° mm* A = 22.4 X 10° mm>.

a) V =169.0 X 10° in®; A—284><103m-

b)v

V = 88.9 X 10% in®, A—1548><103m2

5.54
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5.56
5.58
5.59
5.61
5.63
5.64
5.66

5.67

5.68
5.69
5.71
5.73
5.74
5.76
5.77
5.78
5.80

5.81

5.82
5.83
5.84
5.85
5.88
5.89
5.90
5.91
5.93
5.94
5.96

5.97

5.98

5.99
5.100
5.101
5.103
5.104
5.106
5.107
5.108
5.110
5.111
5.112
5.114
5.115
5.117
5.118
5.119
5.121
5.122
5.123
5.124
5.125
5.128
5.129
5.132

V = 3470 mm* A = 2 320 mm”.
V = 0.0900 in®,
V = 31.9 litros.
m = 0.0305 kg.
22.0 galones
66.5%
a)R=12151b |, x = 4.33 ft.
b)A=6301b1;B =5851b1
a) R =2400N |, 2.33 m a la derecha de A .
b)A=1000N1:B =1400N /.
A =320kN; M, = 1240 kN - m .
B=13601b7;C=23601b1.
A=4S0N1;B =840 N |.
A=3000N1; M, = 1260 kN - m .
a)a=0.536 m.h) A =B =T61 N 1.
B =15001b7:C=52501b1.
a) wy = 100.0 Ib/ft. b) C = 4950 1b 1.
w, = 10.00 kN/m; wgz = 50.0 kN/m.
@) H = 254 kN —; V = 831 kN 1.

b) x = 3.25 m a la derecha de A .
¢) R = 268 kN 27 18.4°.
a) H = 13.76 kips —; V = 113.0 kips 1.
b) 22.4 ft a la derecha de A .
¢) R = 25.6 kips & 57.5°.

d =2.64 m.

T = 672 kN «— A = 141.2 kN «.

T = 3.70 kips 1.

d = 5.88 ft.

A=1197 N 53.1%B =1511 N 53.1°
T = 3570 N.

T =208 1b

d = 6.00 ft.

d = 0.683 m

h =0.0711 m

a) b/10 a la izquierda de la base del cono.

b) 0.01136b a la derecha de la base del cono.
Y = —(2h* — 3b%)/2(4h — 3b).

7 = —a(4h — 2b)/m(4h — 3b).

a)Y = —0.402a. b) hja = 2/5 0 2/3.

X = 46.8 mm.

Z = 26.2 mm.

Y = —0.1403 in

7 = 347 in.

X—0295m Y = 0423 m, Z = 1.703 m.

= 125.0 mm, Y = 167.0 mm, 7 = 33.5 mm.
x 7Z =421in., Y = 7.03 in.
=46.5mm, Y = 27.2 mm, Z = 30.0 mm
X = 17.00 in., Y = 15.68 in., Z = 14.16 in.

= \

X =180.2 mm, Y = 38.0 mm, Z = 193.5 mm.

X =01452m,Y = 0.396 m, Z = 0.370 m.
X = 0410 m, Y = 0.510 m, Z = 0.1500 m.
X =17501ft, Y = 4.14 ft, Z = 1.355 ft.

X = 61.6 mm desde el extremo del mango.
Y = (0.526 in. arriba de la base.

Y = 421 mm. arriba del piso.

( (), = 21a/88; (x 2 = 27a/40.
@), = 21h/88; ()y = 27h/40.
(x), = 2h/9; (x); = 2h/3.
x=h/6y=z=0.
x=1297a,y =z =
x=2z=0,y=0.37h

a)x =z=0,y = —121.9 mm
b)x=z=0,y=-90.2mm

5133 V = 688 ft>; x = 15.91 ft.
5134 x =a/2,y = 8h/25,% = b/2.
5136 x =0,y = 5h/16,z = —b/4.
5137 X = 19.27 mm, Y = 26.6 mm.
5138 X = 3.20in., Y = 2.00 in.
5140 x = a/2,y = 3h/5.
5141 x = 3a/8,y = b.
5143 A=1300N1;B=1850N1.
5146 a)x = 0.548L. D) h/L = 2V/3.
5147 X = 0.1402 m, Y = 0.0944 m, Z = 0.0959 m.
5148 x =234m,y =z =0.
5.C1 b))A=12201b1;B=18301b1.
c)A=12651b17;B=16011b1.
502 ) X=0,Y =0.278 m, Z = 0.0878 m.
b) X = 0.0487 mm, Y = 0.1265 mm, Z = 0.0997 mm.
¢) X = —0.0372m, Y = 0.1659 m, Z = 0.1043 m.
5.3 d = 1.00 m: F = 5.66 kN <5 30°,
d =3.00m: F = 49.9 kN 5 27.7°.
5.C4 ) X =580in., Y = 1492 in. b) X = 9.11 in., Y = 2.78 in.
¢) X = 849 in., Y = 0.375 in.
5.C5 Withn = 40: a) X = 60.2 mm, Y = 23.4 mm.
b) X = 60.2 mm, Y = 146.2 mm.
¢) X = 687 mm. Y = 20.4 mm.
d) X = 687 mm, Y = 127.8 mm.
5.C6 Withn = 40: @) X = 60.0 mm, Y = 24.0 mm.
b) X = 60.0 mm, Y = 150.0 mm.
¢) X = 68.6 mm, Y = 21.8 mm.
d) X = 68.6 mm, Y = 136.1 mm.
5.C7 a) V=106281t>.h) X =8.65ft, Y = —4.53 ft,
Z = 9.27 ft.
CAPITULO 6
61 Fu3 =520kN T: Fyo = 64.0 kN T: Fpe = 80.0 kN C.
6.2 Fuz =3751b C; Fye = 7801b C; Fye = 3001b T.
6.3 Fuz = 4.00kN C; Fye = 272 kN T: Fye = 2.40 kN C.
6.5 Fup = Fpe = 31.5 kips T; F,p = 35.7 kips C;
Fyp = 10.80 kips C; Fcpp = 33.3 kips C.
6.6 Fap=Fpp=0;F,c=6T5NTF,,=1125NC;
Fep =900 N T: Fop = 2025 N T Fop = 2250 N C;
Fpr =675 N C; Fpr = 1800 N T
6.7 Fuap = 1590 kN C; Fue = 13.50 kN T: Fyc = 16.80 kN C;
Fyp = 1350 kN C: Fop = 15.90 kN T.
6.9 F,z = 472 kN C; Fy¢ = 44.6 kN T: Fye = 10.50 kN C;
Fyp = 472 kN C; Fep = 1750 kKN T: Fep = 30.6 kKN T
Fpe = 0.
6.10 Fu3 = Fyy = 1231 kN C; Fye = Fo; = 11.25 kN T
Fye = Fey = 246 kN C; Fyp = Fpp = Fup = Fpy = 9.85
kN C; FpD Fre = 200 kN C; Fep = Fre = 375 kN T
Foe = 675 kN T.
641 Fyg = Fpyy = 15001b C; Fye = Fep = Fpe = Feyy =
12001b T: Fye = Fye = 0; Fgp = Fpp = 1000 1b C;
Fyp = Frp = 5001b C; Fpp = 6001b T.
612 Fuap = Fpy = 15001b C; Fae = Fep = Fre = Fey =
1200 1b T: Fye = Fpe = 0: Fyp = Fpp = 12001b C;
Fyp = Fpp = 60.01b C; Fpp = 72010 T.
6.15 Fup = 7.50 kips C; Fy¢ = 4.50 kips T; Fyc = 7.50 kips T;
Fyp = 9.00 kips C; Fopp = 0; Fop, = 9.00 kips T.
6.16 F,p = 5.00 kips C; Fy¢c = 3.00 kips T; Fye = 5.00 kips T;

Fyp = 6.00 kips C: Fop = Fpp = 2.50 kips Tt Fo, =
4.50 kips T: Fpp = Fpe = 2.50 kips C; Fpp = 3.00 kips C;
Fre = 1.500 kips T.
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