LA TRANSFORMADA DE LAPLACE.
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4.- La transformada inversa.

f (t) es la transformada inversa de Laplace de F (s): f (t) = L™ {F (s)}

5.- Linealidad de la transformada inversa de Laplace.

La transformada inversa de Laplace es una operacion lineal, esto es, para funciones dadas F
(s) y G (s) para las cuales la transformada inversa de Laplace existe y constantes dadas a y b,
setieneL*{aF(s)+bG ()} =aL {F(s)} +bL*{G (s)}
L*{aF(s)+bG(s)}=af(t)+bg(t)

6.- Condicién necesaria para que una funcion F (s) sea la transformada de Laplace de
una funcion ().

lim F (s) =0 S1 |im F (s) » 0 €ntonces L™ {F (s)} no existe.
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7.- Primer teorema de traslacion.
Si F (s) =L {f ()} y a es cualquier nimero real,
L f)}=F(s—a)

8.- Escalamiento.

L™ F (O3 = L{F (0} | e a

L{f (at)} = %F(z)
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10.- Fracciones simples.

La separacion en fracciones simples resulta Gtil para determinar la transformada inversa de

Laplace.

Descomposicion de N (s) en fracciones simples.

D(s)

El procedimiento siguiente es aplicable solo a fracciones racionales propias [esto es, si el
grado de D (s) es mayor que el de N ()]

Descomponer completamente D (s) en factores de la forma (p s + q)", (*+ad)" y
[(s £b)* +a?)]"




Regla 1. Factores lineales gue no se repiten.
Por cada factor de la forma p; s + ¢; la descomposicién en fracciones simples ha de incluir la
siguiente suma de n fracciones:

N,(s) _ A
(PS+0)(PS+0,)...(PS+C,) PSS+
Regla 2. Factores lineales gue se repiten.

Por cada factor de la forma (p s + q)" la descomposicion en fracciones simples ha de incluir la
siguiente suma de n fracciones:

NG) A T +.o+ A
(ps+0@)" ps+q (ps+q)’ (ps+q)"
Regla 3. Factores cuadraticos gue no se repiten.
Por cada factor de la forma s® + a® y (s + b))’ + a; la descomposicion en fracciones simples
ha de incluir la suma de las siguientes fracciones:

A

PSS+,

A
PaS+0,

+ +...+

N, (s) Bs+C, B,s+C, B,s+C,
2 2 2 2 2 2 = 2 2 + 2 2 + + 2 2
(s"+a’)(s"+a,)...(s"+a;) s +a s +a, s“+a,
N, (s) _Bl(sirbl)+cl+Bz(sib2)+c2+ +Bn(sibn)+Cn
[(s£b) +&l[(sb,)* +all..[(s+b)’ +al]  (stb)’+a’  (sxb) +al (stb,)’ +a;

Regla 4. Factores cuadréaticos repetidos.
Por cada factor de la forma (s° + a%)" y [(s = b)® + a%)]" la descomposicién en fracciones
simples ha de incluir la suma de las siguientes fracciones:

N,(s) Bs+C, B,s+C, B,s+C,

(s>+a?)"  s*+a’  (s?+ad)? (s> +ad)"
Ny(s)  B/(stb)+C, By(stb)+C, B.(s+b)+C,
[(stb)?+a?]" (sth)?>+a® [(stb)’>+a’f [(s£b)?+a’]"

10.1.- Esquema para resolver la ecuacion fundamental.

Factores lineales.

1.- Sustituir en s las raices de los distintos factores lineales que aparecen en la ecuacion
fundamental.

2.- Si hay factores lineales repetidos, usar los coeficientes ya determinados en la parte 1 para
reescribir la ecuacion fundamental. A continuacion sustituir en s otros valores.

Factores cuadraticos.

1.- Desarrollar la ecuacion fundamental.

2.- Agrupar términos segun las potencias de s.

3.- Igualar los coeficientes de las potencias correspondientes de s, obteniendo asi un sistema
de ecuaciones lineales (Aplicacién del Método de los Coeficientes Indeterminados).

4.- Resolver el sistema lineal.

Nota: Pueden utilizarse nimeros complejos para descomponer factores cuadraticos y obtener
las constantes mediante sustitucion, como en el caso de factores lineales.

11.- La funcidn escalon unitaria.

0, 0<t<a
1 t>a
11.1.- Funciones ramificadas en funcidn de escalones unitarios.

f(t):{g(t)’ 0st<a tm=g@®+h®-g®IUE- a)

La funcion U (t —a) se define como sigue |4 (t—a) :{

ht), t>a
fO=g®UE-0-Ut-a]+h@®U(t- a)

g(t), 0<t<a ]
f0=)n) a<t<p TO=IO+MO-g@®IUE-a)+[O-h®IU - b)
jt), t=b

fO=g®UE-0)-U{t-a]+h@®O[U (- a)-U{t-b)]+]j(t)U(t-b)
12.- Segundo teorema de traslacidn.

SiF(s)=L{f()} ya>0,entoncesL {f(t—a)U (t—a)}=e *°L {f (1)}
Forma alternativa: L {f (t) U (t—a)} =e ®°L {f (t+a)}

Formula til para la transformada inversa con exponenciales en funcion de “s™:
LHF (5)e ™ = LHF ()} | e axU (t-2)

13.- Diferenciacion de transformadas de Laplace.

L{t f )} =-F'(s) L{tf (t)}:—dd—SF (s)

CEE =T U FO) LHEO)- —lLl{dF <s)}
t t ds
Apliacion practica: L™ {F (s} = —t L {[ F(s)as}

d"F(s)

Si F(s)=L{f (@ Yyn=1,2,3, ..., entonces L{E" f (0} = (-)" o
S

14.- Transformada de Laplace de derivadas.
14.1.- Primera derivada.
L{f )} =sL{f )} f (0)
14.2.- Sequnda derivada.
L{f" @)} =sL{f" ()}~ f'(0)
L{E" @} =s*Y —sy(0) - ¥’ (0)
14.3.- Tercera derivada.
L O =sL{f" @3- f"(0) L{f" @®)} = s[s*Y sy (0) -y (O)] - y" (0)
L{E" (O} =s>Y —s% y(0)~sy ()~ y"(0)

15.- Transformada de Laplace de Integrales.

L{j’éf(r)dr}:%L{f ) L{j'gf(r)dr}:%F(s)

L{F'®} =sY(s)-y(0) L{f'®}=sY -y(0)

L{f" (O} =s[sY -y (©)]-Yy'(0)

L_l{%F (s)} = f(@dr
16.- Convolucién.

'-{fé f(@)gt-7)d}=L{f O}{g (1)}

L, f (1) g(t—7)d 7} =F ()G (s)

LYF()GER=ff () gt-ndr
17.- Transformadas de Laplace de funciones periddicas.
La transformada de Laplace de una funcion periddica continua f (t) de periodo T es:

LT O =
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