FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES.

1.- Definicion de funcién de dos variables.

Si a cada par ordenado ( x , y) de elementos de un cierto conjunto D le corresponde un nimero
real f (x,y), decimos que f es una funcién de x y de y. El conjunto D es el dominio de f y el
conjunto correspondiente de valores f ( x, y ) recibe el nombre de recorrido de f.

Una funcién polinomial de las variables x y y es una funcién f tal que f (x,y ) es la suma de
términos de la forma ¢ x" y", donde c es un nimero real y n y m son ndmeros enteros no
negativos. El grado de una funcién polinomial est4 determinado por la mayor suma de los
exponentes de x y y que se tiene en los términos de la funcion.

2.- Dominio de una funcién de dos variables.
Restricciones en el dominio para cada tipo de funciones.
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Las derivadas parciales de primer orden calculadas en el punto (a, b ) se denotan por
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7.- Definicién de diferencial total.
Seaz=f(x,y). Siexisten ambas derivadas parciales de primero orden de z, se define la

diferencial total d z como 4, _ ﬂd X+ Ld y

3.- Definicidn de limite de una funcion de dos variables.
Sea f una funcidn de dos variables, definida [con la posible excepcion del punto (a, b )] en el
interior de un circulo centrado en (a,b). Entonces se tendra f(x,y)=L Si ysolosia

lim
(x,y) > (a,b)
cada & > 0 corresponde un 6 > 0 tal que

| f (x,y)—L|<e siempre que 0<./(x—a)® +(y—b)® <&

4.- Definicion de continuidad de una funcién de dos variables.
Una funcion f de dos variables es continua en (a,b) si

im  f(xy)="f(ab): Si D es un
(xy) > (a.b)

subconjunto del dominio de f, diremos que f es continua en D si f es continua en cada punto
(a,b)deD.

5.- Definicién de derivada parcial.

Siz=f(x,y), entonces las derivadas parciales de primer orden de f con respectoaxyay
son las funciones

of f(X+AXy)—f (X, y) of
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6.- Notaciones (derivadas parciales de primer orden).
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Seno senlf (x,y)] Domf(x,y) diferenciables de t. La funcion w es entonces funcion de t, y se tiene 4W _dwd X owdy
Coseno cos[f (x,y)] Dom f(x,y) dt oxdt oy dt
Tangente tan[f (x, y)] —{(x y)eR*/f(x,y)=3(@2n+1) 7} 9.2.- Dos variables independientes.
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10.- Obtencion implicita de derivadas vy derivadas parciales.
i.- Si la ecuacion F ( x , y ) = 0 define y implicitamente como funcion de x, se tendra

4y __F (R #0)
dx F,
ii.- Si laecuacion F (x,y, z) = 0 define z implicitamente como funcidn diferenciable de x e y,
entonces 92 __Fvy 02 __Fy (F,20),
0 X F, 0Oy F,

Este teorema puede extenderse a funciones diferenciables definidas implicitamente y con un
namero arbitrario de variables.

11.- Gradiente.

11.1.- Definicion de gradiente de una funcién de dos variables.

Si f es una funcion de las dos variables x y vy, y f, y f, existen, entonces el gradiente de f,
denotado por v f , esta definido por el vector v f = f (x,y)i+ f,(x,y)]-

11.2.- Definicién de gradiente de una funcién de tres variables.

Si f es una funcion de las tres variables x, y y z, y las tres primeras derivadas parciales fy, f, y f,
existen, entonces el gradiente de f, denotado por V f , estd definido por el vector
Vi=fXxy2)i+fxy2)j+f(xy2)k-




12.- Derivada direccional.
12.1.- Definicién de derivada direccional.
Sea f una funcion de dos variables x e y. La derivada direccional de f en la direccion 6,
denotada Dyf, &s p_f  yin, f(x+Ascos@,y+Assen6)—f (x,y)
As

As—>0

12.2.- Férmula de la derivada direccional.

Sea f una funcion diferenciable de x e y. La derivada direccional de f en la direccion 6 es

Dof =1 (Xx,y)cos 8 +1, (x,y)sen 6, siendo & el angulo que forma el vector unitario

U=cos di+sendjcon el eje x positivo.

Sea f una funcion de tres variables x, y y z. La derivada direccional de f en la direccion de U
estd dada por Dyf=1f (x,y,z)cosa+f,(Xx,y,z)cosp+f,(x,y,z)cosy,siendo

U =(cos a) i + (cos B) j + (cos ») k un vector unitario.

13.- Derivada direccional en funcion del gradiente.

Sifes unafuncién de x ey y Vfes el gradiente de f, la derivada direccional de f en la direccién
U esté dada por Dy f= V.U, siendo U un vector unitario.

Si la direccion est dada por una curva r (t), entonces Dy f= Vf . T, siendo T el vector tangente
unitario.

14.- Aplicaciones de V.

El gradiente de f, evaluado en el punto (X, , Yo, Zo) tiene las siguientes propiedades:

i.- Vf posee la direccion de maximo aumento de fen (Xo, Yo, Zo ).

ii.- || Vf || es el valor madximo de la derivada direccional en ( Xo , Yo » Zo ).

iii. Vf esun vector perpendicular a la superficie en (Xo, Yo , Zo ).

15.- Plano tangente v recta normal a una superficie.
Siendo que Vf es un vector perpendicular a la superficie, entonces el vector normal del plano
tangente y el vector director de la recta normal son paralelos a Vf .
1.-Siz=1(x,y)esdiferenciable en (X, , Yo , Zo ), entonces el plano tangente y la recta normal
afen(xo,Yo,Zo) estan dados por
Plano tangente:  f (Xo, Yo) (X—%0o) +fy (X0, Yo) (Y — Vo) —(z—20) =0
Recta normal: X=X Y=Y _2-%

f,06: %) f,(Y) -1
2.- Si F es diferenciable en (Xo , Yo , Zo ), €l plano tangente y la recta normal a F en (X, Yo, Zo)
estan dados por
Plano tangente:  f; (Xo, Yo ) (X—=Xo) +f, (X0, Yo) (¥ —Yo) +f. (X0, Yo) (z—20) =0
Recta normal: X=X __ ¥Y=Y% __ I-1Z

£,(%:¥0:20)  f,(%0Y0:20)  F,(X0. Y6, 20)

16.- Superficies tangentes.
Se dice que dos superficiesf (x,y,z)yg(x,Yy,z) son tangentes en un punto de interseccion
(X0, Yo, Zo ) si tienen un plano tangente comin en dicho punto. En la practica, dos superficies
son tangentes entre si en un punto de interseccion ( Xo , Yo , Zo ) Si los vectores Vf y Vg son
paralelos en ese punto.
17. Angulo entre dos superficies. Si el punto (X, , Yo , Zo ) €S un punto comun a dos superficies
f(x,y,z)yg(x,y,z) entonces el &ngulo entre dichas superficies en el punto de
interseccion es el angulo entre sus vectores gradiente.
_ Vi.vVg
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18. Vector tangente unitario a una curva de interseccion de dos superficies.

cos @

Si la curva r (t) es la curva de interseccion de dos superficies, entonces el vector tangente a
dicha curva es el producto vectorial de los gradientes de las dos superficies que se intersectan
evaluados en el punto ( xg, Yo, Zo )-

v
T(t)= fxVg
IV Exvygl

19.- Teorema de los valores extremos.

Sea f una funcion de dos variables x e y, definida y continua en una region cerrada R del plano x
y. Se tiene:

i.- Existe al menos un punto de R en el que f toma un valor minimo.

ii.- Existe al menos un punto de R en el que f toma un valor méaximo.

20.- Definicion de extremos locales.

Sea f una funcion definida en (Xo , Yo ). El valor f (X0, Yo ) se denomina:

8.1.- Maximo relativo de f si existe una regién circular R que contenga el punto ( X, , Yo ) Y tal
quef(x,y)<f(Xo,Yo) paratodo punto (x,y)deR.

8.2.- Minimo relativo de f si existe una regién circular R que contenga el punto ( Xy, Yo ) Y tal
quef(x,y)>f(Xo,Yo) paratodo punto (x,y)deR.

21.- Criterio de las derivadas parciales de primer orden.
Sif(Xo,Yo)esunextremo de f en una region abierta R del plano x y, y existen las primeras
derivadas parciales de f en R, entonces se tiene fy (Xo, Yo ) =0 =1, (X0, Yo ).

22.- Definicién de punto critico.
Un punto (%o, Yo ) enelquef, (x,y)=0yf, (x,y)=0sedenomina punto critico de f.

23.- Criterio de las derivadas parciales de sequndo orden.

Sea f una funcién de dos variables que posee derivadas continuas de primer y segundo orden en
una region abierta R. Supongamos ademas que f, (X, y) =1, (X, y) =0 en algln punto (a,b) de
R.SeaD(a,b)=f(a,b)f,(a,b)-[fy(a,b)]
i.-f(a,b)esunminimolocaldefsiD(a,b)>0yfx(a,b)>0(fy(a,b)>0).
ii.-f(a,b)esunmaximolocaldefsiD(a,b)>0yf«(a,b)<0(6f,(a,b)<0).
iii.-(a,b,f(a,b)esun punto de ensilladurasiD (a,b) <0.

La expresion paraD (a,b)=1f(a,b)fy,(a,b)-[fy(a,b )% es el determinante
f..@b) f,(ab)
f,.(ab) f (ab)

D(a,b) = , denominado hessiano (o discriminante) de la funcién f.

24.- Método de los multiplicadores de Lagrange.

Para hallar los extremos locales de f (x,y, z), sujeta a la ligadurag (x,y, z) =0, calcular los
valores criticos de la nueva funcién F definidapor f(x,y,z,A)=f(x,y,z)-Ag(Xx,y,z).
La variable 4 se denomina un multiplicador de Lagrange.

En la practica, la ecuacion Vf =1 Vg conduce a un sistema de ecuaciones que conducen a
determinar el extremo de la funcién f (x,y, z), sujetaa la ligadurag (x,y,z) =0.
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