FUNCIONES VECTORIALES.
1.- Definicién de funcién vectorial.
Sif (1), g (t) y h (t) son funciones reales de t, entonces la funcion r definida porr (tf) =f (t) i +
g () j + h (t) k se denomina funcion vectorial de t. Algunas veces, las funciones vectoriales se
denotan comor (t) =<f(t),g (1), h (1) >.
2.- Dominio de una funcidn vectorial.
Sea r una funcion vectorial definida por r (t) = f (t) i + g (t) j + h (t) k. Entonces su dominio
esta dado por Dom r (t) = Dom f (t) N Dom g (t) N Dom h (t).
Restricciones en el dominio para cada tipo de funciones.

Nombre Funcioén Dominio de la funcion
Polinomial a, +at+a,t’ +.. R

Racional g—g; R-{teR/Q()=0}
Radical o/ f () n es un ndmero par: {teR/ f (t) >0}
Radical o f(t) n es un ndmero impar: Dom f (t)
Valor absoluto [ ()| Dom f (t)
Logaritmica In [f (V)] {teR/f(t)>0}
Exponencial e'® Dom f (t)

Seno sen [f (1)] Dom f (t)

Coseno cos [f (1)] Dom f (t)

Tangente tan [f (t)] R—{teR/f({t)=32n+D 7}
Arcoseno sen [ (1)] {teR/-1<f () <1}
Arcocoseno cos ' [f (1)] {teR/-1<f (t)<1}
Arcotangente tan " [f (t)] Dom f (t)

3.- Definicién de limite de una funcion vectorial.
Sea r una funcién vectorial definida por r (t) = f (t) i + g () j + h (t) k. Entonces

lim "(t)=[tlir?f(t)}i"‘[tlingg(t)}j‘{tlirgh(t)}k siempre que existan ;. f (1), Jim g () y

tot,
lim h(t)

t—ty

4.- Definicion de continuidad de una funcién vectorial.

Una funcidn vectorial r es continua en un punto dado por t = a si el limite de r (t) cuando t

— a existey ..r(t)=r(a)- Una funcion vectorial r es continua en un intervalo I si es
t—a

continua en todos los puntos del intervalo.
5.- Definicién de la derivada de una funcién vectorial.
La derivada de una funcion vectorial r se define como /¢y = i, ZE+AD=r ()
At—0 At
Para todo t para el cual existe el limite. Si r’(c) existe para todo ¢ en un intervalo abierto I,
entonces r es derivable en el intervalo I. La derivabilidad de funciones vectoriales puede
extenderse a intervalos cerrados considerando limites unilaterales.
6.- Derivacion de funciones vectoriales.
Sir{t)=f({t)i+g(t)j+h(t)k, donde f, g, y h son funciones derivables de t, entonces

rog=tQi+g®j+h@®k
7.- Propiedades de la derivada de una funcioén vectorial.

Sean U y V vectores y f una funcidn escalar de t; se tiene entonces:
1-'icUt =ciUt
dt[ M1 Olt[ 0]

2- d _4ad d
dt[U(t)+V(t)] dt[U('f)]+dt[V(t)]
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dt[U(t) V(t)]—{U(t) dt[V(t)]}+{V(t) dt[U(t)]}

6.- d _d ds Regla de la cadena.

OIt[U(S)] OIS[U(S)]dt g
7.-Si||U (1) || = c, entonces U(t).U’(t) = 0.
8.- Integracion de funciones vectoriales.
Sir®=f@®i+g()j+h((t)kdondef (t), g (t) y h (t) son funciones integrables de t,
entonces la integral indefinida (o antiderivada) de r es
[reydt=[[f ®dti+[[g®dt]j+[[h(t)dt]k+C, siendo C = cy i+ ¢, j + cs k un vector
constante y su integral definida en el intervaloa<t<bes
[rydt=[[ f ©dgi+[[ g®dtj+[[ h)dtlk
9.- Vector velocidad y vector aceleracion.
Si f (1), g (t) y h (t) son funciones reales de t diferenciables dos veces, y r el vector de posicion
de un objeto moévil para un valor t del tiempo definido por r (t) =f (t) i + g (1) j + h (1) K,
entonces:
Vector velocidad: V (1) =f’(t) i+g’(t) j+h’ () k
Vector aceleracion: A () =f’@®)i+g”{t)j+h”({t) k
Rapidez: || v ()= r'@®)ll=/ [F'OF +[g'OF +['OF
10.- Longitud de arco.
Si una curva se expresa por medio de r (t) =f (t) i + g (t) j + h (t) k, siendo f *(t), g’(t) y h*(t)
continuas en el intervalo [ a, b ], entonces la longitud del arco de la curva correspondiente a
dicho intervalo del pardmetro t viene dada por

L=[Ivoldt
L=[Iroldt
L=[VIFOF +[g'OF +(NOF dt

11.- Definicién de vectores unitarios tangente y normal v binormal, T, N v B.

Sea r (t) el vector de posicién de un objeto mévil para un valor t del tiempo, y sea V (t) = r’(t)
el vector velocidad en dicho instante t.

El vector tangente unitario T se define por T _ T()= vV© siempre que V # 0.
IV ®I

(Férmula préactica para determinar T (t)).

()
T(t) =
O=ro




T'(t)

1T

El vector normal principal unitario N se define como p _ N t) = siempre que
T #0.
N(t) = [r (’t)x r ’(,t)]x'r ®
Ilr"@®)>r"Ixr'@®) |
El vector binormal unitario B se define como B =B (t) = T (t) x N (t).
B() = ":('[) x r:(t) (Férmula practica para determinar B (t)).
Ir' (@) > r" @l
El conjunto de los vectores T, N y B se conoce como triedo intrinseco, o triedo movil de
Frenet.
Relacionentre T, NyB:B({) =T () xN (), T{) =N () x B (1), N (1) =B (t) x T (1).
12.- Recta tangente, recta normal y recta binormal a una curva.
Sear (to) = ryi +ryj +r, K el vector de posicion de un objeto movil para un valor t;.
-SiT (o) =Txi+T,j+ T, Kkes el vector tangente unitario del objeto mévil en dicho instante

(Férmula préactica para determinar N (t)).

Recta tangente: X=h _ ¥~y _z-r1,
T, T, T,

-Si N (tg) = Nxi+ Ny j+ N, kes el vector normal unitario a la trayectoria en dicho instante to,

to, se define para la curva:

se define para la curva: Rectanormal; X=h _ Y~y _z-r,

N N N
X y z
- Si B (t) = B« i + By j + B, k es el vector binormal unitario a la trayectoria en dicho instante t,
se define para la curva: Recta binormal; X=h _¥Y~=h _z-1,
B, B, B,

Para la recta tangente, la recta normal y la recta binormal, el vector director de cada una puede
ser determinado mediante r’(to), r’(to)xr’’(to) Y [’ (to)xr’’(to)]xr’ (to), respectivamente.

13.- Plano normal, plano rectificante y plano osculador a una curva.

Sear (to) = rci+ryj+r, kel vector de posicion de un objeto movil para un valor t,.

-Si T (to) = Txi+ Ty j + T, k es el vector tangente unitario del objeto mévil en dicho instante
to, se define para la curva: Plano normal: T, (x—r) + Ty (y—r) + T, (z—r;) =0.

- Si N (t)) = Ny i+ Ny j+ N, kes el vector normal unitario a la trayectoria en dicho instante t,
se define para la curva: Plano tangente: Ny (x—r,) + Ny (y—ry) + N, (z—r,) = 0.

- Si B (to) = Bxi + By j + B, k es el vector binormal unitario a la trayectoria en dicho instante to,
se define para la curva: Plano osculador: B, (x—r,) + B, (y—r,) + B, (z—r;) = 0.
Para el plano normal, el plano tangente y el plano osculador, el vector normal de cada uno
puede ser determinado mediante r’(ty), r’(to)xr’’(to) y [’ (to)xr”* (to)]xr’ (ty), respectivamente.
Como resumen de las secciones 12 y 13, se tiene que:

1- El vector tangente [6 r’(ty)] unitario define a la recta tangente y al plano normal.

2. El vector normal unitario [6 r’(to)xr’’(t;)] define a la recta normal y al plano rectificante.

3- El vector binormal unitario {0 [r’(to))xr’’(to)]xr’(t)} define a la recta binormal y al plano
osculador.

14.- Curvas planas.

Si B (t) es constante para todo t, entonces la curva es plana y el plano osculador coincide con
el plano de la curva.

15.- Curvatura.

La curvatura x en un punto de la curva descrita mediante el vector de posicion r (t) = f (t) i +

g (t) j + h (t) k esta dada por k(t) = 1Tl , siendo T el vector tangente unitario. Si C es la
'@l

gréfica de una funcion dos veces derivable y = f (x), entonces la curvatura k en el punto (x,y)

esta dada por y ) _ vy

[L+(y)*T"
k(1) = [ r’||(t)’Zt;|’|’3(t) I (Férmula practica para determinar k (t)).
;
(= AN
'@l

16.- Radio de curvatura. Si x (o) es la curvatura de la curva plana C en el punto Py, donde t =
to, ¥ k (to) # 0, entonces el radio de curvatura de C en Py, denotado por p (t), se define como
1

t)=——"
p(to) K(t,)
17.- Torsion. La torsion 7 en un punto de la curva descrita mediante el vector de posicion r
®=f@®)i+g(t)]+h(t) kestd dada por 7 (t) = N’(t).B(t), siendo N el vector normal unitario
y B el vector binormal unitario.
@ = L OL QX (0]
'@ >xr" @l

18.- Radio de torsion. Si z (o), es la torsion de la curva plana C en el punto P, donde t =t,,
y 7 (to) # 0, entonces el radio de torsién de C en P, denotado por 7 * (ty), se define como

1

i) =——

(to) )
19.- Circunferencia osculatriz. Sea r (to) = ry i + ry j el vector de posicion de un objeto mévil
para un valor t, del tiempo, y sea p (t;) el radio de curvatura. La circunferencia osculatriz (o
circunferencia de curvatura) define por (x — 1) + (y — ry)* = p*(to).
20.- Definicion de las componentes tangencial y normal de la aceleracion. Si A es la
aceleracion de un objeto que se mueve a lo largo de una curva plana C en un instante t
entonces tendremos A = (A.T) T + (A.N) N y denominaremos A.T y A.N componentes
tangencial y normal de la aceleracion respectivamente. A la componente normal de la
aceleracion también se le llama componente centripeta de la aceleracion.
21.- Otra expresion para la aceleracion en funcidn de las componentes tangencial y
normal. La aceleracion de un objeto cuya funcidon de posicionesr () =f(®)i+g({t)j+h () k
viene dada por A =A; T + Ay N.

(Formula préctica para determinar z (t)).

d - .
A= th IV (t) @ Tk V@®)IPIN- k es la curvatura de la trayectoria en el instante t.

d . r't).r'(t)
—— VO A =—2 1
A =41 VOl A o]
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