LA INTEGRAL DEFINIDA.
1.- Propiedades de la notacion ¥.
1.1.- Z":C f(i)= CZH: f() ces cualquier constante.
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2.- Férmulas de suma.
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3.- Célculo de areas mediante sumas de Riemann.
3.1.- Rectangulos inscritos.
n
A= |im z f(x_,)AX
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3.2.- Rectangulos circunscritos.
n
A= 1im Y f(%)AX
n—owj_q
X =a+iAx
b-a

Para ambos casos: A x =

4.- Definicion de integral definida.
Sea f definida en el intervalo cerrado [a,b] y sea ¢ un punto del
subintervalo [ X , X ], de anchura Ax;. Entonces, si

lim Zn:f (%)Ax existe, denotaremos este limite por J':f ()dx Y

n—w i

lo Ilamaremos la integral definida de fentre ay b.

5.- Teorema fundamental del célculo.
Si una funcién f es continua en el intervalo [a,b], entonces

.[:f (x)d x = F (b) — F (a) paratodo x en [a,b].

6.- Propiedades de la integral definida.
6.1.- Ibk f(x)dx= kJ'bf (x)d x, donde k es una constante.

6.2.- f’f (9dx=['f (x)d x+ff(x)dx.dondea<C<b

63- [Tf(0+g(ldx=[f(9dx+[g(x)dx

6.4.- jbf ()dx=—["f ()dx

6.5.- j f(x)dx=0

7.- Regla de Leibniz. Derivada de una funcién integral.

d e _ dh) dg
ng(x)f(t)dt— f[h(X)][dXJ flg (X)][dxj

8.- Aplicaciones de la integral definida.

8.1.- Area de una region.
8.1.1- Area limitada por una curva y el eje x.
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Si f es continua en [a,b] y f (x) > 0 para todo x en [a,b], entonces el
area de la region limitada por y = f (x), x =a,x=by el eje x es

A=[ f(0dx 8.1.1)

8.1.2.- Area limitada por una curvay el eje y.
B

f
Si f es continua en [c,d] y f (y) > 0 para todo y en [c,d], entonces el
area de la region limitada por x =f (y),y=c,y=dyelejeyes

A=[t(ydy (8.12)

8.1.3.- Area limitada por dos curvas explicitas y = f (x).
y

i }g(x)
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Si fy g son continuas en [a,b] y g (x) < f (x) para todo x en [a,b],
entonces el area de la region limitada pory =f(x),y=g (x), x=ay
x=bes

A= [T (9~ 9 00ldx

X

(8.1.3)

8.1.4.- Area limitada por dos curvas explicitas x = f (y).
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Si fy g son continuas en [c,d] y g (y) < f (y) para todo y en [c,d],
entonces el area de la region limitada por x =f (y), x=g (y),y=cy
y=des

d
A=[TF(y)-g1dy (8.1.4)
8.2.- Volumenes de cuerpos de revolucion.
Definicion de solido de revolucion.
Si una region plana se hace girar alrededor de una recta, el sélido
engendrado se llama so6lido de revolucion y la recta se llama eje de
revolucion.

8.2.1.- Método de discos (rectangulos perpendiculares al eje de
revolucion).

Eje horizontal de revolucién, rectangulo diferencial vertical
(Integracion respecto a x).

r(x)

a - b W
Eje horizontal de revolucion
Si fy g son continuas en [a,b] y g (x) < f (x) para todo x en [a,b],
entonces el volumen de la region limitada por y = f (x), y = g (x), X
= ay x = b al girar en un eje de revolucion horizontal es

\Y; :,;J'b[r (x)]?dx; r (x) es la altura del elemento diferencial
(radio).

Caso 1. Region limitada pory = f (x), x =a, x = b y el eje x. Eje de
revolucion = El eje x:
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v :nj:[f (01d x (8.2.1)

Caso 2. Region limitada pory = f (x), x = a, x = b y el eje x. Eje de
revolucion = Larectay = k:
El eje de revolucion se encuentra por debajo del area.
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V= ﬂj:{[f () K —k?}d x (8.2.2)
El eje de revolucion se encuentra por encima del area.
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V=] { -k~ T (9]} x (8.2.3)

Caso 3. Regidn limitada superiormente por y = f (x), inferiormente
pory =g (x), x=ay x = b. Eje de revolucion = El eje x:
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V =z [{If OF ~[g ()]} x (8:2.4)

Caso 4. Region limitada superiormente por y = f (x), inferiormente
pory =g (x),x=ay x=b. Eje de revolucion = Larectay = k:
El eje de revolucidn se encuentra por debajo del area.
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V =z [{ (0 -KI* ~[g (x) - kI'}d X

El eje de revolucion se encuentra por encima del area.
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(8.2.5)

y=k

V = [{k-g (I -k~ f (F}d x (8.26)

Eje vertical de revolucion, rectangulo diferencial horizontal
(Integracion respecto a y).
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Eje vertical de revolucién

Si fy g son continuas en [c,d] y g (y) < f (y) para todo y en [c,d],
entonces el volumen de la region limitada por x =f (y), x =g (y), ¥
= cyy =d al girar en un eje de revolucion horizontal es

\Y :;;Id[r(y)]z dy: r (y) es la altura del elemento diferencial

(radio).

Caso 5. Region limitada por x =f (y), y=c,y =d y el eje y. Eje de

revolucion = El ejey:
d
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V=z[Tf ()Fdy (8.27)

Caso 6. Region limitada por x =f (y),y=c,y=dy el ejey. Eje de
revolucion = La recta x = k:
El eje de revolucion se encuentra a la izquierda del area.
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V=7 [ {LF () -KI* ~k*}dy
El eje de revolucion se encuentra a la derecha del area.
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(8.2.8)
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V=a[{ -k~ (y)FHdy (8.2.9)

Caso 7. Region limitada a la derecha por x = f (y), a la izquierda
porx=g(y),y=cyy=d. Eje de revolucion = El eje y:

V =z {LF (O ~[g (I} y

¥

(8.2.10)
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Caso 8. Region limitada a la derecha por x = f (y), a la izquierda
porx=g(y),y=cyy =d. Eje de revolucion = La recta x = k:
El eje de revolucidn se encuentra a la izquierda del area.
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V=x[ 4T () -KP ~[g(y)-kI*}d y (82.11)
El eje de revolucion se encuentra a la derecha del area.
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V= {9 ()F ~Ik~ F (F}dy 8212

8.2.2.- Método de capas (rectanqulos paralelos al eje de
revolucion).

Eje vertical de revolucion, rectangulo diferencial vertical
(Integracion respecto a x).
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Eje vertical de revolucion

Si fy g son continuas en [a,b] y g (x) <f (x) para todo x en [a,b],
entonces el volumen de la region limitada por y = f (x), y = g (x), x
= ay x = b al girar en un eje de revolucion vertical es



\Y, zzﬂj':r(x)h(x)dx; r (x) es la distancia horizontal entre el

rectdngulo diferencial y el eje de revolucion (radio) y h (x) es la
altura del elemento diferencial [h (x) es la diferencia entre la
funcion que limita superiormente menos la funcién que limita
inferiormente al area].
Caso 1. Region limitada pory = f (x), x =a, x = b y el eje x. Eje de
revolucion = El eje y:

fx) /

V=27 xf(x)dx (8.2.13)

Caso 2. Regidn limitada pory = f (x), x =a, x = b y el eje x. Eje de
revolucion = La recta x = k:
El eje de revolucion se encuentra a la izquierda del area.
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x=k

V =2z[ (x-k) f ()dx (8.2.14)
a
El eje de revolucion se encuentra a la derecha del area.
v
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V=2z[(k-x)f()dx (8.2.15)
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Caso 3. Region limitada superiormente por y = f (x), inferiormente
pory =g (x),x=ay x = b. Eje de revolucion = El eje y:
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V =2z X[t ()-g(x)]dx (8.2.16)

Caso 4. Region limitada superiormente por y = f (x), inferiormente
pory =g (x),x =ay x =h. Eje de revolucion = La recta x = k:
El eje de revolucion se encuentra a la izquierda del area.
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V =2z[ (x—K)[f ()~ g(x)]d x (8:2.17)
El eje de revolucidn se encuentra a la derecha del area.
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V =2z (k=x)[f () -g(x)]dx (8:2.18)

Eje horizontal de revolucion, rectangulo diferencial horizontal
(Integracion respecto a y).

Eje horizontal de revolucion.
Si fy g son continuas en [c,d] y g (y) < f (y) para todo y en [c,d],
entonces el volumen de la region limitada por x = f (y), x=g (y), y
=cyy=d al girar en un eje de revolucion horizontal es

\Y, zzﬁj'cdr(y)h(y)d y; I (y) es la distancia vertical entre el

rectangulo diferencial y el eje de revolucién (radio) y h (y) es la
“altura” del elemento diferencial [h (y) es la diferencia entre la
funcion que limita a la derecha menos la funcién que limita a la
izquierda al area].

Caso 5. Region limitada por x =f (y),y=c,y=dy el eje y. Eje de
revolucion = El eje x:
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v=2z[yt(ydy (8.2.19)

Caso 6. Region limitada por x =f (y),y =c,y=dy el eje y. Eje de
revolucion = Larectay = k:
El eje de revolucion se encuentra por debajo del area.
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V=27 (y-k) f (y)dy (8.2.20)
El eje de revolucion se encuentra por encima del area.
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V=27 (k-y) f(y)dy (8.2.21)

Caso 7. Region limitada a la derecha por x = f (y), a la izquierda
porx =g (y),y=cyy =d. Eje de revolucion = El eje x:
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vV =2z[ y[f(y)-g(yldy (8.222)

Caso 8. Region limitada a la derecha por x = f (y), a la izquierda
porx=g(y),y=c,y=d. Eje de revolucion = Larectay = k:
El eje de revolucion se encuentra por debajo del area.
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V=2z[ (y=KIf(H)-g(Idy
El eje de revolucion se encuentra por encima del area.

(8.2.23)



d
V =2z (k=y)If()-g(yldy (8.2.24)
Comparacion entre los métodos de disco y de capas.
1.- Si colocamos un rectangulo perpendicular al eje de revolucion
del sélido, estamos escogiendo el método de discos y la variable de
integracion viene indicada por la anchura del rectangulo.
2.- Si colocamos un rectangulo paralelo al eje de revolucion del
s6lido, estamos adoptando el método de capas, donde la variable de
integracion viene indicada por la anchura del rectangulo.

8.3.- Momentos de una lamina plana.

Sean g (x) <f (x) funciones continuas en [a,b]. Para la [dmina plana,
de densidad uniforme p , acotada pory =f(x),y=g (x), x=ayx=
b, los momentos respecto de los ejes X, y, vienen dados por:

M, = L[ 4L (9F ~[g (F}d x 8:31)

b
M, = p[X[f () -9 ()1d X
La masa m de la ldmina viene dada a su vez por
m= p.[b[f (x) - g(x)]d x Y el centro de masas por

(8.3.2)
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X =

8.4.- Centroide de una region plana.

Sean g (x) <f (x) funciones continuas en [a,b]. El centroide (x,y)
de la region acotada pory =f (x), y = g (X), x =ay x = b viene dado
por

o M y V= M X
X= T y= A
. Lx[f (x)—g()]d x (8.4.1)
A
.- L[ALF 0P ~[g (01} x (8.4.2)
A

8.5.- Longitud de arco.
Siy = f (x) tiene derivada f’(x) continua en [a,b], la longitud de

arco de f entre a'y b viene dada por

L:j:4/1+[f’(x)]2dx

Anélogamente, para una curva x = g (y) entre c y d esta dada por

L=["[1+[F(Fdy

(85.1)

(8.5.2)

8.6.- Area de una superficie de revolucion.

Definicion de superficie de revolucion.

Si la grafica de una funcion continua se hace girar alrededor de una
recta, la superficie resultante se Ilama una superficie de
revolucion.

Si y = f (x) tiene derivada f’(x) continua en el intervalo [a,b],
entonces el area S de la superficie de revolucién que engendra esta
grafica en [a,b] es

1.- Si gira en torno del eje x:

s=2z[ t (9-/L+[F'(F dx (8.6.1)
2.- Sigiraentorno del eje y:
S =2z x[1+ [ (X)F dx (8.6.2)

Si x = f (y) tiene derivada f’(y) continua en el intervalo [c,d],
entonces el area S de la superficie de revolucién que engendra esta
graficaen [c,d] es

1.- Si gira en torno del eje y:

s=2z[ t(J1+[F' M dy (8.6.3)
2.- Si gira en torno del eje x:
s=2z[ y1+[F(yF dy (8.6.4)

9.- El Teorema de Pappus.

Sea R una region del plano y sea L una recta de ese plano que no
corta el interior de R. Si r denota la distancia del centroide de R a la
recta L, el volumen del sélido de revolucidn generado al hacer girar
laregion RentornoalarectalLesV =2 zr A, donde A es el area
de R (2 = r es la distancia recorrida por el centroide al girar la
region en torno a la recta).
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