TRIGONOMETRIA.

10.- Tabla de valores especiales de las funciones trigonométricas.

1.- Funciones Trigonométricas. Definidas a partir de la longitud de los lados de un triangulo 6 (rad) Q) send cos® tang csco secd cotd
rectngulo. 2
— 47T - 360° 0 1 0 0 1 0
send = Cz:?to to|0uesto cosd < Ca|t_e|_to atdyacente _ Catetoopuesto — o » - > "
ipotenusa ipotenusa 7Catetoadyacente T - 312 1/43 2/4/3 3
2.- Funciones reciprocas. —In - 315° 1/42 1/42 1 NG 2 1
C500 = ™ Critaopess 7 ™ cos3 ™ Catsontycere cotg= L - Cetoadyacente —3F | 300 | B2 2 V3 218 2 LB
P Y tang  Catetoopuesto z .
3.- Identidades trigonométricas fundamentales. 27 -210 1 0 @ 1 ® 0
sen@dcscld =1 cos@secd =1 tan@dcotd =1 tano = sené cotd = COSZ — %ﬂ' - 2400 NEYR -1/2 -3 2743 -2 —1/43
cos 6 sen 5
. o =2 - 225° 1/42 —1/4/2 -1 2 -2 -1
4.- ldentidades pitagoricas. cos? @ +sen’6=1 cot’d+1=csc’@ 1+ tan® @ =sec? @ g 2 A
5.- Equivalencia entre las funciones trigonométricas (Cada funcién en términos de las otras 5). —57 - 210° 1/2 -\3/2 -1/43 2 -2/3 —3
En;irimos send cosé tan@ csch secéd cotd - - 180° 0 -1 0 «© -1 ®©
— _5 _ 0 _ _ — _
senf = send +./1-cos? @ - ltart16r']29 719 iiseczgfl * 1 - 20 6 i 10 v a1 L 2 21 i
v +1a \/L secd :0:‘; —%7[ - 135° -1/2 —1/:2 1 ) -2 1
_ 2 + - csc?0 -1 1 + 7
cos6 = £V 1zsend cosd Jittan?o | 7 co secd 1+cot’6 -2z - 120° ~V312 —1/2 J3 -2/3 -2 13
sen @ 2 1
S S LA 1-cos’g r— : 1 -1z -90° -1 0 -1 0
tan@ = \/m iW tan@ m +./sec’0-1 pory 2 e 0
1 0
1 2 secd — =TT - 60 -J3/2 12 -3 -2/ 2 —-1/3
csch = 19 im iw csch * e’ 01 +./1+cot? 6 3 h -
— tand p — 7 - 45° ~1/V2 1742 -1 -2 NF -1
+ - 1 2 iL 1 1+cot? 6
See= \J1—sen?9 cos 6 tyl+tanto m secd * coto —%72' - 30° -12 312 -1/43 -2 2143 -3
1-sen’ | 4 C00 1 2 s 1 0 0° 0 1 0 1
coto= Y 1-cos?6 tan o ool sec’0 -1 cot® - -
l o
. 6 1-cos@ 6 1+coséd 57 30 12 V312 1B 2 2143 3
6.- Angulo mitad. sen 5 :\ 5 cos > :\ 5 tan 0 _ 1-cosé N .
2 1+cosé i 45 1/\2 1/\2 1 2 2 1
1 o
tan[ &)= SEN0 (0|1 C08O tan[gjicsw—cota COt[g]: oo = - 22 = . - : e
2) 1+cos@ 2 senéd 2 2) \[1-coso %72’ 90° 1 0 © 1 © 0
cot| & |- Lreost cot| &= _sen? cot| & | = csco+coto iz 120° \f312 -172 =3 2143 -2 -1/43
2 sené 2) 1-cosé 2 3
> 135° 1/42 —1/42 -1 A2 -2 -1
7.- Angulo doble. sen26 =2sendcoséd cos? 0 = %(1+c0526’) 4 - -
) S 150° 1/2 —-3r2 | -1/ 2 ~21.3 -
sen 9=%(1—c0526’) c0s20 =2cos? 91 c0s20 =1-2sen? @
T 180° 0 -1 0 0 -1 0
0s 260 = cos® §—sen’0 0526 = (cosd +send) (cosé —senb) tan2g — 2tand
1-tan’0 L 210° —1/2 ~\3I2 1743 -2 —213 B
; _ 3 _ 3
8.-Angu;i)a:]réglién:?39—SSen9—4sen 0 c0s36 =4cos® —3cosd %ﬂ- 225° _1/42 _1/42 1 ./ _ 1
_ - 4
3 == o T 240° -\312 -1/2 NE) ~2143 -2 143
9.- Suma y diferencia de dos angulos. sen (0+¢) =sendcosg+cosdsen @ %7[ 270° -1 0 o -1 o 0
008 (0%¢) =c0sH cosp Fsensen tan(0+ g) = N0 tang T 300° | -.3/2 12 -3 | -2 2 1/
1F tanftan¢
B r 315° ~1/2 1/42 -1 -2 -2 -1
Cot(0+ ) = cotdcotgy+1
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11.- Suma y diferencia de funciones trigonomeétricas.

sen@+seng =2sen [MJCOS(UJ sené—seng =2005(9+¢jsen(g_¢J
2 2 2 2

c0S0+C0s¢ :Zcos('gwj]cos( _¢] c0sf—cosg =—2sen (a+¢]sen( _¢)
2 2 2 2

Acosg+Bsen =/ A>+ B’ sen(0+¢) #=tan"(A/B)

Acos@+Bsen =/ A* + B? cos (0 + ¢) #=tan"(-B/ A)

12.- Producto. sendseng = %[cos (0-p)—cos(@+¢)] cosfcosg= %[cos (0-p)+cos(@+¢)]

sendcosg = %[sen (0-@)+sen (6+¢)]

13. Propiedades de los gréficos de las funciones trigonométricas (Caso general).

y = B+ Asen (Cx+ D) y =B+ Acos(Cx+D) Amplitud: Amplitud=| A|

_2r Desfase horizontal: ¢= _D Desplazamiento vertical: B
C] ¢

Dominio: pomf =R Rango: Rgo f =[B ,B+\ A\]

14.- Ley de los senos vy de los cosenos. En estas formulas a, b y ¢ representan las medidas de los
lados de un triangulo; «, gy y denotan las medidas de los angulos opuestos a los lados de medidas

Periodo:

a, b y c respectivamente.
15.- Ley de los senos.
sena _senf seny a b ¢
a b sena senf  seny
16.- Ley de los cosenos. b
a’=b*+c’-2bccosa b*=a’+c?-2accosf c>=a’+h?’-2abcosy
17.- Limites trigonométricos.
i w=l . osen (kx):1 “msen“(kx): . l-cosx _
X“fé X XILmo k x x»0 (kx)" le X

18.- Signo de las funciones trigonométricas en los cuadrantes. Son positivas:

Primer cuadrante: Todas. Segundo cuadrante: EI Seno y su reciproco.

Tercer cuadrante: La Tangente y su reciproca.  Cuarto cuadrante: EI Coseno y su reciproca.
Obsérvese la “regla” de la inicial del nombre del cuadrante con la inicial del nombre de la funcién
positiva en dicho cuadrante.

19.- Valores notables de las funciones trigopnométricas. Para nez (n es un ndmero entero):

sen (nz)=0 cos(nz)=(-1)" sen[(2n+1) Z]=(-D)" cos[(2n+1)Z]=0
20.- Férmulas de reduccion. sen (-6) =—sen@® csc(—6)=—cscd  cos(—6) =cosd
sec (—0) =seco tan (-@) =—tang cot(-f)=-cotd  sen (%71’ +6) =cosf

sen (z+£0) =Fsend

cos (3 7+0) =Fsend c0s (7% 6) = —cos6

tan (A 7 £ 6) =Fcotd tan (z+6) =Ftand tan(%;r+6'):l“an9
1-tand
- +
tan(%ﬂ_g)zl cotg tan (7 +10) =secd*tand tan (Lz+10) = 1+send
1+cotd cosé
tan (3 7+ 36)=cot 37 F10)

21.- Derivadas de las funciones trigonométricas.

d du
——(senu)=cosu—
dx

i(tan u) :seczud—u
dx X dx

d du
——(cosu)=-senu—
dx dx

d d
i(cscu):—cscucotud—u —(secu):secutanU—u
dx dx dx

dx
Integrales de las funciones trigonométricas.

i(cotu):—csczud—u
X d x

22.-

_[sen udu =-cosu+C

_[cosudu:senu+c J'tanudu:—ln\cosu\+C .[cscudu:ln\cscu—cotuﬁc

jsecudu:ln |secu +tanu|+C Icotudu =In|senu|+C Jseczudu =tanu+C
Icsczudu =—cotu+C Isecutanudu:secu+C

23.- Dominio y rango de las funciones trigonométricas, para que la funcién inversa exista.

Icscucotudu =-cscu+C

Funcion. Domino Rango
Seno y =sen x [-ir,37] [-1.1]
Coseno y =Ccosx [0,7] [-1,1]
— 1 1
Tangente y=tanx (=27,37) R
Cosecante y = CsCX [-i7,0)0(0,L7] (e, =1]U[L, )
Secante y =Secx [0iz) Ul 7] (e, =1]JU[L, )
Cotangente y = cotx (0,7) R
24.- Definicién de las funciones trigonométricas inversas.
Definicion Dominio Rango
-1 i 0 i — - 1 1
y =sen'x siy solosi seny =x [-1,1] [-ir,ix]
y=cos?x siy solosi cosy =x [-1,1] [0,7]
y =tan'x siysolosi tany = x (-oc, o) (-37,37)
y=cscx siy solosi cscy=x (-c,-1]JUfl, ) [-17,0)0(0,%7]
y =secx si y solo si secy =x (-, -1JU 1, ) [0,i7)Uin, 7]
y =cot tx siysolosi coty = x (-oc,oc) (0,7)
25.- Equivalencia entre las funciones trigonométricas inversas.
En términos
d sen'o cos o tan™ o cscto seco cotto
c —
L 0 1 a1 1-6?
e a 1 [1_p | tan? 1o sec
sen'g = sen'6 cos™4[1-6 N sy 1_g% | cot 7
B 1-6 a1 L1 1_0
1, 1 [1_p2 -1 44\ csc - cot
cos™ 6= en~4/1-¢ cos™ 6 tan T -0 ey \/ﬁ
4 0 B 1 2 1
ag_ | sent—_ | cos™ =] 14146 a 3 al
tan— 60 = \/ﬁ 1402 tan— 6 csc 7 ¢t \1+6 cot
41 0% -1 a1 a0 _
1 1= 1 tanT ——— sec 1 2
csc 0= sen cos ) \/ﬂ csc o \/ﬂ cot™ /¢
2 0 1
O 14071 a1 2 csct cott———
sec 0= sen v cos 0 4 71 sec 6 m
i o= sent_ L cost 2 tant csct 1+ 2 11+6° o
ot o= J1+ 62 J1+62 0 e
26.- Identidades trigonométricas inversas.
T w T
sen@+cos O = 5 tant@+cot?@ == sect@+csctO = 5
27.- Derivadas de las funciones trigonométricas inversas.
_ d _ 1 du
i(sen’lu) ot du i(cos’lu) . -1 du ——(tantu)=———
X u?z dx X Ji-u? dx dx 1+u®dx
_ d ~ -1 du
i( -1 )_71du i(sec’lu): 1 d7u ——(cot 1U)= >
1dx dx ufuz-1dx dx 1+u®dx
28.- Inteqrales cuyas primitivas son funciones trigonométricas inversas.
du LU du 1 antYic
———  _-—sen?>+C == + Zsec™ —+C
J. 2 a J.a2+u2 a a .‘.um



29.- Gréficos de las funciones trigonométricas.
4

30.- Gréficos de las funciones trigonométricas inversas.
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