ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE ORDEN SUPERIOR.

1.- Ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes.

La ecuacion diferencial a, y™ + a, ;1 Y™ + ... +a; Yy’ + ayy = F (X) recibe el nombre de ecuacion
diferencial lineal con coeficientes constantes. Si F (x) = 0, la ecuacidn es homogénea; en caso contrario
es no homogénea.

2.- Independencia lineal.

Se dice que las funciones y;, Ya,..., Yn, S0N linealmente independientes si la Unica solucion de la ecuacion
Ciyi+Coy,+...+Cry,=0es C; =C,=... =C, =0. Un conjunto de funciones que no son
linealmente independientes se denomina linealmente dependiente.

3.- El Wronskiano.

3.1.- Definicion de Wronskiano.
Se define el Wronskiano w (1, Y2 ,..., ¥a) de un conjunto de n funciones como el determinante

Y1 Y, A
Y ys Y
W(ypyzvnyn): :1 :2 . .
yoryi oy e

3.2.- Criterio del Wronskiano para dependencia lineal.

Sean y, ya, ..., Yo Soluciones de una ecuacion lineal homogénea de orden n.

i-Siw(y:,V¥2,..., ¥Yn) # 0, las funciones y;, ya,..., ¥n, Son linealmente independientes por lo menos en
algdn punto del intervalo.

ii.- Siw (y1,Y2,..., Yn) =0, las funciones yi, ya,..., Yn, S0n linealmente dependientes para todo punto del
intervalo.

4.- Solucidn general de una ecuacion lineal homogénea (Principio de superposicion).

Si Y1, Ya...., Ya S0n soluciones independientes de la ecuacién diferencial a, y™ + a1 y" P+ ... +a, y’ +
ag y = 0 entonces la solucion general esta dada pory = Cy y; + C, ¥, + ... + C, y, siendo Cy, C,, ..., Cy,
constantes arbitrarias.

5.- Método de reduccion de orden.
Para resolver y>> + P (x) y* + Q (x) y = 0 dada una solucién conocida y; (x), una segunda solucién se
—jP(x)dx
; ; e
obtiene a partir de ¥, (X) = yl(x)jzi
y1 (%)

dx (Teorema de Abel).

6.- Ecuacion caracteristica.

En general, para resolver una ecuacion diferencial de orden na, y™ +a,, y"V+ ... +a;y’ +a;y=0en
donde los a;, siendo i =0, 1, ..., n, son constantes reales, se toma el operador (a, D" + a, 1 D"+ ... +a
D + ag) y = 0, cambiar “D” por “m” y se debe resolver una ecuacion polinomial de grado n: a, m" + a, ;
m™ + ... a, m? +a; m+ a, . Esta (ltima ecuacion se llama ecuacién auxiliar o ecuacién caracteristica de
la ecuacion diferencial.

7.- Soluciones generales dey> +ay’ +by=0.

i.- Caso | (Raices reales diferentes):

Si m; # m, son raices diferentes de la ecuacion caracteristica, la solucidén general es entonces
y=Ce™ +C,e™".

ii.- Caso Il (Raices reales iguales):

Si my = m, son raices iguales de la ecuacién caracteristica, entonces la solucion general es
y=Ce™ +C,xe™ =(C, +C,x)e™.

iii.- Caso 11l (Raices complejas):

Sim=a+pfiymy,=a—pi son raices complejas de la ecuacion caracteristica, entonces la solucion
general es y = C,e** cos (S x) + C,e“*sen (B x) -

8.- Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes no homogéneas.

8.1- Solucidn general de una ecuacion lineal no homogénea.

Seaa, yV +a,; y" P + ... +a, y +ayy = F (x) una ecuacion diferencial lineal no homogénea con
coeficientes constantes ay, &1, ..., &y, . Si Y, €s una solucion particular de esta ecuacion no homogénea
Y ¥n la solucion general de la correspondiente ecuacion homogénea, entonces y =y, + Y, es la solucion
general de la ecuacion no homogénea.

8.2.- Método de los coeficientes indeterminados (Familia).

a Y +a, Y+ Ay +ay=F ()

i.- Obtener y;, solucion general de la ecuacién homogénea que resulta de hacer F (x) = 0.

ii.- Utilizar F (x) para determinar la forma de la solucion particular y,. Véase la tabla siguiente:
Término en F (x) Términos correspondientes en Y,

C (Constante) A
a, +ax+...+a X" +ax A+ AX+. L+ A X AXE
Ce™ Ae™
C x*e™ (A + AX+...+ A X+ AX)e™

Ccos Sx 6 Csen Bx
(8, +ax+...+a X" +ax*)cos fx
(8 +ax+...+a X" +ax“)sen fx
Ce™cos Bx 4 Ce™sen Bx

Acos S x+ Bsen S x

(A, +...+ A x)(Acos B x + Bsen S x)

e™ (Acos S x + Bsen Bx)

iii.- Si un término de y, coincide con un término de yy,, multiplicar el término en y, por la minima
potencia de x que evita la duplicacién.

iv.- Sustituir y, y sus derivadas en la ecuacion no homogénea y despejar los coeficientes.

v.- Formar la solucion general y = yj, + y,,.

8.3.- Operadores Diferenciales.
Término en F (x)

Operador anulador.

C (Constante) D
a,+axX+...+a_x"+ax D"
Ce® D-a
(8 +ax+...+a_ X" +ax)e” (D-a)*
Ccos Bx 6 Csen Bx D? + p?
(8, +ax+...+a X"+ax)cos fx (D? + g7)<

(8, +ax+...+a_x"+ax“)sen fx

Ce“"cos Bx 0 Ce“*sen Sx

(8 +ax+...+a X" +ax“)e“* cos £ x

(8, +ax+...+a X +ax‘)e“"senfx

8.4.- Método de variacion de los parametros.

a,y" +a, 1 y" P+ +ay +ay=F ().

Meétodos de solucion.

Primer método.

i.- Hallar la solucion general y;, de la ecuacion homogénea: y, =C,y; + Coyo + ... + C, ¥y
ii.- Reemplazar las constantes de y, por variables, a fin de obtener y,: Yo =ViY; +Vo ¥, +. VY,

D? -2aD+(a® + f?)

[D*-2aD+(a? + B[

iii.- Resolver el siguiente sistema, despejando las variables v;, v}, ..., v!:



ViV, VoY, .V Y, =0
ViYr VoY, VY, =0
v’y1"+v2y2+ AV yn 0

WW”+%%”+%ﬁ”~;FU)

iv.- Integrar para hallar vy, v,, ..., Vj.

v.- Formar la solucion general: y =y, + yj,.

La solucion del sistema de ecuaciones para ecuaciones diferenciales de segundo y tercer orden es:
Segundo orden.

0 Y, Y1 0
,_ FO ve ] o FOO
WYy, Yo Yn) W(Y;, Yz Yn)
Tercer orden.
0 v, Y, yi 0y o Y. O
0 v, Vs yi 0y i ¥> O
w:FW)%'%;%:yme w;w:w'w F(x)
W(Y1, Yaiee-Ya) W(Y1,Yo0ee-Ya) W(Y1s Yaree-Yn)

Segundo método.
C W, () F (x)
y.(X)=>y _ kMY MY
° é wapnwvo

9.- Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes variables.
9.1- Ecuacién de Cauchy — Euler.

dx: W =ED" WYL, Y, Y,)

n-1
v d y+ +a1X—y+aOy F(x) ©n
d x

e - - n
Una ecuacion diferencial de la forma g yn d’y
n

donde a,, @y, -.., &1, a Son constantes, se llama ecuacién de Cauchy-Euler o ecuacién equidimensional.
La caracteristica obvia de este tipo de ecuacion es que el grado de los coeficientes polinomiales x* es

- - -7z 7 - k
igual al orden de derivacion en los términos d’y ,parak=1,2,...,n
d x*
Para precisar el estudio, fijaremos nuestra atencion sobre la resolucion de la ecuacion homogénea de

segundo orden 4,2 97V d* y cbxdY Y fcy=o0-

La solucidn de ecuaciones de orden superior se encuentra de forma analoga. Ademas, podemos resolver

d? d i ici6 5
la ecuacion no homogénea 5,2 % Y y +bx== y +cy=F(x) mediante variacion de pardmetros, una vez
X2

que hayamos determinado la  funcién resolver

2dy

complementaria y, (x). Al

d dy “Yicy=F(x) mediante el método de variacion de parametros, se debe escribir la

a

ecuacion en la forma ﬂ b d y c F (X)

d x? axdx ax?

oY =F(x) donde F () =

9.2.- Método de solucion.

Probamos una solucién de la forma y = x™, donde m debe ser determinada. Las derivadas de la funcién y
=x" son:

Yy =mx™ y' =m(m-)x" 2 =(m’ —m)x"?, y" =m(m-1)(m-2)x"2 = (m*—3m? +2m) x>
y = x™ serd solucion de la ecuacion diferencial cada vez que m sea solucién de la ecuacion auxiliar
am(m-1)+bm+c=00bienam?+ (b—a)m+c=0.

Hay que considerar tres casos diferentes dependiendo de si las raices de esta ecuacion cuadratica son
reales y distintas, reales e iguales, 0 complejas conjugadas.

i.- Caso | (Raices reales diferentes):

Si m; # m, son raices diferentes de la ecuacidn caracteristica, la solucién general es entonces
y=Cx™ +C,x"™

ii.- Caso Il (Raices reales iguales):

Si m; = m, son raices iguales de la ecuacion caracteristica, entonces la solucién general es
y=Cx™ +C,x™Inx=(C, +C, Inx)x™.

iii.- Caso 111 (Raices complejas):

Sim=a+piym,=a-fison raices complejas de la ecuacion caracteristica, entonces la solucion
general es y = x“[C, cos (SInx) + C,sen (BInx)].

L, dd d? d L, -
Para una ecuacion de tercer orden g y3 3; 1 hx? y +CX y +ky=0> la ecuacion auxiliar es

d x?
am*+((b-3a)m?*+(2a+c—bym+k=0.
9.3.- Cambio de variable.
La sustitucion x = ' permite convertir la ecuacién diferencial de Cauchy-Euler
nd"y X1 d"'y ) dy o en una ecuacion diferencial lineal homogénea de

X' G A X " bk X Ay =

coeficientes constantes.
Las tres primeras derivadas requeridas son:

dy _«dy  d%y _ ofd’y dy
dx dt d x? dt> dt

Si la ecuacion diferencial es de la forma

dny nly

(ax+b)" 2 +(ax+b)"*
dx

3 3 2
0y _gufdy 307y, ,dy
dx dt dt dt

T+ +(ax+b)—+aoy 0

El cambio de variable correspondiente es a x + b = €', Las tres primeras derivadas requeridas son:
2 2 3
dy _etdy  d%y . fd7y dy d’y d7y , ,dy
dt* dt dt

dSy 2
= 2 =ate™| 2 -3- 242
d x dt dx dx dt dt
10.- Problema de valor inicial.
Un problema de valor inicial para una ecuacion diferencial lineal de orden n es:

Resolver: a y™ +a ,y"? +.. . +ay +a,y=F(x) Sujeta a:y (X)) = Yo y'(X,)=VYjr -
yO P (x,) =y endonde yo, y;, ..

y(n - son constantes arbitrarias.

11.- Problema de valores en la frontera.

Un problema como: Resolver: a, d?y tLa dl+a (X)y =F(X) Sujeta a: y (@) = yo, y (b) = y; se
2dx®> tdx °
llama problema de valores de frontera de dos puntos o, simplemente, un problema de valores de frontera.
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